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REsuME. — Nous donnons une démonstration, par les martingales, d'un
théoréme de Choquet-Deny sur la représentation des fonctions harmoniques
positives dans les groupes abéliens, a I’aide des exponentielles harmoniques.

ABSTRACT. — We give a martingale proof of a Choquet-Deny’s theorem
on the representation of positive harmonic functions in abelian group with
harmonic exponentials.

I. INTRODUCTION

Le but de cette note est de donner une démonstration du théoréme
de Choquet-Deny (voir J. Deny ([/])) utilisant la théorie des martingales,
mais ne faisant pas appel aux résultats de G. Choquet sur les représen-
tations intégrales dans certains cones convexes.

L’énoncé de ce théoréme nous amene a introduire les définitions et nota-
tions suivantes. Soient G un groupe abélien localement compact a base
dénombrable dont la loi est notée additivement ; ¢ une mesure de Radon
positive sur les boréliens B(G) de G telle que le plus petit sous-groupe fermé
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102 A. RAUGI

de G portant ¢ soit G lui-méme. On appelle exponentielle sur G, toute
fonction A continue réelle sur G, ne s’annulant pas, et telle que :

AMx 4+ y) = AX)Ay), Vx, yeG.

L’ensemble E des exponentielles sur G, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts est un espace localement compact. Une
fonction borélienne positive h sur G est dite o-harmonique positive si elle
est localement intégrable par rapport a la mesure de Haar m de G et si

(%) h(g) = JG g + x)o(dx), Vge G

Nous désignons par E; le sous-ensemble de E formé par les exponen-
tielles 4 qui sont g-harmoniques (i. e. telles que J‘ Mx)o(dx) = 1).
G

Le théoréme de Choquet-Deny, nous dit alors que :

« Toute fonction o-harmonique positive h sur G, s'écrit

h(.) :L AdL)  mep. p.,

ou v est une mesure positive sur 'espace localement compact E, portée par
le borélien E, des exponentielles o-harmoniques; cette représentation est
unique ».

II. UNE DEMONSTRATION
DU THEOREME DE CHOQUET-DENY
PAR LA THEORIE DES MARTINGALES

(2.1) Nous faisons I'hypothése supplémentaire suivante : « Le semi-
groupe fermé T, engendré par le support de la mesure o est égal a G ».
Il est fort probable qu’en travaillant un peu plus, on puisse éviter cette
hypothese ; mais I'intérét de cette note étant surtout « pédagogique » nous
nous contenterons d’établir le théoréme sous cette hypothése. Cependant
nous démontrons que la mesure v est a support compact. Nous nous inspi-
rons d’un article de L. Davies ([2]) qui traite le cas d’un groupe abélien
discret.

Nous désignons par h-une fonction o-harmonique positive, non nulle
m-p. p., sur G (Nous supposons évidemment qu’une telle fonction existe !).

Nous appelons C£(G) I'ensemble des fonctions continues positives,
a support compact, sur G. Si f'est une fonction borélienne positive locale-
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UN THEOREME DE CHOQUET-DENY PAR LES MARTINGALES 103

ment m-intégrable sur G, pour g€ G et a e Cf(G) nous notons f¢ et L, f
les fonctions boréliennes positives définies par

fEix) =f(g + x) (xeG).
L.f(x)= f f(x + 2)z)dz (xe@G).
G

On notera que la « régularisée » L, f de f est continue sur G.

Considérons la mesure positive p = 7 a".
n>1
Pour tout élément non nul « de C¢(G), L,h est une fonction continue
g-harmonique et p-harmonique positive sur G.
L’hypothése T, = G implique que la fonction L,k est strictement posi-
tive ; par suite la mesure positive p est une mesure de Radon.

Quitte a remplacer ¢ par p, nous pouvons donc supposer dans la suite
que le support de o est égal a G.

(2.2) Lorsque G est discret, la relation de définition d’une fonction o-har-
monique, s’écrit :
h(x) = z h(x + z)o(2) (xe Q).
zeG

D’ou 'on tire aisément :

(*) [h(g + x) — h(x)| < d(gh(x)  (x,geG)
ol 50)=0 et 5(g)=1+—L si g #0.
a(g)

Cette propriété de continuité est indispensable pour la suite de la démons-
tration. Dans le cas non discret, le lemme suivant affirme que cette pro-
priété est, en tout cas, vérifiée par les régularisées de h.

LEMME 1. — Pour tous éléments o,  de Ci(G), B non nul, il existe une
fonction continue positive 9, nulle en 0, telle que :

|LA(g + x) — LA(x) | < 8(g)Lgh(x)  (x,g€G).
En outre la fonction (L,h)¢/Lsh est bornée.

Preuve. — Puisque le support de o est égal 4 G, la fonction ¢ :

Z fﬁ(z — w)o(du)
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104 A. RAUGI

est continue et strictement positive sur G. Il suffit alors de prendre

) = sup 125 j())— ) |

a J—
De méme la fonction (L,h)¢/Lgh est majorée par sup (z g)'

zeG d)(Z)
(2.3) Nous choisissons un élément 5 de C{(G) tel que jn(z)dz =1
et nous notons h la régularisée de h par 7. G
Nous appelons P la probabilité de transition sur (G, B(G)) définie par

1 -
Pf(g) = _——J h(g + x)f(g + x)a(dx).
h(g) Jo

Nous désignons par (Q = GNa B(GN)’ {Xn }nan {g:n }nz 0 (Poxec) 1a
chaine de Markov canonique de probabilité de transition P. Pour simplifier
I’écriture nous désignons par PP la probabilité P, et par E I'espérance
associée a cette mesure.

Du lemme 1 il résulte : d’une part que, pour tout g € G et tout a € CE(G),

la fonction (L,h)¢/h est une fonction P-harmonique bornée ; d’autre part
qu’il existe sur G des fonctions continues & et  nulles en 0 telles que

1) Sup |L(g + x + z) — LA(x + z)|

Su o < gl + 6x) (v, geq).

Pour tout ge G, la suite de v. a. { (Lh)(X,)/h(X,); n > 0} définie sur
(Q, B(Q), P) est une martingale bornée. Elle converge donc P-p. s. Comme
G est séparable, il résulte de (1) que pour P-presque tout we €, la suite
réelle { (L )4(X,(w)/h(X,(w)); n = 0} converge pour tout ge G.

Pour tout w e Q et tout a e C{(G), appelons Z%(., w) la fonction sur G
définie de la fagon suivante : Z%(., ) est la limite simple de la suite de fonc-
tions { L A(. + X,(@))/h(X,(®)); n > 0 } lorsque cette limite existe ; Z*(., w) = 1
sinon. Nous avons alors

Q) |Z(g+x.0)—Z%x,0) | <81+ x) (x.geG; weQ);
et il existe un sous-ensemble Q, , de Q de P-mesure 1 tel que Ve Q, ,,
lim (L)X o)/hX ()] =Z%(g, )  VgeG.
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UN THEOREME DE CHOQUET-DENY PAR LES MARTINGALES 105

De plus cette derniére assertion implique, via le théoréme de conver-
gence dominée que

3) L,h(g) = h(0) E[Z*(g,.)].
Dans la suite nous notons Z au lieu de Z”.

(2.4) LeMME 2. — Pour tout o€ C{(G), il existe un sous-ensemble Q, ,
mesurable de Q de P-mesure 1 tel que, pour tout w e Q, ,,

7Z4g + x, ) = Z%g, w)Z(x, ), Vx, g€ G.

En outre, pour P-presque tout w e Q, Z(., w) est un élément de E,.

(L.h)®

Preuve. — Nous appelons H la fonction P-harmonique bornée
Pour tout entier N > 0, on vérifie facilement que :

N

EU Z M 9 x4 ) - H(X,.))Za(dx)]
o /u WX,

s n.

N
- z E[P[(H(.) — H(X))*1X)]

n=0
N

- 2 E[P(H?)(X,) — HA(X,)]

n=0
N

_ Z'(p"“HZ(O) — P"H(0))
n=0
= PN*1H2(0) — HX0) < ||H|%
h(X, + x)
L hX,)

gente pour P ® g-presque tout (, x). En particulier le terme général de
cette série tend vers zéro et nous avons, pour P ® o-presque tout (@, x),

On en déduit que la série (H(X,, + x) — H(X,))? est conver-

Z(x, 0)=0 ou lim H(x + X,(»)) = lim H(X,(®)) = Z*(g, »).
De l’égalité,
Lhg+x+2 Lhg+x+2) ‘E(x + 2)
h(2) h(x + z) h(z)
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106 A. RAUGI

il résulte alors que pour P ® o-presque tout (w, x),
7Z4(g + x, 0) = Z%g, w)Z(x, ).

On obtient la premiére assertion du lemme, en utilisant les propriétés
de continuité exprimées par les inégalités (2) et en tenant compte de la
séparabilité de G. D’aprés ce qui précéde, Z(., w) est, pour P-presque tout
o de Q, une exponentielle. D’aprés le lemme de Fatou nous avons pour
weQ ,

h(g + X,(w))

f Z(g, w)o(dg) < lim inf | —=———"— 5(dg) = 1.
G G hX,(w)

D’autre part si on intégre par rapport a ¢ les deux membres de I’éga-
lité (3) prise pour o = #, on obtient 4 I'aide du théoréme de Fubini

E[ J Zg, co)cr(dg):l =1.
G

On en déduit que | Z(g, .)a(dg) = 1 P-p.s.
G

(2.5) LeMME 3. — Pour tout a € C{(G), il existe un sous-ensemble Qs ,
de Q, , de P-mesure 1 tel que Yo € Q5 ,

J Z(z, w)(z)dz
Za(ga (D) = Z(g, CO) —_— ng G
JZ(Z, w)(z)dz

Preuve. — Du lemme 1, du théoréeme de convergence dominée, et du
théoréme de Fubini, il résulte que pour tout weQ; , N Q, ,,

. LLa(g + Xy(w))
lim — =
" h(X ()

f Z(g + z,0)z)dz = J Z%(g + z, o(z)dz
G G

pour tout élément g de G.

Cette derniére égalité nous donne alors, via le lemme 2, la relation cher-
chée. [On notera que d’aprés le lemme 2, Z(., w) ne s’annule pas pour
weQ,, ]

Z
(2.6) Posons, pour ge G et weQ, Z(g,w) = ———ﬂ~ lorsque

cette expression a un sens, zéro sinon. f Z(z, w)(z)dz
b
G
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UN THEOREME DE CHOQUET-DENY PAR LES MARTINGALES 107

On vérifie facilement que pour weQ;, N Q,,
VgeG, Z%g, w) = J Z(g + z, .)u(z)dz.
G
Pour tout élément « de Cg(G), nous avons alors (d’aprés (3)),

J h(z)a(z)dz = E(O)j E[Z(z, .)](z)dz.
G G

ce qui montre que, pour m-presque tout ge G,
4) h(g) = h(0) E[Z(g, -)].

Compte tenu de la définition de Z et du lemme 2, la partie « existence »
du théoréme de Choquet-Deny est donc prouvée.

Avant d’aborder I'unicité de la mesure v, nous allons prouver que (sous
I'’hypotheése T, = G) cette mesure est & support compact.

(2.7) REMARQUE. — D’aprés (4) la fonction h est m-p. p. égale a la
fonction o-harmonique positive h'(g) = h(0) E[Z(g, .)]. Or nous avons
|W(g + x) — W(x)| < WO) E[| Z(g + x, .) — Z(x, .)|]

< h(0) E[Z(x, .)| Z(g, .) — 1]

< h(0)d(g) E[Z(x, .)]

< d(gh'(x).

Autrement dit k' vérifie la propriété de continuité voulue. Nous pouvons

donc procéder pour h’ comme nous I'avons fait pour h.
Soit P’ la probabilité de transition sur G définie par

A

1
Pf(g) = "(2) L h(g + x)f(g + x)o(dx),  (g€G).

Appelons P’ la probabilité sur (Q = GV, B(Q)) qui fait des coordonnées
{ X, }ns o de Q une chaine de Markov de probabilité de transition P’, par-
tant de 0. Pour tout w e Q, désignons par Z’(., w) la limite simple de la
h(. + X,(w))

suite de fonction {—,———, n>0 } lorsque cette limite existe;
W (X(w))

Z'(.,w) = 1 smnon.
Alors nous avons :

i) |Z'(g,0) — 1< 8(g) VgeG, VoeQ

ii) il existe un sous-ensemble Q, de Q, de P’-mesure 1 tel que pour tout
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108 A. RAUGI

élément o de Q,, la suite de fonction {h'(.+X,(w))/h' (X, (@)); n =0}
converge simplement vers Z'(.,m);

iii) il existe un sous-ensemble Q, de Q, de P’-mesure 1 tel que pour tout
élément o de Q,, Z'(.,w) est une exponentielle harmonique.

iv) W(g) = WO)E[Z'(g,.)] (g€G).

De i)il résulte que la famille d’exponentielles harmoniques { Z(., w); we&Y }
est équi-continue. D’aprés le théoréme d’Ascoli 'ensemble de ces expo-
nentielles est relativement compact dans E. La relation iv) nous montre
alors que la mesure v du théoréme de Choquet-Deny, qui représente a la
fois h et h’ est a support compact.

Ceci dit la partie « unicité » du théoréme de Choquet-Deny, résultera
immédiatement du lemme suivant :

(2.8) LeEMME. — Soit v une mesure sur E_ représentant la fonction
o-harmonique positive k. Supposons que la fonction g-harmonique posi-

tive g J‘ M g)v(d4) soit continue. Alors, (avec les notations de (2.7)),
Eo

pour P’-presque tout w € Q, la suite de mesure de probabilité sur E,

WXfdd) }

{ V(@) = J

EO'

AX (@)dA)

converge vaguement vers la mesure de Dirac au point Z'(.,w) de E,.

Preuve. — D’aprés (2.7), il est clair que

h'(g) = L Mgmdi)  (g€Q).

Soit w e Q; N Q, et appelons H(w) une valeur d’adhérence vague de la
suite de probabilités { v(w), n > 0}.

Nous avons :
Jﬂu( AX (0)v(d2)

J Ag)0(@)(d)) < lim
B fa(x,xw»v(d»t)

W+ X))
= 11'r1n —_h’(X,,(w)) =7Z'(g, o)

Compte tenu que Z’(., w) est une exponentielle, on voit aisément d’abord
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UN THEOREME DE CHOQUET-DENY PAR LES MARTINGALES 109

que cette inégalité est nécessairement une égalité et ensuite que 6(w) est
nécessairement la mesure de Dirac au point Z'(., w) de E,.

(2.9) Soit v une mesure positive sur E, représentant h.

Lorsque la fonction g +— J‘ Ag)v(d 1) est continue, le lemme (2. 8) prouve
G

que v est nécessairement la loi de la v. a. Z'(., w) définie sur (Q, B(Q2), P).
Il suffit pour cela de noter que pour tout n > 0 la loi de la v. a. v, définie
sur (€, B(QY), P") est v.

Dans le cas général on se raméne au cas précédent « en régularisant ».
On obtient alors que pour tout élément non nul « de CZ(G) la mesure

(ji(x)oc(x)dx)v(d/l) est déterminée de fagon unique. D’ou le résultat.

(2.9) REMARQUE. — Signalons pour terminer, que la technique pré-
cédente permet de prouver le résultat suivant :

PROPOSITION. — Soit G un groupe L. C. D. Soit ¢ une mesure positive
bornée sur G possédant une densité continue a support compact par rap-
port & une mesure de Haar de G et telle que T, = G. Soit H un sous-groupe
de G sur lequel G agit de fagon compacte (i. e. que pour tout compact C
de H, { gCg™': ge G} est un compact de G) :

Alors toute solution positive extrémale h de 'équation

j h(gx)o(dx) = h(g) (g€ Q)
G
vérifie
h(ug) = Auh(g),
ou / est une exponentielle sur H.
On peut aussi retrouver le résultat de [3], en utilisant évidemment le

théoréme de représentation intégrale de Choquet mais en se passant de
«la propriété de droite fixe ».
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