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Valeurs extrémales de suites stationnaires
de variables aléatoires m-dépendantes

par

M. George HAIMAN
12, Avenue Jean-Moulin, 93100 Montreuil

INTRODUCTION

La présente étude concerne les lois de probabilité des valeurs extrémales
de suites stationnaires de variables aléatoires m-dépendantes.

Ce type de suite a été étudié, dans le cadre de la théorie asymptotique
des valeurs extrémales, comme un cas particulier de certaines suites mélan-
geantes (voir [/], p. 156).

Dans la premiére partie nous développons une technique adaptée aux
suites concernées, conduisant a 1’établissement de la formule:

Pour tout x suffisamment grand et inférieur a o(F), en notant par F la
fonction de répartition commune des variables aléatoires et par w(F) la
valeur définie comme w(F) =sup{y:F(y)<1},ona:

P {max (X, ..., X,) < x } ~ K(x)u"(x) lorsque n — o©

u étant en général différente de F.

De cette formule, et en particulier du développement de u(x) au voisi-
nage de w(F) nous déduisons directement les résultats connus, exposés
dans [/], relatifs & I'existence de lois limites pour les valeurs extrémales
des suites m-dépendantes comme des conséquences des résultats similaires
démontrés pour les suites de variables aléatoires indépendantes équi-
distribuées.

Dans la deuxiéme partie nous appliquons ces résultats a I'étude des

sommes :
S, =X, + Inf (X,, X5) + ... + Inf(X,, ..., X,)
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310 G. HAIMAN

relatives a une suite { X, },>, stationnaire de variables aléatoires m-dépen-
dantes, a support [0, A].

Nous montrons, en utilisant des techniques introduites dans [2] et [3]
qui traitent le cas d’une suite de variables aléatoires indépendantes équi-
distribuées que :

si au voisinage de O :
PX; < u) — fou=0@w*), v>0
et s’il existe f > 0tel que Vl <i < m:

. P(X1<aniE[y’Z})
lim sup
sup (x.2)=0  [sup (x, 2)]%(z — y)

alors :
) S, 1
lim = —
" Logn fo

presque sirement .

Ce type de probléme a été¢ abordé notamment dans [2] [3] et [4].

CHAPITRE 1

DEFINITION. — Soit { X, },>, une suite de variables aléatoires. Soit m
un entier > 0. La suite { X, },>, est dite vérifier la propriété d’indépendance
a Tordre m, ou étre m-dépendante si :

pour tout choix dentiers : 1 <i; <i, < ... < <j; <j; < ... <Jp
les vecteurs (X;,. Xi,, ..., X;) et (X;, X X;) sont indépendants,
lorsque j; — i, = m.

jar vt e

PROPOSITION 1. — Soit { X, },> une suite de variables aléatoires station-
naire, ne prenant que les valeurs 0 et 1, et vérifiant la propriété d’indépendance
a Pordre 2. Soit p, la suite définie pour n = 1 comme :

pn=P{X,=0,X,=0,...,X,=0}

La loi de probabilité de la suite { X, },>, est entiérement déterminée par
les p, ou de maniére équivalente par les q, définis comme :

Gwm=PiX,=1.X,=1...X,=1)
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SUITES STATIONNAIRES DE VARIABLES ALEATOIRES M-DEPENDANTES 311

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que la probabilité de tout événe-
ment élémentaire :

e,={X;=¢6, Xs=¢65, ..., Xp=6, }={€1, 60, ..., &n } avec ¢;=0o0ul

s’exprime en fonction des p,, k < n.
Pour cela on effectue une récurrence sur n et sur le nombre de g; de e,
valant 1.
En effet, soit n > 3 et soit ¢, un événement élémentaire admettant 1’écri-
ture binaire :
en="_{emn, 1,1}, m +m,=n-—1

Draprés les hypothéses :
P(en) = P(eml)P(emz) -P { emla 09 emz }
ce qui permet la récurrence. A

PROPOSITION 2. — Posons p, = qo = 1 et soient, avec les notations de la
proposition 1, les séries entiéres :

A(Z)=Z(—1)"an" et B(Z)=anZ", ZeC.

nz0 nz0

1
Pour les valeurs de Z pour lesquelles A et ———— ont un sens, on a :

1 —ZA
A
T 1-ZA

Démonstration. — De la relation entre événements :

{Xl = 1, ...,sz I,Xk+1 =0, ...,an()}’
={X;=1L...X- =LX4;=0,...,X,=0}
_{Xl = 1, ""Xk—l = I,Xk=0, ...,Xn—_-()}
et des hypothéses, on déduit, en notant pour n fixé U, la probabilité de
I’événement figurant au premier membre, la relation de récurrence définie

pour K <n:
Ui =q-1Pn—r — Up—1» Uy =p,

Comme U, = g, en posant «, = (— 1)"p, cette relation entraine I'équa-

tion de convolution :
qn = (q* a)n—l + an (1)

qui est équivalente, au niveau des séries entiéres, 4 '’équation annoncée. A

Vol. XVII, n°® 3-1981.



312 G. HAIMAN
De (1) on déduit I'expression des g, en fonction des p,, :

PROPOSITION 3. — Avec les notations de la proposition I et en posant
Po=4qo=1,0,=(=1)p, ona :
Gp=0p + a2 + ¥, + . f XD 41,
Nous supposons dans la suite les p, données et p, < p,, car p, = p,
correspond au cas trivial p, =0 ou p; = 1.
PROPOSITION 4. — Avec les hypothéses de la proposition 1, pour p, suffisam-
ment petit, il existe p et K > 0 tels que lorsque n tend vers linfini :
qn ~ K"
Lorsque p, tend vers zéro, on a :
m=1-=p;+p,+0(pi), K=1+0(p)

et il existe une suite { p, } de nombres positifs tendant vers zéro lorsque n
tend vers Uinfini telle que Yn > n, :

19, — Ku"| < K[, (1 — /py)"].
Démonstration. — On démontre d’abord deux lemmes :
LEMME 1. — Soit C(Z) la série entiére :

CZ)=1-ZAZ)=1—-Z+ p,Z*> — p,Z* ...

1
et soit C, le coefficient d’ordre n de la série entiére associée @ —— .
C2)
Ona:
qn = Cn+ 1
Démonstration du lemme 1. — 11 suffit de remarquer que
‘B(Z VAR L1 1
) - qn - Z C(Z) N
nz0

LEMME 2. — Soit r un nombre positif donné. Pour p, suffisamment petit
C(Z) admet un zéro et un seul, réel, 1, dont I'ordre de multiplicité est un,

dans le disque |z| < 1 + r\/pi.

Démonstration du lemme 2. — On remarque, du fait que par I'indépen-

dance a P'ordre deux p, < (\/p—l)", la série C(Z) est normalement conver-

1
gente pour |Z| < —.

i
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SUITES STATIONNAIRES DE VARIABLES ALEATOIRES M-DEPENDANTES 313

. 1 .
On déduit, si | Z| < ——, les majorations :

Vi

|1z
1CZ) - (1 = Z + piZ* - p,2°)]| <p§[|2|4+ @

1-p1Z]

IZI2(3—2|ZI\/E)J
IC’(Z)+1!<p[2|Z|+ 3
‘ (1= pi1Z])

Montrons que pour p; suffisamment petit C(Z) admet un zéro et un
seul, 4, simple, sur le segment [0, 1 + r./p, ]

Comme p; > p,, si x€ [0, 1], C(x) > O et en particulier C(1) > 0.

D’autre part, de (2) on déduit :

C + r\/p-l) = — r\/1_7: + 0(\/1_):)

qui est négatif pour p, suffisamment petit.
Par conséquent, si p, est suffisamment petit, d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, C s’annule au moins une fois dans lintervalle

1,1+ r/py].

Comme, d’apres (3), pour p, suffisamment petit C’ ne s’annule pas dans

1,1+ r\/a ] T'unicité du zéro et le fait qu’il soit simple découlent du
théoréme de Rolle.
Montrons, en raisonnant par I'absurde, que pour p, suffisamment petit

il ne peut y avoir d’autre zéro complexe dans le disque |Z| < 1 + r\/p‘l.

Considérons pour cela une suite de processus a laquelle est associée,
par la proposition 1, dont ils sont supposés vérifier les hypothéses, une
suite { py(n) },=,...., telle que lim py(n) = 0.

Soit Z, = A,e un des zéros complexes associés a p,(n) vérifiant
0<6,<II (si Z, est un zéro Z, est aussi un zéro)

0< A, <1l+r/pm, A, minimum,

Soit
Re [C(Z,)]=0=1— A, cos 0, + A2p,(n) cos 20, — A3p,(n) cos 30, ...
\ .2, ’

On a:
ISAZ,) | < \/m [+ r\/I)—l(Tl)]z pour n assez grand (4)

1 =1+ r/pi(m)y/p:(n)
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314 G. HAIMAN

Comme '!Ltg | S(Z,) | = 0, nécessairement :

— lim 4, 2

n— oo

— pour n =n, 0< 6, < —
=1

— lim 6, =

Soient alors les fonctions I,(¢) définies pour te [— 1, + 1] comme :
L) = Im {C,[Z0)]},  Z(H) = 4,e""
I(-)=L(1)=0cet:

T(t) = — 4,0, (cos t0, — 2p,(n)A, cos 2t0, + 3p,(n)AZ cos 30, ...)

"

v

L,(1)
Comme pour (4), pour n suffisamment grand L,(t) est majorée uniforme-
ment par une suite {1, },>,, lim 1, =0.
D’autre part '}1_{1;) cos (t0,) = 1 uniformément en ¢, et Vn, 0, x 4, > 0.

Par conséquent, pour n suffisamment grand, I;(t) ne s’annule pas dans
[—= 1, + 1]. Ceci contredit le théoréme de Rolle et achéve la démonstra-
tion du lemme 2.

Démonstration de la proposition 4. — Soient r, p; et A satisfaisant au
1
lemme 2. Pour | Z| < A, ——= peut s’écrire :
ur | Z| 2’
+ 0
1 1 1
— = = Z——Z"+R(Z) %)
C(2) C'(2) A
n=1

la série entiére associée a R(Z) admettant un rayon de convergence s tel

que s> 1+ r\/a.
Donc, si r, désigne le coefficient d’ordre n de cette série,

+ o
E [r, | A" < + o© ce qui entraine '}gg rA*=0.
n=1

1
Le coefficient d’ordre n de ——, C,, vérifie donc :
C2)

-1 1

G~ C)
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SUITES STATIONNAIRES DE VARIABLES ALEATOIRES M-DEPENDANTES 315

1
et“=_’

ce qui entraine, en vertu du lemme 1, en prenant K = ——
C'(A).4 A

la premiére formule de la proposition.
Des formules (2) et (3) on déduit pour p, suffisamment petit :

C)=p; —ps +O(pd), Cw=—1+0(p), wuell,1+r/p]

En écrivant la formule des accroissements finis :

C(l) — C(1) = (A — NC'(w) = — C(1)

on obtient 4 =1+ p; — p, + O(p}) d’ou les expressions de K et de u
recherchées.
Enfin, soit r, = g, — ku". On a :

/'[n

,
= [rll + M
= I JpT)](Hﬁ:)n

Draprés le lemme 2, avec r = 1, pour p, suffisamment petit

lim (1 +/py =0

car

+ 0
er,,l(l +./p) < + @
n=0

La derniére formule de la proposition résulte alors de I'expression de 4
précédente. A

THEOREME 1. — Soit { X, },> une suite stationnaire de variables aléatoires
m-dépendantes. On suppose m = 2.
Soit F(x) la fonction de répartition des X; et soit w(F)=sup { y : F(y)<1}.
Posons :
S,(x) = 1 — F(x)
et, pour 2 < K <m:

=X ..., X =X

2 k

S(x) = Z P(X, > x, X;

1<iy<iz<..<ix<m

Il existe u < w(F) et des fonctions K et pu telles que si x € [u, o(F)],
lorsque n —» oo :

.....

Vol. XVII, n°® 3-1981. 12



316 G. HAIMAN

Au voisinage de w(F), on peut écrire

.....

ou
px) =1 = 8,(x) + S5(x) ... + (= 1)'S,(x) + O[S, (x)’]
Démonstration. — On considére la suite stationnaire et vérifiant la pro-
priété d’indépendance a I'ordre 2 :

Y, = sup X;

ief(n—1)m+1,..., n.m} !
Démonstrons d’abord, en appliquant la proposition 4 a Y,, le lemme :

LEMME 3. — Pour x assez voisin de o(F), lorsque n — oo :

P{ sup Y;<x}

~(1+O[S,(0)]) { [1—m(S;(x)—S5(¥) . .. (—1)"~1S,(x))]+ O[S2(x)] }"

Démonstration du lemme. — Posons :

.....

P x)=P( sup X;=x, sup X;=x)
i=1 m

.... i=m+1,2m

,,,,,,,,,,

Soient, pour 1 < K <n:

Salx) = 2 P(X;

1<iy<iz...<ig<n
D’aprés le théoréme 1.4.1 de [/]on a :

P(sup Xi<x) =1—=S,,+S;m... +(=1)"S,,
=1 m

i=1,..,

et
P( sup X;<x)=1-=S8;,m+Ss2m .-+ Somom
i=1 2

i=1,..., m

En appliquant I’hypothése d’indépendance & 'ordre m on voit que :

2m

(= DSy 2m = O(S})

k=m+1

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



SUITES STATIONNAIRES DE VARIABLES ALEATOIRES M-DEPENDANTES 317
et que pour 1 < K <m:

St.2m — Sim = mS; + O(S1)

Comme d’autre part :

.....

le. lemme résulte directement de la proposition 4.
Démonstration du théoréme 1. — Yn et 1 <p<m:

P( sup X;<x)<P( sup X;<x)<P( sup X;<x)
i= i= p i=1 m

1,..., (n+1)m 1,..., nm+

Posons g(x) = Sy(x) — Sy(x) + ... + (= D)"7'S,(x) + O(Si(x))
D’aprés le lemme 3, pour x suffisamment proche de w(F) :
P( sup X;<x
i=1,.., (n+1)m
= [14+O(S1(x)) ] [(1 —mg(x)) """+ [(1 —mg(x))' ™ 1"~ P [1 + & 1(x)]
et

.....

avec lim &,(x) = 0.
Comme au voisinage de o(F) :
(1 = mg(x)'™ =1 — g(x) + O(g*(x)) = 1 — g(x) + O(Si(x))
et d’autre part :
[(A—mg) ™" P=1+0(Sy(x)) et [(1—mg(x))'™] P=1+0(S,(x))

on déduit les formules annoncées. La vitesse de convergence de I'approxi-
mation peut étre obtenue par la proposition 4.

PROPOSITION 5. — On suppose, avec les notations du théoréme 1, dans
le cas m=2:
. P(Xl 2 X, XZ > x)
lim sup >
x=>o(F) [1 — F(X)]

<+ ©

Posons q,(x) =P ( sup X; < Xx)
i=1,..., n

Vol. XVII, n° 3-1981.



318 G. HAIMAN

Au voisinage de w(F) on a :

+ 1 + oc 1
an(x) =1z Flv) (1+O[1-F(x) ])ann(x) = (T—T:W (I+O[1-F(x))
n=1 n=1
anq (x)= #(1 +O[1-F(x)])
! (1-F(x))*
n=1
Démonstration. — Soient, avec les notations du lemme 1 :

Pe=p)=1-Fx), p,=px)=PX, >x X, >
D’aprés le lemme :

+ oc
Z (0= : L1+ 0]
qn X)=—-r-r-r-r==— @000 = —
L, C)  pr—p,+O(p3)  p, 1
car p, = O(p}) compte tenu de I'hypothése.
Les deux autres formules se démontrent de maniére analogue, en écri-
vant :

+ oo
) d| 1
n =—|—
BT Kev7)
n=t + o
. 20,09 d? 1 N d [ 1 ]
e noqux) = — | =— — | ==
W=z @), Tiz|lezl,., a
Remarque 1. — Les résultats précédents admettent naturellement une

version en termes de minimas. Ainsi, équivalent du théoréme 1 dans le
cas m = 2 s’écrit :
THEOREME 1”. -— Soit «(F) = inf { x : F(x) > 0.

Il existe u > «(F) et des fonctions K et u telles que si x e [oF), u],
lorsque n — o :

4x) = P (_inf X, > x) ~ K(u(xy

Au voisinage de «(F), K et u vérifient :
K(x) = 1 + O(F(x))
ux)=1-Fx) +PX; <x, X, <x)+ O(F?(x))
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PROPOSITION 5’. — L’équivalent de la proposition 5 s’obtient en rem-
plagant I'hypothese par :
P(Xl < X, X2 < x)

m =0
x—a(F) F(x)z

et en remplagant dans les formules g,(x) par P { .=i1nf . X; = x), o(F)

par o(F)et 1 — F par F.

,,,,,

Conséquences. — Le théoréme [/] (corollaire 1.3.1, p. 11) sur lequel
repose I'étude des lois limites des maximas dans le cas d’une suite de varia-
bles aléatoires indépendantes équidistribuées est :

THEOREME A. — Soit { X, },>, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes équidistribuées dont la fonction de répartition commune F(x) vérifie
la propriété:

Il existe deux suites { a, } et { b, } de nombres positifs tels que, pour tout y :

lim n[l — F(a, + b,y)] = u(y) (a)

Alors
lim P(max X;<a,+b,y)=exp [~ uy)] (b)

Montrons que le théoréme B de [/] ci-aprés (corollaire 3.7.1, p. 162),
homologue de A dans le cas des suites stationnaires m-dépendantes, est
une conséquence directe des théorémes A et 1.

THEOREME B. — Soit { X, },>, une suite stationnaire de variables aléa-
toires m-dépendantes dont la fonction de répartition commune F(x) vérifie (a).
Alors (b) est vraie si et seulement si, pour tout 2 < i < m

}Ln)o nP(X; > a,+ bx,X; = a, + b,x) =0 (c)
ou, de maniére équivalente, si et seulement si
max P(X, > u, X; > u)

2<5j<m

lim
u=o(F) 1 — F(u)

=0 (d)
Démonstration. — Le théoréme A s’énonce aussi.

Si F est une fonction de répartition vérifiant (a) alors :

lim F(a, + b,))" = exp [~ u())]

Vol. XVII, n°® 3-1981.



320 G. HAIMAN

D’aprés le théoréme 1, lorsque n —» oo :

P (max X< a,+ b,)) ~ [ula, + b,y)]"

et

avec
R,(x) = Sol) + ...+ (— )"S,.(x) + O[PZ(XI > x)]
PX; < x)

En posant F(x) = P(X, < x), d’aprés (a) :

lim F(a, + b,y) = 1 et VK, 2<K<m:3i__rg Sa, + b,y) =0
Par conséquent :

Hay + byy)" = F(a, + b,y)'[1 + R(a, + b,y)]"
avec '!Lq.xo R,(a, + b,y) = 0.
Il sagit de montrer que Jl_p}o [1 +Rya, + b, )" =1, ce qui équivaut
a '!Ln% nR,(a, + b,y) = 0, si et seulement si (c) ou (d) sont vérifiés.

Pour montrer que (c) est suffisante, il suffit de remarquer que VK,
2 < K < m, SK = O(Sz)
Montrons que (c) est nécessaire :

Soient pour 2 < K < m les événements Cy = { X, > x, Xi > x} et
soit v la variable aléatoire « nombre de Cy qui sont réalisés ». On remarque,
avec le théoréme 1.4.1 de [/] que :

S;() + ... + (= D"S,(x) =1 — P(v = 0)
D’aprés le méme théoréme
Pv=0=1~-—n-— PX; = x, Xk = x)

Par conséquent :

1
Sy(x) + .o+ (= 1S, (x) > 1 ZP(X1 > x, Xg > x)
m —

ce qui entraine que (c) est nécessaire.

On voit que du théoréme 1 on peut déduire I'énoncé quelque peu plus
général que B :

THEOREME 3. — Soit { X,, },» | une suite stationnaire de variables aléatoires
m-dépendantes dont la fonction de répartition commune vérifie (a)

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B



SUITES STATIONNAIRES DE VARIABLES ALEATOIRES M-DEPENDANTES 321

Soit, avec les notations du théoréme (1) :

G(x) = Sy(x) + ... + (= 1)"S,(x)

o G(u) \
Si Iim ——— = Aalors0<A<1let:
u=oF) 1 — F(u)

lim P (

n—ow i

max X; < a, + b,y) = exp — (1 = HU)]

/=0 si et seulement si :

Max P(X,; > u, X; > u)

2<j<m

. o
S0 1 — F(u)

Exemple. — Soit { y, }»> o une suite de v. a. indépendantes équidistribuées
de fonction de répartition F.

Soit { i, },>1 une suite de v. a. indépendantes équidistribuées ne prenant
que les valeurs O et 1.

On suppose les i, indépendantes des Y, et on pose :

Pi=0)=po=1-p
Soit { X, },> la suite définie comme :
Xo = Yn-i,
{ X, | est une suite stationnaire indépendante a I'ordre deux et :

G(u) . PXy > u, X, > )

1. e = = .
A T R T e T 1= F Pr-Po

CHAPITRE 1I

Soit { X, },>; une suite stationnaire de variables aléatoires vérifiant
la propriété d’indépendance a I'ordre 2 et dont les lois marginales sont
uniformément distribuées sur [0, 1].

Soit {¢,},>, une suite numérique, strictement décroissante vers zéro.
On pose :

Ve>0, t,=Inf{nInf{X,, ....X,}<e}.
S, = X, + Inf(X;. Xo) + ... + Inf(X,, ....X,).

Vol. XVII, n° 3-1981.



322 G. HAIMAN

PROPOSITION 6. — La suite aléatoire {teo n =1} est définie et croit
indéfiniment, presque sirement.

Démonstration. — En effet -

P@En/Inf (X,, ..., X,) = 0) = 0
et

P (lim Inf (X,, ..., X,)>0)=0 car PX,>e, ... X,2e)<(1—¢) A
Dans la suite, on se limitera a Iespace d’événements Q — Q,, avec :

Qo = {3n/inl (X, ..., X,) = 0} U { Jim Inf(X,, ....X,)>0)

PROPOSITION 7. — Posons Ty =Ty et pourn>=2,t, =1, — To e
Yn>1:
n—1 n—1
=2+ 18 + Ztm+18m+l <SS, <t + Ztm+18m
m=1 m=1
Démonstration. — Immédiate, en raison du caractére monotone des

suites utilisées.

PROPOSITION 8. -— On suppose que la suite { X,y s 1 définie précédemment
vérifie :
P{X, <x X,e[y 2]}

I <+ 6
ap (e T sup (x, 2).(y — z) “

Ona:
1 a2
E(r)) = o (14 Oy(ey)); E(e}) = 2 (1 4+ O,(ey))
‘1 1
i-1— & |1
Vi>2: E(t;) = il Sk B —(1 + Os(g;— )
gi—1 &
2 8,'_1 - 8,’ 2
E(tf) = ——=- (1 + Oye;i-y)
€i—1 &
I g, —e 1
Blr x 1) = — 2=L25 2 (1 4 0y(ey)
&y €i—q &
V2<i<ji Bl xt) ="l T8 BT o)

Eimy & &g &

Lorsque les X, sont indépendantes, les O; sont nuls. Vi, pour x > 0
suffisamment petit, | O(x)| < Kux.
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Démonstration. — Nous donnons les démonstrations de la premicre
et de la derniére formule, les autres se démontrant de maniére rigoureuse-
ment identique.

Dans le cas des variables indépendantes, étudié dans [2], les t; sont
indépendants et les quatre premicres formules, avec O; = 0, sont démon-
trées dans la proposition 4.

I formule :
Pr,=n=PX, = ¢, .... X,_1 = &, X, <¢&,)
Avec les notations, et d’apres le théoréme 1, pour n > 2:

P(t; = n) = q,_,(e)) [e; + OP(X; < &1, X, < ¢))]
Drapres (6) et la proposition 5 :
1
E(ty) = Z"P(ﬁ =n)= é—(] + Oy(ey))
1
n=0

Derniére formule : calcul de E(t; x t;), 2 <i <.

Considérons d’abord le cas j > i + 2.

Soit D={p, >1,n>0,p,>0,n;>0} et soit la fonction définie
sur D :

P(py, ni, pa, 1))
_P( Teio 1 = P1, Tep — Tgyo 1: i e, 1 = pP2 T TEJ‘—] ‘_‘nj)

E([ t ZZZZ P1a Ny, P2, N )

Soient les ensembles disjoints D, et D, dont la réunion est D :
D,={p;=1,n>0,p,>0,n,>0}, D,={p;>1,n>0,p,=0,n,>0}

Calculons la somme quadruple précédente relative aux sous-ensembles A,
de D, et A, de D, :

Ay={p1=22,n23,p,23,n; 23}, Ay={p,=22,m=23,p,=0,n;23}.
Sur A, compte tenu du théoréme 1’ :

P(plﬂni’pZ’nj) qpl 2(81 l)anffa( )xqu 3(] l)xq"j—3(sj)
X [ei-1 =&+ O(F,)+ O(F;) ] X [g;—¢;— 1 + O(F3) + O(F,)]
X [¢;_ —&;+ O(Fs)+O(Fg)] X [¢;+ O(F,)]
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formule dans laquelle :
Fi =PX; <e_1, Xy€ [e 6215 F, =PX € [e, 611 X, < &)
F; =P(X; <¢, X5€ lej-1, &) Fo=PX e [e-1, 6], X, < €i-1);
F5 = P(Xl < 81'_1, X2 € [81, 81_1]); F6 = P(Xl € [81, 8j_1], X2 < 81);
F7 = P(X1 < 8], X2 < SJ)
D’aprés (6) le produit des quatre derniers facteurs s’écrit :

(-1 — &)e; — gi-1)(&j-q — &;).&(1 + O(eg;—,))
Sur A,, de maniére analogue :
P(p,, n;, 0, nj) = dp,—2(&i—1) X qn, - 3(&) X qnj—S(gj) X (-1 — &)

X (Sj—l - 81) X 8j X (1 + 0(8,'_1)). .
En appliquant la proposition 5 :

ZZZZ =T 4 06
i1 & 3j—1 '8j

AjUuA;y

On montre d’autre part, en utilisant les autres formules de la proposition,
supposées démontrées :

z ZZ Z - <Z ZZ Z) x Ofe;-1)
DINEIINIEE

D2nA;

et

ce qui achéve la démonstration dans le cas j =i + 2.
Le cas j = i + 1 se déduit du calcul précédent relatif a Z Z E Z
en prenant ¢;_; = ¢&; €t &; = &4 ,. Dy
A

PROPOSITION 9. — Posons, YN > 1, n(N) = 2N*"' 4 > 0.
Si Phypothése (6) est vérifiée, Vo > 1 :

m — UM — 5y presque sirement

Démonstration. — Considérons les suites
{‘gnN }n?l = { I/Na’ 1/(N + l)a’ R }
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et notons respectivement par Uy(n) et Uy(n) les sommes encadrant a
gauche et a droite S, dans la proposition 7, relatives aux suites {eh}.
Il suffit de montrer que presque slirement :

L UnN) U)o
N-wo Log n(N) N-« Log n(N)

Les démonstrations étant rigoureusement identiques pour Uy et pour Uy
nous donnons celle relative a Uy

Notons E[Un(m)]. E[Uﬁ(n)] les valeurs des moments d’ordre 1 et 2
de Uy(n) dans le cas des variables indépendantes.

Draprés la proposition 8§ :

E[Unn(N)]  E[Ux()] 1
Logn(N)  Log n(N) <1 ¥ O(N“))

Comme, d’aprés [2], proposition 7 :

l:Z(UN(n)) = N*+ a [Log (n + N) — Log N] + O(1)

E[Un(n(N))] N® + aN**! Log 2
Log n(N) N**1 Log 2

- o lorsque N — oo

d’ou la convergence en moyenne,

V<UN(n)>_ __ [E[UZm] — E* [Uyo)]]

Logn B (Log n)
T g 1 -, 1
= ————(Log oy { V[UN(n)][l + O<ﬁ>} + E*[U(n)] x O(N“)}
1 1
~— — 7
N2 (L0g2)2 + O<Naz> ( )

car, d’apres [2], proposition 7 :
V(Un(n)) = N2* + 24 [Log (n + N) — Log N] + O(1)

Comme « > 1, la convergence presque siire se déduit de I'inégalité de
Tchebitchev et du lemme de Borel-Cantelli. A
De (7) on voit que la condition (6) peut étre quelque peu élargie :

PROPOSITION 10. — On suppose que la suite { X, },>, définie au début du
chapitre vérifie :
PX, <x, X ,
B>0 tg: limsup Lo =% Xe€ly 2D
o)=0  (sup (x, 2))’(y — 2)

<+ ®)
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Soit o > 0 et n(N) = 2NV

T1/{n(N)1*

Ya>0, af>1: lim ——~ L —
"> Log [n(N)]

=a presque siirement

Démonstration. — On voit sans difficulté que les propositions 5" et 8
peuvent étre élargies en fonction de (8) en remplagant O(g) par O(ef) si
p < 1. Tous les arguments de la proposition 9 restent valables en rempla-

1 1
gant O(]_\I_"> par O(Nal,). A

PROPOSITION 11. — Si la suite { X, },> vérifie (8)

lim
"~ Logn

=1 presque siirement .

1
Démonstration. — Montrons que pour ¢, = — ,a > 1, presque surement :
n

Ten

o . Log 7,
o — 1 < lim inf <lmsup —— < o
nx - Logn n>x " Logn

©)

Soit t > o On a:

L 1)?
P[—O& > z] = Pz, > 1) < <1 - 7)
Logn n

par I'indépendance a I'ordre deux.
nt

o«

2 1 )
Or (1 - i) =[1 - 1/my"?" < a“ 7 a<1,pour n assez grand,
na

Log t, , -
d’ou Pl——=>t|< at tLa< 1.
Logn

n=ng n=no

Dongc, si « > t, la convergence de la série figurant au deuxiéme membre
entraine, par le lemme de Borel-Cantelli, la deuxiéme inégalité de (9).
Soit maintenant t < a.

Or d’aprés [/], théoréme 1.4.1 :
Pz, 2n)=PX; >¢, ... Xy =2¢)21—-nPX; <g,)
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Donc 1 — P(r,, = n') < n' “et:

Log, _ .
Pl——<1t|< nT*t < oo si t<oa-—1
Logn

n=ng n=ng

De méme que précédemment, par Borel-Cantelli, on obtient I'inégalité
de droite de (9).
De (9) on déduit, si n(N) = 2% "', que presque sfirement :

Lo L T,
o= 1 < li inf 0 Teu) i sup O e o
N-x  Log n(N) N- Log n(N)

. Log n(N) ) N \**!
lim ————~— = lim =1,
N-o Log (N + 1) N-o \N + 1

presque sQrement, si aff > 1 :

et comme :

o —1 . .. Logrt, ) Log 7., o
< lim inf ———"™_ < lim sup N
N=o LOg Tyyni) Noet Log Ty @1
S . S, o
< lim inf — ™ < Jim sup el <
N=o LOg Ty, Noe” Log Toy.y  *— 1
D’autre part, si 1,,,, < m < 1, les suites S, et 7, €tant croissantes :
S"'En(N) — < S"‘ < Sf&n(N+1)
L L L
0g T, En(N+1) og m 0g T‘:n(N)

En combinant les inégalités précédentes on obtient que presque siirement :

a—1 _ . S, S, o |
< lim inf < lim sup <
o "= Logn N-x" Logn o—1

En faisant tendre o vers linfini on obtient le résultat annoncé. A

THEOREME 3. — Soit { X, }, une suite stationnaire de variables aléatoires
m-dépendantes, dont la loi marginale vérifie, au voisinage de O :
PX, <u) — fo.u=0u'), y>0. (10)
On suppose qu’il existe f > 0t.qV1l <i<m
PX; < x, X;[y, z])

lim s < 4+ o
(0 fsup (x, 2)1(y — 2)
. n 1
Alors lim — presque stirement.
"~ Logn fo
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Démonstration.— On voit tout d’abord que la proposition 11 se géné-
ralise sans difficulté au cas ou I’hypothése de loi marginale uniforme est
remplacée par I'hypothése (10). On a alors :

I S, 1
im - —
"> Log n fo

presque slirement .

En effet, les propositions 7, 8, 9, 10 conduisant au résultat peuvent étre
immédiatement modifiées en conséquence.

Soient alors, pour K =1, ..., m, les suites Y* = { Y¥},., :
Yf = inf{Xl, ""XK}
Yy = inf { XK+ (n-2ym+ 1> XK+ (n-2m+25 ++ > Xk +(n—1ym J st n>=2

En notant S¥ les sommes des minimas associées aux suites Y¥ ona :
Snm=SN+SE+ ... +8n

Il est clair que si presque siirement :

li S l
im =
N-~x Log N
alors, VK, K =1, ..., m — 1, on a également :
. S§ .
lim =1 presque sirement
N-x Log N
et donc :
li S I e sirement
1 =m resque slirement.
N-o Log N presq

Supposons avoir démontré, comme nous le ferons, ci-aprés :

SK 1
im —~ = p. s. (11)
N> Log N m x f,

alors

. SNm 1 ~

lim =— presque slrement .

N-o JLog N f,
Sinesttel quu Nm<n<(N+ )m :

SNm < Sn < S(N+ 1)m

Log (N + l)ym Logn Log Nm

et il suffit de faire tendre N vers I'infini pour obtenir le résultat recherché.
Démontrons maintenant (11).
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Posons Y;' = Y,. La suite {Y, },>, est stationnaire et vérifie la pro-
priété d’indépendance a I'ordre deux.
Montrons qu’elle vérifie (10) avec m. f, a la place de f,. On a :

P{Y,<u}=1-PX,2u ....X,2u
Draprés [/] théoréme 1.4.1 :
11 -PX,2u, ..., X, =u —mPX; <u)|

< KZP(X1 <u, X;<u) < Ku'*f

i=2
Par conséquent :

P { Yl < u} — mfou — O(u1+sup U’(”))

au voisinage de u = 0.
Montrons que la suite { Y, } vérifie (8) :

P(Y1<xY2<z)—1—P( Inf X; = x) — P(= +1111f . X; = 2)
+P( 1nf X;=zx, inf X; = 2)

En appliquant & nouveau le théoréme 1.4.1 de [/] :

2m

P(Yl < X, Y2 < Z) = Z(_ I)KgK,Zm + Z (_ I)KSK,Zm .

K=m+1

Sk.2m désignant la somme :

PX;, <x, .., X, <x,X;

1Si1<iz<ie<ie+1<..<ig<2m

o X < 2)

le+1

des termes mixtes d’ordre K. Pour K > m + 1, SK 2m = Sk.om:
Soient, pour y < z les différences :

iy, ..., ix) =PX; <x, ..., X, <x, X,“ , Xy < 2)
-PX;, <x, ..., X, <x Y;,_,+1<y,---,XiK<Y)
iy, ..., i) < Z PX;, < x, X;€ [y, z])

s=ie+1
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Comme :

P(Y, <x, Y,e[p.z)=PY;<x, Y, <z)—PY; < x, Y, <)

et, sis—iy=>2m+ 1,
P(Xil < X, Xse [y’ Z]) = P(XI < x) X P(Xl € [ya Z])

la formule (8) se déduit des hypothéses en sommant les | t(i;, ..., i) |. A
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