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INTRODUCTION

Soit G un groupe L. C. D., V un voisinage relativement compact de
I’élément neutre qui engendre G, m sa mesure de Haar. On dira que G est
a croissance polynomiale d’ordre < « s'il existe ¢ > 0 telle que

m(V") < cn® pour tout ne N*
On dit qu’il est & croissance exponentielle §’il existe ¢ > 0, p > 1 tels que
m(V") > cp” pour tout ne N*,

En 1967, H. Kesten ([/2]) proposa la conjecture suivante :

Un groupe discret a croissance exponentielle est transitoire.
Dans le but de donner une classification des groupes du point de vue
de la récurrence, on a ensuite proposé la conjecture suivante plus précise :

Un groupe L. C. D. est récurrent si, et seulement si, il est & croissance
polynomiale d’ordre < 2.
Actuellement on sait démontrer le résultat suivant :

THEOREME 0.1. — Un groupe de Lie connexe est récurrent si, et seu-
lement si, il est & croissance polynomiale d’ordre < 2.

Dans cet article on va donner une démonstration de ce théoréme. Les
arguments qui suivent se trouvent déja dans la littérature mais sous
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282 P. BALDI

une forme trés éparse, peu accessible, et qu’on a pu beaucoup simplifier.
L’essentiel des résultats, a I'exception du début de la section 2 est di a
Y. Guivarc’h, M. Keane et B. Roynette.

Le paragraphe 2.1, qui contient I’étape clé de réduction du probléme
a I’étude des marches aléatoires symétriques et a support compact, est di
a J. Peyriére, N. Lohoué et a l'auteur de cet article.

Dans la premiére section, on va énoncer des théorémes de structure
qui permettront la réduction a des cas particuliers qui seront étudiés
dans la deuxiéme section.

Une troisieme section sera consacrée aux développements possibles.

1. Cas geénéral.

DEFINITION 1.1. — Soit G un groupe de Lie, 4 son algébre de Lie;
on dira que G est de type R si pour tout g € G les valeurs propres de I'appli-
cation ad g: 9 — ¥ sont de module égal 4 1.

On étudiera séparément les deux cas, G de type R ou non. Dans le
deuxieme cas, la question est résolue depuis assez longtemps et découle
des faits généraux suivants qui sont contenus dans [9] ou [I0].

ProposITION 1.1. — Un groupe G de Lie connexe est de type R si, et
seulement si, il est moyennable et unimodulaire ainsi que ses quotients.

PRrROPOSITION 1.2. — Un groupe L. C. D. récurrent est unimodulaire
et moyennable ainsi que ses quotients.

ProposiTION 1.3. — Un groupe de Lie connexe est soit & croissance
polynomiale soit & croissance exponentielle. Il est de type R si, et seule-
ment si, il est & croissance polynomiale.

Si G n’est pas de type R, il est donc transitoire et a croissance exponentielle.

2. Cas de type R.

Soit G un groupe de Lie connexe, R son radical, ¢ son algébre de Lie.
Soit ¥ = # + A" une décomposition de Levi de ¥ ou £ est l'algébre
de Lie de R et A4 une sous-algébre de Lie semi-simple. Comme G/R est
un groupe semi-simple, si G est récurrent G/R est compact, car les groupes
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semi-simples non compacts sont non moyennables et donc transitoires.
Si K est le sous-groupe analytique correspondant a ¢, il sera donc compact
et G = RK.

PROPOSITION 1.4. — G a une croissance au moins aussi rapide que ses
sous-groupes fermés a génération compacte et ses quotients. Si H est un
sous-groupe compact distingué¢ G et G/H ont méme croissance.

Pour une démonstration voir [9].

Si " est un idéal de ¢, K est distingué dans G et comme le quotient
par un sous-groupe compact ne change rien ni a la croissance ni a la
récurrence, on pourra supposer G résoluble. On va maintenant donner
deux théorémes de structure suivant que " n’est pas un idéal de 4 ou que
G est résoluble.

PROPOSITION 1.5. — Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe. G pos-
sede un sous-groupe compact maximum K, connexe et central tel que G/K
soit simplement connexe et sans torsion (a savoir sans sous-groupes
compacts non triviaux).

Démonstration. — Si Z est le centre de G alors Z est connexe et G/Z est
simplement connexe (voir la démonstration du corollaire 3.6.3 de [/9]).
Soit K le sous-groupe compact distingué maximum de G. Alors K/Z est
un sous-groupe compact de G/Z qui est simplement connexe et donc ([11]),
théoréme 2.3, p. 138) réduit a I’élément neutre.

Donc K = Z et K est connexe car Z est abélien et connexe. Soit K’ un
sous-groupe compact de G. Montrons que K’ = K. Si K’ = Z cela est
evident ; sinon G/Z aurait un sous-groupe compact non trivial ce qui
n’est pas possible car G/Z est simplement connexe ; donc K’ < K et G/K
est sans torsion.

Montrons que G/K est simplement connexe par induction sur la lon-
gueur de G. Si G est de longueur 1, il est abélien et cela est évident.

Supposons que cela soit vrai pour les groupes de longueur r — 1. Alors
Z est un groupe abélien et sans torsion et donc simplement connexe et
G/Z est simplement connexe. Il s’ensuit que G lui-méme est simplement
connexe.

THEOREME 1.1. — Soit G un groupe de Lie connexe de type R tel que
la partie semi-simple #* dans une décomposition de Levi de % ne soit pas
un idéal. Il existe alors un quotient de G qui est isomorphe au produit
semi-direct R? x ,K ou K est un groupe de rotations qui opére de fagon
irréductible sur R? et d > 3.
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Démonstration. — La preuve consiste, par des quotients successifs,
a arriver a appliquer le résultat suivant ([/1], p. 39).

LEMME 1.1. — Soit G un groupe topologique contenant I'espace
vectoriel V comme sous-groupe fermé distingué. Si G/V est compact,
V est un facteur semi-direct de G.

Soit N le sous-groupe fermé [G, R}, N’ le sous-groupe analytique
correspondant a l'idéal [¥, Z]; N’ aussi est nilpotent. Soit H le sous-
groupe compact dont l'existence est garantie par la proposition 1.5.
H est central dans G. En effet, il est distingué car toute image de H par
un automorphisme intérieur de G est un sous-groupe compact de N et
donc contenu dans H. Ensuite le groupe des automorphismes d’un groupe
compact étant discret et G connexe, son action sur H est triviale.

De plus le groupe G/H satisfait encore aux hypothéses du théoréme.
I1 suffit pour cela de vérifier que [#, "] n’est pas contenu dans I’algébre
de Lie o de H. Si c’était le cas, en effet, comme # est central, par I'identité
de Jacobi, on aurait

On peut donc se borner a considérer G/H et supposer que N est sim-
plement connexe, ce qui entraine N’ = N ([//], p. 135) et donc le fait
que lalgébre de Lie de N soit [¥4, Z].

Soit K le sous-groupe compact semi-simple maximal correspondant
a A et F la composante neutre des éléments de N qui sont invariants
par l'action des automorphismes intérieurs des éléments de K. F est fermé
et son algébre de Lie & est caractérisée par

F={feN, [#,f]1=0]}

Drabord & # A, car [A', R) = N et [A, [A, R]] = [A, R] # {0}.
Ensuite soit N’ = [N, N, alors FN’ # N sinon le lemme suivant entrai-
nerait & = A

LEMME 1.2. — Soit 4" une algébre de Lie nilpotente, alors toute
sous-algébre contenant un supplémentaire de A" = [A, A#"] coincide
avec A

Démonstration. — Le résultat est évident si .4~ est abélienne. Soit

N =N D> S5O g = (o)

la suite centrale descendante de .4~ et supposons le résultat vrai pour r — 1.
Si A" est une algebre de longueur r et # une sous-algébre contenant un
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supplémentaire de 4" = A", et M = N/ N, M est une algebre de
longueur r — 1 et limage %, de # dans le quotient est une sous-algebre
contenant un supplémentaire de [#, 4] = N[N, donc F, = M.
F contient donc un supplémentaire de 4. 1l ne reste plus qu’a vérifier
que /W < & ; en effet comme A" est central

N N = [F AN, F 4+ N =|F, FlcF

Donc FN’ # N. De plus FN’ est un sous-groupe distingué de G. Véri-
fions pour cela que # + A est un idéal ; comme 4" est un ideéal il suffit

de voir que
%, Fl=[2F1+ A, FlcF + N

or [#,F]={0} et, comme [A,F]c A7, il faut montrer que si
reR et fe F il existe ne 4 tel que [r,f]— [nfleZF. Or

k [r=n /1= —[f [kr—=n]]

et on doit avoir [k, r] = [k, n] pour tout ke #". Mais comme .%# est
semi-simple et opére sur.4", il existe un supplémentaire # de.#" dans 2
stable par %" et évidemment [#°, # 1< A" n# ={0}. Si re#, on
peut écrire de fagon unique r =n+ w et [k, r] = [k, n].

Vérifions que les hypothéses restent vraies pour G/FN’, & savoir que
[, #] n’est pas contenu dans & + A7,

En effet & + A7 est stable par la représentation adjointe de %~ et
comme X est semi-simple, il existe un supplémentaire ¥~ non trivial
de # + A dans A" qui est stable par 4 et [, ¥"] # {0}, sinon on
aurait ¥~ < &£.

On peut donc supposer que N est un espace vectoriel réel et sans points
fixes par P’action de K.

Montrons maintenant que I'on peut supposer que G/N opere sur N
de fagon irréductible. Sinon soit N; un sous-espace propre de N inva-
riant par l'action de G/N et de dimension maximale. Soit 4", I'algébre
de Lie de N, et ./, un supplémentaire de .4#"; dans 4" stable par I'action
adjointe de A". Alors [, A#,] = A7, car autrement pour un supplé-
mentaire stable ¥~ de [, .4",] dans .47, on aurait [#, ¥ ]= {0} et
donc ¥ <= #. Ainsi G/N, satisfait encore les hypothéses, car sinon
[, #] = N, cequin’est pas possible parce que [, # ]2 [A, N, ]=N,.
On peut donc se borner a considérer G/N, et supposer que G/N opere
de fagon irréductible sur N, puisque N, était de dimension maximale.

Soit A la composante neutre du groupe des éléments de R qui sont fixes
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par laction de K. Evidemment NN A = {e} et de plus R = NA: en
effet, on a déja vu que pour toutre # il existe ne A" tel que [k,r — n] =0
et donc # = A + /. A est abélien, car [A,A]c NnA = {e} et de
plus I'action de A sur N commute avec celle de G/N.

N étant un espace vectoriel réel on peut I'identifier a son algebre de Lie
et si a€ A les valeurs propres de I'action de a sur N sont de module uni-
taire, car G est de type R. Comme Plaction de A commute avec I'action
irréductible de G/N deux cas sont possibles. Ou bien 1 est valeur propre
de a et alors son action est triviale, ou bien e, t # 2km, est valeur propre
et il existe alors une base de N dans laquelle I'action de a est donnée par
une matrice dont les éléments sont tous nuls sauf des blocs sur la diago-

nale de la forme
cos t — sin t
sint Cos 't

Soit B le sous-groupe des éléments de A dont I'action sur N est triviale.
B est central et A/B est soit { e } soit un tore T. On peut ainsi appliquer
le lemme 1.1 et G est le produit semi-direct de N et du sous-groupe

compact K ou K x T. L’action se fait alors par rotations car K (ou K x T)
est compact.

Il ne reste plus qu’a voir que N a une dimension d > 3.

Si d = 1 comme G/N est connexe et opére par rotations son action
serait triviale, contre I’hypothése.

Si d = 2, l'action de G/N étant une rotation irréductible, G/N serait
isomorphe a SO(2), ce qui n’est pas possible car ce dernier est résoluble.

Soient

G, : le groupe des déplacements de R?: 'ensemble des couples (x, u),
x e R, ue SO(d) muni de I'opération

(o, u) - (y, ©) = (x + uy, uv)

G, : le revétement universel de G, : I'ensemble des couples (z, x)eC x R
avec la loi de composition

(z, X) (2, X)) = (z + €™/ x + X).
H, : le premier groupe de Heisenberg : R* avec I'opération
7 ’ 1 7 !
e,y 2 (x,y,2)=|x+x,y+ ), z+z +§(xy - x'y)
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A : le groupe « diamant » : le produit semi-direct H, x, T de H, par
le tore opérant par rotations sur les coordonnées x, y. Donc

X, 9, 2, i) (x, ', 2, ") =(x+x cost—y sint, y+x'sint+y’ cost,z+7
y y

1 . . ’
+ 3 [x(x’ sin ¢+ )’ cos £)— y(x’ cos t—y’ sin t) ], )

Le groupe H, est nilpotent et & croissance polynomiale d’ordre 4. G,
et A sont résolubles non nilpotents, a croissance polynomiale d’ordre 3 et 4
respectivement.

THEOREME 1.2. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe de
type R dont le quotient par son sous-groupe compact distingué maximum
est distinct de { e }, R, R?, G,. Alors si G est nilpotent, il admet H, ou R3
comme quotient, sinon il admet comme quotients A, G, ou le produit
semi-direct de R? par un groupe compact abélien de rotations.

Démonstration. — Supposons d’abord G nilpotent. Quitte & remplacer G
par le quotient par son sous-groupe distingué compact maximum, grace a la
proposition 1.6, on peut supposer G simplement connexe. G/G” est donc
un espace vectoriel réel. Si d est sa dimension et d > 3 le résultat est prouve.
D’autre part, si d = 1, par le lemme 1.2, 'algébre de Lie 4 de G serait
engendrée par un élément, ce qui entrainerait G = R. Si d = 2, le méme
argument prouve que la dimension de G’ est 1 et donc G ~ H, .

Soit G” = [G’, G’]. Quitte a considérer G/G” on peut une fois encore
supposer que G’ est un espace vectoriel. Evidemment dim G’ > 1 car
sinon G, qui est connexe et de type R, opérerait de fagon triviale sur G’
et serait donc nilpotent. Comme [G’, G’] = {e} laction de G sur G’
est abélienne ; de plus il n’est pas possible que I’action de G sur G’ admet 1
comme seule valeur propre, sinon G serait nilpotent. Il existe donc ge G
dont I'action sur G’ admet une valeur propre 4 # 1 de module 1. Comme
les sous-espaces de G’ invariants par I’action de G sont des sous-groupes
distingués, on peut supposer par passage au quotient que G’ = R? et que
I’action de G sur G’ se fait par rotations.

Si N est la composante connexe des éléments de G qui opérent de fagon
triviale sur G’ et ¢ : G/N — Aut G’ est I'action de G/N sur G’, ker ¢ est
discret et central et I'image de ¢ est un sous-groupe connexe non tri-
vial de SO(2), donc SO(2) tout entier. Si .4 est l'algébre de Lie de N,
dim 4" = dim ¢ — 1, car SO(2) a la dimension 1. De plus N est un sous-
groupe distingué de G car [N, /' | <= ¥ et- [A, %] =0. 1l est donc
le nilradical puisqu’il est de dimension maximale. .4 est méme abélien.
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Soit en effet [a, g'] # 0 pour un a et pour tout g’ € 4’ non nul. Sin,, n,e N
alors [ny, ny]1e€%" et [a, [ny, ny]] = — [ny, [ny,al] = [ny, [a,n]] =0
donc [n;, n,] =0.

Posons alors # = ker (Ad a) n A". & est un idéal central de 4 et A" est
la somme directe de & et 4’. Ce dernier point résulte du fait que [a, n]e ¥’
et, Ad a étant inversible sur ¢, il existe g’ € 4’ tel que [a,g’] = [a, n] et
donc [a, g’ — n]=0. ‘

Deux cas sont alors possibles : ou bien G/N n’est pas compact et on
peut le supposer isomorphe 4 R et G/F ~ G,, ou alors il est compact
et dans ce cas il est isomorphe & SO(2). Alors, si F = exp %, F n’est pas
compact, car sinon G/G’ serait compact et par passage au quotient, éventuel-
lement, on aurait F ~ R. G est donc le produit semi-direct de SO(2) opé-
rant par rotations sur G’ et trivialement sur F. Donc G ~ A.

Reste a considérer le cas ou G/G’ est compact. Par la proposition 1.5,
on peut supposer G’ simplement connexe. Soit encore G” = [G’, G']
et supposons dim G’/G” > 3. Par le lemme 1.1, G/G” est alors le produit
semi-direct du groupe compact abélien G/G’ par I'espace vectoriel G'/G”.
Si dim G’/G” = 2, alors G” # { e } sinon un quotient de G par un sous-
groupe compact serait isomorphe a G,. En appliquant & G’ les mémes
arguments qu’au début pour les groupes nilpotents, on peut ainsi sup-
poser G’ ~ H,. G est alors le produit semi-direct de G/G’ opérant par
automorphismes sur H,, donc par rotations sur G’/G” ~ R? et triviale-
ment sur G” qui est central.

Donc si K; est le sous-groupe de K des ¢€léments opérant trivialement
sur G’ on a K/K; ~ SO(2) et G/K; ~ A.

Il ne reste plus qu'a remarquer que si dim G’/G” = 1 par le lemme 1.2,
G ~ R

THEOREME 1.3. — Le théoréme 1 est vrai si, et seulement si, les
groupes H,, G,, A et R’%,K, ou d > 3 et K un sous-groupe de SO(d),
sont transitoires.

Démonstration. — Si G est a croissance polynomiale d’ordre < 2, il est
de type R et les théorémes 1.1 et 1.2 avec la proposition 1.6 montrent
que son quotient par le sous-groupe distingué compact maximum est
R, R?, G, ou {e} et qu’il est donc récurrent (pour la récurrence de G,
voir [7]).

Inversement si G est récurrent et si les groupes cités sont transitoires,
par les théorémes 1.1 et 1.2 le quotient par le sous-groupe compact maxi-
mum est { e }, R, R?* ou G, et par la proposition 1.6, il est a croissance
polynomiale d’ordre < 2.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



CARACTERISATION DES GROUPES DE LIE CONNEXES RECURRENTS 289

2.

1. Considérations générales.

Dans cette section, on va établir que G,, H;, A, Rix,K sont transi-
toires. Les lois de probabilité considérées dans la suite seront toujours
supposées adaptées, a savoir telles que le plus petit sous-groupe fermé
contenant leur support est G lui-méme. La marche aléatoire associée a
la loi de probabilité u sera la marche a droite et si f est une fonction on

notera

uf) = Jf du
et /i sera I'image de u par l'application g — g~ *
de convolution u=* ... * u (n fois).

Le résultat suivant, qui se trouve dans [4], va nous permettre de faire
des hypotheses essentielles sur la loi u des marches aléatoires considérées.

; W" désignera le produit

PRrOPOSITION 2.1. — Un groupe topologique L. C. D. est transitoire si,
et seulement si, sont transitoires les marches dont la loi est symétrique et
a support compact.

La démonstration est une conséquence des trois lemmes suivants.

LeMME 2.1. — Soit H un espace de Hilbert, A et B deux opérateurs
bornés inversibles sur H tels que pour tout xeH

(Bx, x) = (Ax, x) >0
et tels que A = A*. On a alors pour tout xe H
A7 'x, x) > (B 'x,x)> 0.

Démonstration. — Si on pose A™'x = y,, B"'x = y, en appliquant
I'inégalit¢ de Schwartz au produit scalaire [x, y] = (x, Ay), on a

(B~ 'x, x)* = (y,, AY1)2 < (Y2 Ay2)(y1, Ayy)
< (y2a ByZ)(yla Ayl) = (B_lx’ x)(A_lx’ x) .

LemME 2.2. — La marche de loi u est transitoire si la marche de loi

1
V= 5(“ + 1) Pest.
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Démonstration. — Si T, et T, désignent les opérateurs de convolution
sur L*(G) respectivement par rapport a v et i, on a pour toute fe L¥G)

(T.LS) =L f)
(T=AT)L ) =@ - iT)ff)>0

etsi0< i< 1

comme T¥ = T; =T, ; par le lemme précédent

@ =2T) ' )= (@A - AT) £, /) > 0.

Si f est positive, bornée et a support compact

A f) = (S A0 % f, f)
= (L= IT) £ 1) < (L= AL f) = S0 f*f).

Donc le potentiel de v majore celui de p sur les fonctions de la forme f*f
et si v est transitoire u l'est aussi.

LEMME 2.3. — Soit y une loi symétrique, ¢ une fonction symétrique
positive sur G, < 1, strictement positive sur un ouvert et  support compact.

X

. ! 1 . . ,
Soit y= Z 5'{% , Y1 = M ¢7. Alors si y, est transitoire, u I’est également.
= .

Démonstration. — 11 est bien connu que u et y sont récurrentes ou transi-

toires en méme temps et le support de y est G tout entier car y est adaptée.
On peut écrire

: 1
y=¢7+(1 —co)'v=v(<p)<@—)<p v)

+ (1 - V(¢))< (1- w)v) =)+ 6,

1
‘ 1= %e)
ou

1

G =90),  a=01-"e). 7= o)

et évidemment ¢; > 0.

1-9)y

Pour tout 0 <A< 1 et feL*G), on a

(@ =2T)ff) = es@ = AT, )L ) + (U = 2T, ) £ f) = e4(1 = AT, ). f).
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Donc encore
+ o + o

1
Z A=) < Z A *S)-
= n 1 n

0

Remarque. — Les lemmes précédents démontrent quelque chose de plus
que la proposition 2.1. Pour la démonstration de la transience il suffit
par exemple de se borner a I’¢tude des marches dont la loi est symétrique
et le support contenu dans n’importe quel compact symétrique fixé a
I’avance.

L’outil essentiel pour démontrer que les quatre groupes en question
sont transitoires est fourni par le lemme suivant.

LeMME 2.4. — Soit G un groupe L. C. D., 1 une loi de probabilité sur G.
Supposons qu’il existe sur G une fonction f continue (qu’on va appeler
fonction barriere) et un compact K, tels que

) { f(g <1  pourtout ge G
lim f (g =1
@) u*f(g) = f(g)  pour tout geKg,

ou 0 est le point a I'infini de la compactification d’Alexandroff de G.
Alors :

1. la marche de loi u est transitoire.
2. Si U est son potentiel, pour toute fonction h continue a support
compact il existe ¢ > 0 telle que en dehors d’un compact

©) Uh(g) < (1 - f(g)).

Démonstration. — Soit X, ’état de la marche de loi u au temps n, T le
temps d’entrée dans le compact K > K. Un calcul montre que (2) entraine

E, [/ Xaamd ] = f(8)
Eg [f(XTK)I[TKS_n]] + Eg [f(Xn)l[TK>n]] ->—f(g)

etsié=svi1(pf<1

soit

f(@) < EP(Tu < m) + PTx > n) =1 — (1 — {P(Tx < n)

et a la limite .
P(Tx < + ) < l——f(f)
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ou le terme a gauche est < 1 hors d’un compact grace a (1) ; la marche
est donc transitoire et si h est continue positive et & support compact
par le principe du maximum

Uh(g) < [ sup Uh] P [Taprok, <+ 0] < (1 —f(g).

supp hu K,

2. Le cas G =R x ,K(d=>3).

Soit (Y;, Uy); une famille de v. a. a valeurs dans R¢ x , K indépendantes
identiquement distribuées (i. i. d.) de loi u, symétrique et & support compact,
ou Y, est a valeurs dans R¢, U, dans K. L’état de la marche au temps n sera

(Zm Vn) =(Yl + U1Y2 + ...+ U1 Un—lYn’ U1 Un)

ProposiTION 2.2. — La loi de V, tend vers la mesure de Haar nor-
malisée o de K.

Démonstration. — Grace a [6] ou [I7], il suffit de vérifier que la loi
de U, n’est pas portée par une classe latérale d’'un sous-groupe distingué
fermé de K, ce qui n’est pas possible car elle est adaptée et symétrique.

Remarque. — Soit e lidentité de K, g = (x, e). Alors
gY, Ug™' = (x + Y, — Upx, Uy) = (Y7, Uy

Il est facile de voir que 'on peut choisir g de fagon telle que E(Y]) = 0.
On a en effet
E(Y}) = x — E(Uyx + E(Y))

et comme u est adaptée la norme de E(U;), comme opérateur sur R?,
est < 1 et donc I — E(U,) est inversible.

Comme les automorphismes ne changent pas le caractére transitoire
ou récurrent d’'une marche, on supposera dorénavant Y; centrée.

PROPOSITION 2.3. — Soit pour ve K

1
T = ——0vZ,=——=[Y, + U Y, + ... + U, ... U,_,Y,]

N

C! la matrice de covariance de T} ; alors pour n - + oo { C; }, converge
vers une matrice C, inversible, et qui commute avec les éléments de K.
La convergence est uniforme en v.
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Démonstration. — Soit &, la o-algébre engendrée par (Y, Uy, i < n.
On a p.
E@wU, ... U,Y,+) =E0U, ... UEY,: | Z,) =0
car Y, est indépendante de &, et centrée. On a aussi
E[wU; ... UYai )i @Uy oo Uy Yot p04);1 =0

pour tout 1 <i<j<d si p>0. Donc
1
“) ( nt 1)ij = ; Z E[wU, ... UYe1 )i0U; ... UeYs 1)j]~
S k
Supposons pour linstant v = e et soit C, la matrice de covariance
deU, ... UY,;,.
Ona

G = J uCyu~ 1do(u)
K

ou gy est la loi de U, ... U, et Cy la matrice de covariance des Y;.
Par la proposition 2.1

lim C, = Jucyu‘lda(u) =C
K

k= + oo

et donc (on pose C¢ = C,) 1i'rln C, = C et, comme o est invariante par

translations, on a wCw™! = C.

Montrons que C est inversible. Comme K est compact et ker C est
stable par I'action de K il existe un supplémentaire W de ker C qui est
stable par K. Si yeker C

0=(Cy,y= L(uCyu_ly, y)o(du) =J(Cyu_1y, u”'y)o(du).

Or (Cyu™'y,u”'y) > 0 et cela entraine (Cyu~'y, u~'y) =0 g-p. s. et
puisqu’il s’agit d’une fonction continue en u (Cyu~ 'y, u"'y) =0 pour
tout ue K. En particulier (Cyy, y) = 0 et Cy étant symétrique Cyy = 0.
Cela signifie que le support de yu est W x ,K qui est un sous-groupe fermé
propre de G, ce qui est impossible u étant adaptée.

Supposons maintenant v quelconque : si || || est la norme en tant
quopérateur sur R¢:

NG = Cll=lvCw™" —vCo™ || < ||C, = C||
car v est de norme 1 et C commute avec les éléments de K.
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Remarque. — 11 est facile de voir que I'on peut écrire C = A? ou A est

symeétrique positive et commute avec les ¢léments de K. Alors I'appli-
cation
1-A”l : (X, u) - (A—lxo ,u)

est un automorphisme de R? x ,K et la mesure I', _, 4, image de ppar I', -1,
est telle que la matrice C de la proposition 2.3 soit l'identité, ce qu’on
supposera dorénavant pour .

1
Soit ¢(p) = 1 —;Z—G,h(x)=(p(|x|),xeR"et B,={xeR|x|<p}.

PrRoOPOSITION 2.4. — Soit X une v. a. centrée, a support compact
d-2
dans RY, d > 3. Alors sia<T,il existe e >0, p>Otels quesi|| Cx—1|| <&
et x ¢ B, on ait E(h(x + X)) > h(x).

Démonstration. — Considérons le développement en série de Taylor

de h
d d
M+ =hoo + ) +Z Th_ ey +
7) = — (x)z; X)zz; + ...
o x i 0x; =i i 0x0x;
1

1

Par une majoration des dérivées on peut voir que pour x en dehors
d’un compact le rayon de convergence croit plus vite que | x|'~# pour
tout § > 0.

Supposons d’abord Cx = I. Il existe r assez grand pour que le support
de X soit contenu dans B,:-5. Donc si | x| > r

d d
h X) = h(x) + Oh )X+lz o’h XX +
(x + X) = h(x) ﬁxi(x its Gxdx, Xit+ ...

Comme X est 4 support compact on peut prendre I'espérance terme
a terme. Puisque X est centrée et Cx =1
1
E(h(x + X)) = h(x) + EAh(x) + ...

d—2
ou A est le laplacien. Un calcul montre que si & < 5

d—2a+1)

Ah(X) = 2(1——‘m2(1—+u)*“
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tandis que les termes d’ordre supérieur sont de la forme

e(]x])

s o lime =0

On a donc pour | x| assez grand

E(h(x + X)) = h(x) + W

Si maintenant Cyx est quelconque le méme calcul donne

E(h(x + X)) = h(x) + %Lh(x) oo

ou
d

62
L= Z E(X;X}) Fry
i

i,j=1

. . . . 4
et il est clair qu’il existe ¢ > 0 tel que si || Cx — I|| < ¢, Lh(x) > T3 e
ce qui permet de conclure. | x|

PROPOSITION 2.5. — Le groupe R? x K est transitoire (d > 3).

Démonstration. — On peut supposer u symétrique a support compact
et Y; centrée. Par la proposition 2.3 et la remarque qui la suit, pour
tout ¢ > 0, il existe n tel que si (Y], U}) = X} est une variable dont la loi

. ) x
est 'image de p" par 'automorphisme (x, v) — (\—[—, v) alors||Cy; —1]| <e.
n
On peut donc appliquer la proposition 2.4. Si on pose f(g) = h(x) ou
g =(x,u)eR? x K, on a pour | x| assez grand

E(f(gX?) = E(f((x, w) - (Y7, UY) = E(f(x + uY], uU}))
= E(h(x + uY])) = E(h(u™'x + Y{)) = h(u"'x) = h(x) = f(g)

donc f est une fonction barriére et la marche de pas (Y], U%) est transi-
toire. Mais les potentiels de u et de u" sont liés par la relation

Z = (Z ;ﬁ) . (i (u")")

et u est donc transitoire.
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3. Le cas G = H,.

Soit u une loi symétrique a support compact sur Hy , (Y, Y,, Y3) une
v. a. de loi u. Alors (Y, Y,, Y3) a méme loi que (— Yy, — Y,, — Y;) et
donc E(Y;) = E(Y,) = E(Y3) = 0.

LEMME 2.5. — Par un automorphisme de G, on peut supposer que
la matrice de covariance de u est de la forme

o o =
o = O
> o o

Démonstration. — Une matrice de la forme

Uu o0 _w
0 detU/)

ou U e GL(2, R) définit un automorphisme de H, .

Si
U—< a; cosd a sinS)
B —a, sin $ a, cos

et (Y7, Y5, Y4) est une v. a. dont la loi est 'image de p par W, on a

E(Y!Y}) = a,a, (cos® § — sin? E(Y,Y,)

— a,a, sin 9 cos § E(Y?) — a,a, sin 9 cos 9 E(Y3)
donc si

3§ = 1 arc t ———-——~2E(Y1Y2)
=2 MR EY?) 1 E(Y))
on a E(Y{Y%) =0.
On peut également choisir a, et a, de fagon que E(Y{?) = E(Y}?) = 1.
Si on applique ensuite & u l'automorphisme intérieur associé a
g = (x4, X5, x3)e Hy on a

(X1, X2, X3)0(Yy, Yo, Y3l —xp, — x5 —x3)=(Y1, Yo, Y3+ X1 Y2 —x2Yy)
et par un choix convenable de x; et x,, on peut supposer
E(Y,Ys) = E(Y,Y;) = 0.
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Soit L lopérateur différentiel sur R :
0% 0> 0* 0*

= 5tz +x - X
ox? " ox2 " Tloxa0xs 2 0x,0x,

2

2
0x3

1
L + Z(x% + x3)

PROPOSITION 2.6. — Soit 02 = x2 + x2 et p? = xt + x§ + (8 + n)x3.
11 existe alors des constantes co > 0, & > 0, 7 > 0 telles que si

1
x4+ x5+ (8 + n)x3)

uy(xy, Xz, x3) = 1 — (

alors en dehors d’un cylindre d’axe x;, on a

cod*a

Lu, > ”—p2(1+a)'

Démonstration. — On a

1
Zp2UteLy =
o

=@ +n)x} +x3) { 8 — g +a(8417) } x2 — 8(8 + n)(a + 1)xyx,5(xF — x3)x 3
+ {(16 + g)(x‘} + x3)(x? + x3) — 16(1 + a)(x] + xg)} =ax}+ bx;+c

et
b2

4
= 16(8 + n)*xix3(x} — x3)* @+ 1) — 8 +n) { 8 — g —o8+n) } (x? +x9)

{(16 + g>(x: T+ xd)od + x2) — 16(1 + a)(x§ + xg)}

si on pose x = 9 cos @ y =3 sin @ s = cos® @
A=(8+n9® {16(8 + n)o + 1)s(1 — s)(2s — 1)
- [8 - g — o8+ 11)][(16 + g)(s2 +(1—s)?)—16(1 + a)(s* + (1 — 5)3)]}

Montrons que pour o > 0 assez petit 'expression entre parentheses
est strictement négative pour tout se [0, 1]. Il suffira de calculer pour a =0.

12 1 1
=s(1—s)(2s—1)2—<— ){S(I—S)-{- 5?](282—284-1)}

A
(8 +1)*1698 8+n 2
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12
et si on poset=<s—5>

A 2 1 16 2 1
S S OB A T
(8+1)*169 8+n 2 16 64 \8+nq 2

qui est négatif dés que n > Ocar0 <t <
Donc finalement

1 b\ ¢ b
—pz‘“+”Lu=ax§+bx3+c=a[<x3+—> +———-]=
o

A=

2a a 4a®
b\ A 1 8 16
—af (xa- 2} — A sal —Lalzer (oGO gl g2
2a a? a* n
8~ —a(3+1)

pour (xy, X,, x3) hors d’un cylindre d’axe x; et de base compacte si

<8—g—o¢(8+n))>0.

PROPOSITION 2.7. — Soit y? = Ax? + Ax? + ax3 et

1

2a

X

ul(xla X2, X3) =1~

Il existe des constantes o, a et y positives et un compact K tels que pour
tout g ¢ K et a l'intérieur d’un cylindre d’axe x5 et de base compacte, on ait

, o%u ex3
Lu2=Lu2+A&§2W

Démonstration. — On a

17 a(l — 20)
—2OCK~Lu2 =x3|1 —2aa——a—T(x% + x3)

+ A(x? + x3) [a — 20 + Z&(xf + xﬁ)]

et il est clair que pour des valeurs de a et « assez petites si x7 + x3 reste
borné, le coefficient de x3 reste positif.
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Remarque. — Le cylindre dont il est question dans la proposition 2.6
est aussi grand que I'on veut a condition de choisir a assez petit.

LEMME 2.6. — Pour tout ¢ > 0, il existe ¢ > 0 telle que le développe-
ment de Taylor

1
u1<x1, Xy + hy, X3 + hy + §(x1h2 - x2h1)>

? 5 3 1
Do+ 8, i[hs 4= (xihy — xzhl):l ¥

1
= uy(xy, X5 X3) + —
1, X2 X3) ox, . 0x, 0x3 2

(u; est comme dans la proposition 2.6) soit convergent si
Lhy |, hy| < cp'?75, |hy| < cp~=

Démonstration. — 11 est facile de démontrer par induction que si

S=0y + 0y + o3
Fu, s
ax"{‘axizax‘;’ - p(1/2)(a1+az)pzs‘

De fagon analogue on a

LeEMME 2.7. — Pour tout ¢ > 0, il existe ¢ > 0 tel que le développement
de Taylor

1
u2<x1 + hy, X3 + hy, x3 + hy + §(x1h2 - x2h1)>

Ou, Ous
= uy(Xy, Xp, X3) + = (X1, X3, X3)hy + =— (X1, X5, X3)h,
0x, 0x,

ou 1
+ —(2 X1, X35 X3)| By + = (x1hy — x2h1):| + ...
0x3 2

soit convergent si |hy |, |h,y|, | hy| < cx' ™% pour tout (x,, x,, x3) dans
un cylindre de base compacte et d’axe x;.
La proposition suivante montre que H, est transitoire grace au lemme 2. 4.

PROPOSITION 2.8. - Soit X = (Y,, Y,, Y;3) une v. a. a valeurs dans R3,
centrée, dont la loi est a support compact, telle que Y; soit symétrique
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et que sa matrice de covariance Cy soit telle que ||Cx — R, || < ¢ ou

100
R,=\0 1 0

00 A
Soient encore

1
(xt + x5 + 8 + yx3)
1
(Ax? + Ax} + ax3)>

u(xy, xp, x3) =1 —

Up(xy, Xz, X3) = 1 —
Il existe alors e>0,7>0,a>0,0,>0,0,>0,y>0telsquesiu=u, V u,

1
E<“<Y1 + X1, Y, + x5, Y3 + X3 + E(X: Y, - sz3)>> > u(xy, X3, X3)

pour (xy, x5, x3) hors d’un compact.

Démonstration. — Remarquons d’abord que u; > u, a extérieur d’'un
cylindre d’axe x; et de base compacte et u; < u, a l'intérieur. Par les
lemmes 2.6 et 2.7 pour (x;, X,, x3) en dehors d’'un compact le support

de u est contenu dans les disques de convergence des développements
de Taylor.

A Textérieur du cylindre u = u, et si Cx = R, g = (xq, X3, X3)

1
(5) E(u(gX)) — ui(g) = ELux(g)

N A[Zoc(S +m) oo + 1)8 + n)zxﬂ N 4ax1E(Y,3) + x,E(Y3)

pZ(a+1) p2(a+2) p2(1+a)
. E(Y?) + E(Y3) &(p)
P2+ P
N , 1 2
ou I'on a gardé les termes en — - (on rappelle que A = E(Y3)).
p

Mais par la proposition 2.6 en dehors d’un cylindre d’axe x;

aco(xt + x3)

Lu, = p2(l+a)

donc si on augmente le rayon du cylindre, parmi les termes a droite dans (5),
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Lu,(g) croit en module plus vite (ou décroit moins vite) que les autres.
En dehors d’un cylindre ¥, assez grand donc E(u,(gX)) > u,(g).

Par des arguments semblables et utilisant les résultats correspondants
pour la fonction u,, on obtient qu’a I'intérieur d’un cylindre %, et hors d’un
compact K, E(u,(gX)) > u,(g).

Par un choix convenable de a, et a,, on peut obtenir ¥, > ¥, et, par
un choix de y, que u = u,; hors de €, et u = u, a l'intérieur de %,. Donc

si g¢ %, E(gX)) > E(u,(gX)) > uy(g) = u(g)
si g€ % N K E(u(gX)) > E(uy(gX)) > u,(g) = u(g)
si geb, Nn6,nK*

a la fois

{E(u(gx)) = E(u,(gX)) = ui(g)
E(u(gX)) = E(u(gX)) > u,(g)

donc E(u(gX)) > u(g).

4. Le cas G = A.

Soit (Y;, Y,, Y3, V) une v. a. a valeurs dans A, ou (Y;, Y,, Y;3) est a valeurs
dans R? et V dans le tore T identifié aux nombres complexes de module
unitaire. Dans A on a

(x1, X2, X3, ) "' =(—(x; Re v+x, Im v), x; Im v—x, Re v, —x3, —0).
Donc si la loi u de (Y;, Y, Y3, V) est symétrique, on a
(Y, Y2, Y5, V) 2 (= (Y, Re V+ Y, Im V), Y, ImV—-Y, Re V, - Y;, - V).

Si Z, = (Y{", Y§”, Y§”, V,) est une famille de v. a. dans A i. i. d. I'état
de la marche de pas Z, au temps n est

Sn = Zl e Zn = (X(ln), X(Z")a X(3n), Un)
ou

XP +iXP = (Y +iY) + V(YO +iYP) + ... +V, .. V(YO +iYP)
6 U,=V,...V,

1
X = Xg70 Y + S {(X¢[YP Im U,y + X Re U, ]
~ X$"U[Y® Re U, , — Y Im U,_,]} = X¢~V + H,.

Vol. XVII, n° 3-1981.



302 P. BALDI

Une fois encore, on peut trouver un automorphisme intérieur par un
¢lément de la forme (x;, x,, 0, 1) tel que 'image de u vérifie :

E(Y() = E(Y$) = 0

LemME 2.8. — Si C, est la matrice de covariance de la v. a.

<L X, _1_ X(n) 1 X(3n)> ,

N

avec X", X9, X{ définis par (6), alors C, converge pour n — o0 vers
une matrice de la forme

[l S
(=2 N e
o O

Démonstration. — Par le théoréme central limite sur le groupe des
déplacements du plan (voir [8] ou [I5] ou [/8]), la suite de v. a.

1
X, “X‘”)
(ﬁ n )

converge en loi vers une v. a. dont la loi est le produit direct de la mesure
de Haar normalisée ¢ de T par une loi gaussienne sur R? invariante par

. . (b O . .
rotations. Soit <0 b) sa matrice de covariance.

. 1 , .
Calculons maintenant lim —E(H32). Pour cela on va évaluer les diffé-
% n

rents termes qui y apparaissent

lim — E[(Y‘"))Z] =0

n—oo n

1
lim - E[Y{" - X¢™ Y Im U, _, -Y{")] -
n— o n

X(" 1)
= lim —E { ImU,_, } E(Y{Y(?™) = 0

" f Jn

par le théoréme central limite cité et le méme résultat est vrai pour les
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3 autres termes du méme type. Par le méme argument, on a aussi les limites
suivantes

lim E { ! (X(n ? [Im Y™ 4+ Re U .Y(n)])z } -
- n 1 1 n—1 2 -
n f
b{E[ YY) J (Im 1)*do(t) + E[(YS" Z]J (Re 1)*do(t)

+ 2E(YYY) j

T

1 X(n 1) 2
lim E{4< [YPRe U,_; — YP Im U,,_1]> } =

N

Im ¢ Re tda(t)} = g{ E[(Y{")?] + E[(Y$")*]}

OOIB"

E[Y(l) ]+E[Y(1) ]

(ln 1) X(zn—l)
lim E{ ImU,_,Y{" — Re U,,_lYg')} =0.

U NG

1 b
Donc finalement lim - E(H?) = 2 {E[(Y{V)?] + 2[(YSV)*] -
n— oo n
1 n
Pour calculer lim — E[(X{")?], on peut remarquer que X{" = ) H;
" n : :
n i=1
et que E(H;H;) = 0. Donc E[(X{)*] = E E(H?) et donc

Jim LE[(X)] = (E[YER] + E[YO)]).

Pour terminer il n’y a plus qu’a calculer

1 1
lim —5 E[X{X?] = lim —E[XPX$] = 0
n— o0 n

n—co 1302
ce quon peut faire de la méme fagon.

PROPOSITION 2.9. — Le groupe A est transitoire.
Démonstration. — Si A e R, application

[0 (X1, X, X3, 0) = (Axy, 24X, 42X3, 1)
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est un automorphisme de A. Par un automorphisme de la sorte, on peut
supposer que la matrice limite du lemme 2.8 soit de la forme

=

2

[
R
o~ ©
2 o o

Lelemme 2.8 nous assure que pour tout ¢ > 0 la matrice de covariance C,
delav.a Tl (XP, XP, XP) est telle que || C, — R, || < &. Remarquons

vk
ensuite que si Y = (Y;, Y,, Y3) est une v. a. dont la matrice de covariance
vérifie || Cy — R, || < ¢, la méme chose est vraie pour la v. a.

Y(0) = (Yi(1), Yo(0), Y3), te€T,  ou Yy(t) + iY,(2) = (Y, + iY,).
Soit maintenant u la fonction construite dans la proposition 2.8 et
U(xl’ X2, X3, t) = u(xl’ X2, X3)
v est une fonction barriére :

Efu((xy5 X2, x3, 0)(Y5, Y2, Y3, V)]

1
= E[”(x1 + Y1), X2 + Yy(2), x5 + Y3 + E(X1Y2(I)X2Y3(t)>:|
> u(xy, X, X3) = (X, Xq, X3, 1)

car on peut supposer ||Cy, — R, |l <e.

Puisque I'; est un automorphisme ceci montre que la marche de
pas (XP, X, X§, U,) est transitoire, a savoir que u* est transitoire,
ce qui entraine que u elle-méme l'est, comme on I'a vu dans la preuve
de la proposition 2.5.

5. Le cas G = Gz.

Pour G, il ne semble pas que la méthode des fonctions barriére puisse
s’appliquer.

On va donc employer une autre technique générale qui va montrer la
transience de toute une classe de groupes qui comprend, entre autres,
H, et les produits semi-directs de R%d > 3) par des groupes abéliens
de rotations qu'on a déja traités. On va se borner ici a une description
détaillée : pour les démonstrations on pourra se référer a [10], pages 160
et suivantes.

Soit G un groupe L. C. D.,, C un sous-groupe fermé distingué¢ abélien
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de G. Si u est une loi de probabilité sur G on peut la désintégrer suivant
les classes modulo C :

u= f s H(dX)
G/C

ou uy est une loi de probabilité portée par la classe x modulo C et 1 est
I'image de u dans le quotient.
On peut alors poser

He = f fiz * px dp(3)
G/c

On voit bien que u est une loi sur C. On dira que p est C-strictement
adaptee si u n’est pas portée par une classe latérale d’'un sous-groupe
propre fermé de C. Si on écrit uz=¢, * 7, ou x € X et #, est une loi de pro-
babilité sur C il est facile de voir que le module |7(9) | de la transformée
de Fourier de #, ne dépend pas du choix de x.

Soit ensuite F(G, C) I'espace des fonctions continues bornées sur G
dont les restrictions aux classes modulo C sont des transformées de Fou-
rier de mesures bornées sur C. A savoir pour tout xe G, fe F(G, C), il
existe une mesure bornée sur C telle que

fde) = f(xc) = L <& e)dayl)

ou ¢, désigne la dualité entre C et C.
Si on pose

ﬁ(c)=L<«:,c>d|ax|(c)

on peut définir la fonction continue bornée f sur C x G/C
fe.3) = fdo)
et cette définition ne dépend pas du choix de x dans X.

On dira que G opére sur C de fagon bornée si tout compact de C est
contenu dans un compact qui est invariant par I'action de G sur C.

PROPOSITION 2.10. — Soit C un sous-groupe fermé, abélien a géné-
ration compacte tel que G opére sur C de fagon bornée et u une loi de
probabilité C-strictement adaptée sur G. Il existe alors une probabilité v
sur C x G/C et un voisinage V de I’élément neutre de C tels que

1. v est C-strictement adaptée dans C x G/C.

2. v a méme image que pu sur G/C.
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3. Pour toute fe F(G, C) dont les transformées de Fourier des res-
trictions aux classes modulo C sont portées par V on a

L ()< Vv'(f)
Dans le cas de Gz on peut appliquer la proposition précédente au sous-
groupe C des éléments de la forme (z, 0), ze C. On voit alors que (~}2 opeére
de fagon bornée sur C, car les orbites sont compactes et C x C~iz/C ~ R3.
Si p est C-strictement adaptée, la proposition 2.10 permet de majorer
son potentiel calculé sur la fonction f par le potentiel de v calculé sur f.
ce qui, R® étant transitoire, entrainera la transience de u. Il ne reste plus
qu’a montrer que I'on peut supposer u C-strictement adaptée.

PrROPOSITION 2.11. — Soit G un groupe résoluble a génération
compacte dont le dérivé G’ est abélien et dont l’action de G sur G’ soit
bornée. Alors si y” est absolument continue par rapport a u et u est adaptée,
u est G’-strictement adaptée.

n

Or si p est adaptée, y = Z 2%7 est adaptée, y? « 7y et le sous-groupe C

0
des €léments de la forme (z, 0), z € C est le dérivé de G,. Donc y est C-stric-
tement adaptée et donc transitoire, ce qui entraine que p est transitoire.

3.

1. La démonstration du théoréme 1 que l'on vient de donner est
quelque peu décevante : on voit mal en effet pourquoi lier la récurrence

d’un groupe a sa croissance. Pourquoi pas, par exemple, I’énoncer sous
la forme suivante :

Un groupe de Lie connexe est récurrent si et seulement si, il est compact
ou extension compacte de R, R? ou G,.

En effet I'idée sous-jacente est que le comportement des puissances
de convolution u" est 1ié a la croissance du groupe. Les conjectures expo-
sées au début de cet article seraient en effet des cas particuliers de la sui-
vante :

Si G est un groupe L. C. D. a croissance polynomiale d’ordre x et y une
loi de probabilité adaptée, alors pour tout compact K < G il existe ¢ > 0
tel que

¢
sup p'(xKy) < —=
x.yeG n
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Ce résultat, classique dans R? a été généralisé aux extensions compactes
de R4 ([3] [5] [13]) mais les techniques jusque-la employées (transfor-
mation de Fourier et représentations unitaires) semblent difficiles a uti-
liser dans d’autres cas.

2. Pour généraliser le théoréme 1 aux groupes topologiques L. C. D.
généraux, le cas le plus important & traiter reste celui des groupes dis-
crets, ce qui dailleurs était le cadre dans lequel la conjecture avait ete
énoncée au départ. Il est probable cependant que la technique a employer
soit trés différente, d’une part parce que la théorie de Lie ne serait plus
appliquable a des théorémes de structure, de I'autre parce que la démons-
tration de la transience de groupes concrets s’annonce trés difficile.

On ne sait pas par exemple traiter le cas du groupe dont Novikov et
Adyan ([1]) ont prouvé I’existence qui est infini mais tel que x™ = e pour
tout x, ou N est un entier positif fixé.

3. Il est traditionnel d’étudier en méme temps que la transience le renou-
vellement des marches aléatoires, a savoir les valeurs d’adhérence de X, u" * ¢,
pour x — 0. On imagine en effet que si la croissance est polynomiale
d’ordre > 2 la seule valeur d’adhérence est 0, mais il reste encore des
points obscurs.

Par la méme technique que pour le cas de (~}2, on peut avoir ce résultat
pour G,, H, et pour les produits semi-directs de R{d > 3) par un groupe
compact abélien de rotations (donc pour tous les groupes nilpotents).

Pour A et G, par contre on est obligé encore de faire des hypothéses
soit d’étalement soit, par la méthode des fonctions barri¢re, de moments.

Evidemment ce probléme serait résolu si on savait démontrer la conjec-
ture dont il est question au point 1.
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