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RESUME. — Pour une martingale { X,, neN } delaclasse L log L, sup | X, |
neN

est intégrable. Cette propriété s’étend aux martingales fortes indexées
par N x N, et c’est en un sens le meilleur résultat possible car une cer-
taine classe de martingales fortes positives satisfait également au pro-
bléme réciproque.

ABSTRACT. — A martingale { X,, ne N } bounded in L log L is such
that E { su’g | X,|} < oo and, at least for a certain class of non-negative

martingales, this statement can be reversed. In this paper, the analogue
results for multiparameter strong martingales are proved.

I. NOTATION ET PREMIERES DEFINITIONS

Dans toute la suite (Q, &, P) désignera un espace de probabilité,
N lensemble des entiers naturels, et N? le produit N x N muni de la
relation d’ordre : (i, j) < (m, n) si i < m et j < n. Pour tout (m, n)e N2,
nous désignerons par R, le rectangle de N2 : { (i, ) e N2 : (i, j) < (m, n) }.
Si { # > (m, n) e N? } désigne une famille croissante de sous-tribus de &,

nous poserons, pour tout m, n>0: %, = \/ Fom &t F o= \/3",,,,,.

neN meN
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276 M. LEDOUX

Nous appellerons martingale, un processus adapté X = { X,,,,, (m, n)eN?},
qui est une martingale ordinaire relative a la filtration { #,,., meN }
pour tout entier n fixé, et une relative a { #,, ne N } pour tout entier m
fixé. Dans le cas ou la famille { #,,, (m, n)e N?} satisfait a I'hypothése
d’indépendance conditionnelle (F4) de [2], cette notion de martingale
coincide avec la notion usuelle relative a I'ordre sur N2, Nous appellerons
martingale forte une martingale X = { X,,,, (m, n)e N? } telle que

E{an - Xm—l,n - Xm,n—l + Xm—l,n—l I'g'-m—l,oo \ goo,n—l } =0

pour tout couple d’entiers (m, n) > (1, 1).

II. LINEGALITE DE DOOB
POUR LES MARTINGALES FORTES

Dans [/], R. Cairoli observait que I'inégalit¢ maximale de Doob pour
martingales fortes, initialement démontrée a l'aide de régions d’arréts
par J. B. Walsh ([6]), pouvait également étre prouvée par un argument
unidimensionnel de temps d’arrét. Cette observation, convenablement
exploitée, permet en fait d’établir I'inégalit¢ de Doob pour martingales
fortes sous la forme (3.4’) de [3] (p. 314).

THEOREME. — Si X est une martingale forte, alors pour tout réel A > 0
et tout entier k, on a:

5
).P{ sup |an|>4}’}SEE{leklI{w.r?)lg()k_k)rx'""I)Z}}'

(m,n) < (k,k)
Démonstration. — Soit k un entier fixé. Pour A > 0 on définit :

h
}

N

9;

inf{n:n<k sup |X,;|>41} si{
)
{1=0.

T=T4 = {w (m.j)<(k.n s

1l est aisé de voir que T est un temps d’arrét de la filtration { #;,, ne N };
par définition de T :

P{ sup )IX,,,,,I>4/1}=P{'s"1i;z|Xm,T|I(T<w)>4/1}

(m,n) < (k,k

=P{sup| X1, >42}.
m<k

Or Xm.T/\k = ka - (ka - Xm.TAk) 5 {ka - X"LTAk’ m< 1‘} etant une
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martingale de par le caractére fort de X (cf. [/], paragraphe 3), on déduit
de l'inégalit¢é de Doob a un paramétre ([3], p. 314) que :

2P L sup | Xl > 44
(m,n) < (k,k)
SZ/IP{supklxmkl > 24} 4+ 2AP {sup | X,y — Xprarl > 24}
m< m<k
< E { |ka|1{§"‘£|xmk|>2/‘.} } + E {kak - Xk,T/\klI{au(pklx,,,,‘—x,,,,h,,|>2).} } .
Mais puisque :

{gngpklxmk—xm,ml>2l}c{ﬂpklxmkl>i}U{'sngpk|Xm,ml>i},

nous voyons que le membre de droite de I'inégalité précédente est majoré
par :

2E { Ikal l{i\ilzlx,,,,‘|>/'.} } + E { le,TAk|l{§'usph|X,,,k|>/'.} }

+ E{|ka|l{iu£|xmvm|>a} j + E{|Xk,TAk|I{’s"uspk|x,,m|>A} )

La conclusion découle d’'une méme majoration de chacun des trois der-
niers termes de cette somme ; plus précisément, le théoréme d’arrét appli-
qué a la sous-martingale {| X, |, ne N } nous assure que :

E{lxk,TAkll{il;;zlxml>}.} ;
< E{lxk,TAkll(T<oo)} + E{lxkk|l {'s"lilzlx,,,k|>}.,T=oo} }
< E{lxkkII{T<oc}} + E{ ‘kall{,s;uslzlxm,(|>/‘.,"l‘=oo} }

< E{|ka“; SUP | X | > 4} }
(m,n) < (k,k)

ou nous avons utilisé que {T < o0} ={ sup |X,,|>41}.
(m,n) < (k,k)

Par ailleurs, la majoration est évidente pour le deuxiéme de ces
trois termes, et s’obtient de la méme fagon que dans le point précédent
pour le troisiéme. Ce qui acheéve la démonstration du théoréme.

D’aprés J. L. Doob ([3], p. 317), il s’ensuit :

CorOLLAIRE. — Il existe une constante positive C (C < 350), telle que
si X est une martingale forte :

E{ sup |X,,|}<C( +(Sl}pNzE{IX,..,.Ilog+ | X | }) -

(m,n)eN
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278 M. LEDOUX

Il est 4 noter que dans le cas d’une martingale le procédé itératif fait
apparaitre une puissance double du logarithme :

THEOREME. — Si X est une martingale,

E{ sup | Xp|} <61+ sup E{1Xp | (log" | Xp|)}).

III. MARTINGALES FORTES (L*) REGULIERES

Dans [5], R. F. Gundy introduit la notion de martingale (L*) régu-
liére indexée par N, et démontre qu'une martingale (L*) réguliére posi-
tive { X,, ne N } telle que E { sup X, } < co appartient a la classe L log L.

neN
Cette propriété se généralise aux martingales fortes (L®) régulieres posi-
tives a paramétre bidimensionnel.

Nous supposerons que sur les bords de N? (C’est-a-dire si m ou n = 0),
Fun=1{0,Q}.

Si D est un sous-ensemble de N? et X = { X,,,, (m, n)e N? } une mar-
tingale, nous poserons :

X(D) = z z(xij - Xi—l,j - Xi,j—l + Xi—l,j—l)l((i,j)eD} .

i>1 j>1
La martingale X sera dite positive si pour tout i, j, m, n > 1
X(R;; U R, + X0 20,
X(R;; U R,.) + X s'interprétant comme la valeur du processus au temps
composé (i, j) o (m, n); en particulier X est positive au sens usuel puisque
Xomn = X(R,n) + Xoo (mn=>1) et Xoo =E{Xpm}-

Une martingale forte X = { X,,,, (m, n)e N?} est dite (L*) réguliére

m n
si elle peut &tre écrite X,,, = Ugodoo + u;;d;j, ou,
i=1 j=1

l) pour tout l,]Z 1, E{dij‘yi—l,oo V yoo,j—l} =0,

E{di2j|5"_i—1,oov«9’-m,j—1}=1, doo=1 et d= sup [ldijllo < 00 ;
(i,j)=(1,1)

ii) les variables aléatoires multiplicatrices u;j, i, j > 1, sont intégrables
et u;; est mesurable par rapport a la tribu #,_, ; V #; ;.
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THEOREME. — Une martingale forte X = { X,,,, (m, n)e N? } (L®) régu-
liére positive telle que E { sup | Xy } < 00 appartient a la classe L log L.
(m,n)e

Démonstration. — Soit k > 1 fixé. Pour tout m, n > 1, posons :
an = an - Xm—-l,n + Xm—l,k, et )210 = XOO .

Pour l'ordre lexicographique ~ du carré Ry, < {(i,j) ~ (m, n)sii < mou
i=metj<n)), X = { Xpn> (m, n) <(k, k) } est une martingale ordi-
naire (L®) réguliére de la filtration { #,,, V #,—1 ., (m,n) < (k, k) }. Consi-
dérons en effet un couple d’entiers (m, n), (1, 1) < (m, n) < (k, k); sin > 2
Iindice qui le précéde dans I'ordre lexicographique est (m, n— 1), et donc :
)2,,,,, - )N(m.,,_l = Upudmn- Si au contraire n = 1, I'indice qui le précéde est
(m—1,k) ((0,1) dans le cas ou m = 1) et : Xy — Xpm 1k = Umidm1

()~(11 - )~(10 = uy1dyy) .

Par ailleurs, la martingale X est positive ; pour le vérifier, il suffit de
constater que X = X(Rym U Rp—14) + Xoo (myn>1). X est donc une
martingale ordinaire (L®) réguliére positive. En vertu de l'inégalité de
R. F. Gundy ([5], théoréme 2), il existe une constante positive C, ne dépen-
dant que de d, telle que pour tout réel A > E { Xy, } on ait :

AP { su X > 2} 2 CE{Xul(  wp 5oy}

(1,1) < (m,m) < (k,k) LS mDS kb
Comme sup Xom <3 sup Xoun €t Xi = Xi, il sensuit
(1,1) < (m,n) < (k,k) (1,1) < (m,n) < (k k)
que :

A
P X — > CE{Xy,l ;
{(l,l)si‘nlmp)s(k,k) mn = 3} - X x>0}

c’est une routine que de constater alors que X appartient a la classe L log L.

Comme I'a fait remarquer A. M. Garsia ([4], p. 88), il est peut-étre pré-
férable de remplacer I'’hypothése Z,,, = F,, = { D, Q} par la condition
plus générale X, = Xy, = Xo0, Xoo = 0 et Xy0€ L log L. La conclusion
précédente tient encore et ’hypothése d’intégrabilité sur X,, ne peut étre
supprimée comme le montre 'exemple de la martingale X,,, = X,, pour
tout (m, n) e N2.
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