R. EMILION
Théoréme ergodique localdans L, (1 < p < o)

Annales de I'l. H. P, section B, tome 17,n°2 (1981), p. 181-184
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1981__17_2 181_0>

© Gauthier-Villars, 1981, tous droits réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I'l. H. P, section B »
(http://www.elsevier.com/locate/anihpb) implique I’accord avec les condi-
tions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPB_1981__17_2_181_0
http://www.elsevier.com/locate/anihpb
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section B :

Vol. XVII, n°® 2-1981, p. 181-184. Calcul des Probabilités et Statistique.

Théoréeme ergodique local dans L, (1 < p < )
par

R. EMILION

Laboratoire de Probabilités, Tour 56, 3¢ étage,
4, Place Jussieu, Paris-VI¢, 75230 Paris Cedex 05

INTRODUCTION

Soit (X, #, u) un espace mesuré o-fini et soit (T,),», un semi-groupe a
un parametre de contractions linéaires positives dans L (X, #, p) 1 <p< o,
fortement continu. La théorie ergodique locale est I’étude de I'existence

£
de la limite presque siire d’expressions de la forme — j T, fdt lorsque ¢
tend vers 0¥, f étant un élément de L, & Jo

1 &
Kubokawa [2] a démontré que lirgl+ - J T,fdt = f p.p.lorsque T, = L
£ € Jo

Ackoglu et Krengel [/] ont généralisé ce résultat en démontrant que la
limite existe méme quand le semi-groupe n’est pas défini en ¢t = 0. L’intérét
de cet article-ci est de présenter une démonstration tout a fait simple et
différente des précédentes du résultat suivant et de son analogue pour
des opérateurs T, non nécessairement positifs.

THEOREME. — Soit (X, &, 1) un espace mesuré o-fini.

Soit (T,),» un semi-groupe & un paramétre de contractions positives
dans L,(X, #, ) 1 < p < oo, fortement continu. Alors :

1 &
Pour tout feL, (X, #, y)ona lirgl+ - f T,fdt = T(O)f p. p. sur X.
e ¢ Jo

Remarques. — 1) L’analogue de ce théoréme pour un semi-groupe a
n parameétres se démontre comme celui de Terrel [4].
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2) Si T, n’est pas nécessairement positif mais est une contraction de L,
et L, le lemme 1 qui suit s’obtient en utilisant le semi-groupe (T,) d’opéra-

teurs positifs de [2] et par suite le théoréme est aussi démontré dans ce
cas.

LEMME 1. — (T,),»( vérifiant les hypotheses du théoréme, il existe une
constance ¢ > 0 telle que pour tout feL, (X, #, )

1 &€
Sup—JT,fdt <cll fllp
e>0 € Jo p
Preuve. — Posons, pour tout A >0, R,f = J e MT, fdt et
0

S*=sup|/R;f|.S.A. MacGrath [3]a démontré que|| f*||,< -
p
1

—=1

Pour rtelque 0 <t <gonal <ee ' ,donc

1
1 & 8——£—t
—JT,dft<f‘[e T, fdt.

p
CU Sl

€ Jo & Jo
Par suite
f3 1 o —;t
—jﬁfdt<e—J e T fdt
€ Jo € Jo
et
1 &
sup—jT,fdt<ef* pour feLl,
>0 € Jo
donc
1(° ep
sup— | T,fdt|| <——If1l, pour feL,.
e>0 & Jo P p—l

LemME 2. — L’ensemble des fonctions f de L, pour lesquelles la conclu-
sion du théoréme est vraie est fermé dans L,

Preuve. — Démonstration classique qu’on retrouve dans les théorémes
de convergence presque sire. Posons pour ¢ > 0 :

¢ 1
S.f = JT:f'dt, R*f = sup —S,f
0 £>0 &

et

1 1
Rf = lim sup ~S£f——S£,f’.
e—=0* & &

go0+

On a Rf < 2R*f.
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Appelons E Tensemble des fonctions de L, vérifiant la conclusion du
théoréme. Soit f adhérent 4 E ; il s’agit de montrer que f € E. Montrons
d’abord que Rf =0 p. p. Soit ¢ > O0etgeE telque 0 < || / — g|[5 < &>
Puisque Rg =0 on a Rf = R(f — g).

On a aussi

1
MRS > &) = p(R(f — g > &) < u((R(f -8y > ;II A 4 ||§>

<u<(R*(f o> ol f - g”,,)

IR*(f ~ 2[5 ( heL uh > 1) < - ,,p)
||f g”p S1 € p”( > ” ”

< 2Pgc? (lemme 1). Donc u(Rf)? > ¢) < 2Pec?.

< 2Pg

Par suite Rf = 0 p. p. et donc d’aprés le critére de Cauchy hm S S
zf T©)f

est continu en 0. En prenant une su1te £, tendant vers 0 et en sachant que
la convergence presque siire d’une sous-suite, on obtient par unicité de

= 0 car le semi-groupe

existe p. p. D’autre part 111(1)1
=0t

1
la limite : lilaq+ -8, =T()f. Donc feE.
t-nd 8

1
LEMME 3. — Posons M(e)f = —S,f pour e > 0et feL,
€

L’ensemble { M(e)f/f €L, 0 <e <1} est dense dans T(O)L, (image
par T(0) de L,) et toutes les fonctions M(e) f satisfont la conclusion du
théoréme.

Résultat classique démontré, par exemple, par Terrel [4].

Preuve du théoréme. — D’aprés le lemme 2 et le lemme 3 toute fonction
de T(O)L, satisfait la conclusion du théoréme, donc pour tout feL,:

e—0

1 £
llm - J;TzTofdt = To(Tof) p. p.
ou

e~0* ¢

. L E
hm - J‘ thdt = T(O)fs car T,TO = Tt+0 = TO .
o]
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