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Lois stables dans un groupe
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Tour 55, 3¢ étage, 4, Place Jussieu, 75005 Paris-V¢,
Laboratoire associé au C. N. R. S., n°® 224
85, rue de Paris 92190 Meudon (France)

RisuME. — Nous donnons des contre-exemples a trois propriétés des
lois stables dans R ( : 'exposant p est < 2, une loi 2-strictement stable est
gaussienne, une loi p-stable est centrable si p # 1).

Les lois des classes que nous définissons ne sont pas indéfiniment divi-
sibles. Nous prouvons la loi de zéro-un (pour un translaté de sous-groupe
normal) pour une loi stable d’exposant p > 0 quelconque, avec une défi-
nition plus faible que toutes celles connues dans le cas vectoriel.

SumMmARY. — We give counter-examples to three properties of stable
laws in R (: the exponent is < 2, a strictly 2-stable law is gaussian, a p-stable
law is centrable if p # 1). The laws such defined are not infinitely divisible.
We prove the zero-one (for a translated normal subgroup) for all stable
laws, with weaker definition than all that known in the linear case.

1. INTRODUCTION

Si beaucoup de lois gaussiennes sont stables (dans le cas d’un groupe
abélien, mais aussi pour le cas non abélien, cf. la remarque 3 finale), on
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52 A. TORTRAT

peut dire qu’il y a beaucoup plus de lois 2-stables que de lois gaussiennes,
et ceci bien que la loi de zéro-un.

(1 WGx)=0o0ul, G sous-groupe (normal)e B,
soit « trivialement » vérifiée par des lois plus générales que les lois stables
(cf. [4] et [5)).

Cela est assuré par ce qui suit si X admet un tore comme groupe facteur,

et tient a ce que les lois des trois classes dont nous allons montrer I’existence
ne sont pas indéfiniment divisibles.

DEFINITION (1) —— La loi p est dite stable d’exposant rationnel p = m/I
(réduit) > 0, si, n - u désignant I'image de la loi p par I'application x — x”,
et d(a) la loi de Diracen ae X, on a

) nweu=uda,), n=n n"=n" n=23...

La loi u est dite stable d’exposant p non rationnel si u' est définie pour
t=n"(n>2)ett=n"—2(lorsque n” > 2) avec u" = p’u" "2, et vérifie
2 n-u= u"oa,), n=23...

u est dite strictement stable (ou stable et centrée) si dans (2) ou (2) on peut
prendre a, = e unité de I'espace X. Elle est dite « centrable » si une transla-
tion la rend strictement stable (pour la droite réelle R, cela est toujours
vrai si p # 1).

On suppose que (X, B) est un groupe mesurable (: x x x’ — xx’~ ! est
B x B — B mesurable) ou un groupe topologique (séparé donc comple-
tement régulier) muni de sa tribu borélienne B, la loi u étant alors supposée
t-réguliére : alors vaut la formule de Fubini (et beaucoup plus dans le cas

topologique :J f(xy)u(dy) est une fonction semi-continue — supérieure-

ment ou inférieurement, et bornée — avec f).

Comme on va le voir p peut dans certains cas prendre toutes les valeurs
> 0.

LEMME 1. — Les seules lois u p-stables (p > 0) indéfiniment divisibles
(u''* existe pour chaque entier k > 2) sur la circonférence I sont les enrou-
lées de lois indéfiniment divisibles de R, de f.c. ¢(t)

2

(3) Log ¢(t) = iat — %— 2+ j[, [[ei”‘ — 1 — itx]M(dx).

(!) On comparera ces définitions avec celle de P. BaLpl, dans « Lois stables sur les
déplacements de R? », Lecture notes, n° 706, p. 1-9.
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LOIS STABLES DANS UN GROUPE 53

En conséquence, ona 0 < p < 2 et pour p = 2 ces lois sont normales (?),
et centrables si p # 1.

Preuve. — p n’a pas de facteur idempotent. C’est clair dans le cas de (2')
ou les moments sont # 0. Dans le cas de (2) aussi, car les u,(n’ = n') sont
tous # 0, et si u est invariante par la translation e?™/* (k entier > 2), u,, doit
étre nul pour tout n non-multiple de k.

Alors (cf. [3]) 1 admet la représentation de Fourier
2
Log u(n) = ina — %nz + J [em™ — 1 — inx]dM.
[-mnl

d’ou laffirmation de I'’énoncé que u est enroulée de la loi définie par (3).

En particulier on a
2

Log| )| = — = + j[cos w'x — 1]dM.
Or 2

1
J[l — cosn'x]dM < 3 n'? szdM

ne peut étre > n'’? Log (1/p) — ¢?n’?/2 pour tout n’, si p > 2, et pour
p = 2(n’ = n)ne peut égaler (Log 1/p — ¢?/2)n* que si M est identiquement
2

nul et Logp = — %.

En effet 5
bnzzj[l—cosnx]dMs2M{|x|>11}+%j X2dM

|x]<n
implique 5 {
bSPM{|x|>'7} +53(”I),
donc b = 0.

2. LOIS STABLES SUR LA CIRCONFERENCE X

2.1. Pour tout p >0 et 0 < p < /e,
la suite u, = p"? est une suite de moments.

Preuve. — Pour p < 2, la loi en question est 'enroulée de la loi de R
de f c. p'" (t > 0). Soit donc p > 2 et posons

@) u,=p" —u, avec O<u,=p”1—p" ")y<p”,u, =0.

() Pour p < 2, nous ne savons pas si u est enroulée d’une loi stable, si on peut dans 3)
faire dM = Cdx/| x|'*? (C pour x > 0, C’ pour x < 0). Dans le cas strictement stable la
question est : peut-on avoir les moments ¢(n) = ul avec u, = e <t

Ih|<m et |bl/e > tg pr/2
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54 A. TORTRAT

a) Posons p = e~ ?*/2. La « densité » fo(1) (= = < t < m) est donnée par

be

1 x _(I——:V!l;{)"
2af(t) = 2ng,(t) — 2 Zu; cos nt , avec g,(t) = —— Ze 20?
- \/ 2no

—_ 2 2
Posons a, = e~ 2k 1*129%/ /ong,
o0

Aazzak=22aka A;=Aa—a0=a0+zzak (ao =a_,)
-0 0 1
et

(o) = min g,(t).

-

On a
ga’(n) = Aa > C(U) > A:, > dg .

- 2262, /
e(r 2nm) /20/ 271.0.2(1”_1 ou a,

suivant que n est < 0 ou > 0.

En effet on a

o

b) Nous majorons S(t) = 2 Zu; cos nt par

2
X

2 zp"z =20"1+p77 + p™ W 4 ) <2%1 - pY).
2

Pour ¢ = \/5, soit p = 1/e, la minoration ¢(s) > a, suffit pour prouver
f,(t) =0, car on a

2 2 o~ .
o1 < 2na0(ﬁ) = \/;e—n 141,77 e 2467

Comme p*/(1 — p°) décroit avec p et ay(o) croit lorsque ¢ croit de 0 a =,
f, =0 est assuré pour \/5 <o<m
Pour ¢ > 72 on a encore

2
e S 2mag(0) = /2me Mg

< e—202—1r2/20'2 -1 < 620'2—11'2/20'2 _ e—(o'2+1r2/o'2)/2
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LOIS STABLES DANS UN GROUPE 55

Aussi bien on voit par convolution que f,(t) reste > 0, car le demi-
groupe additif engendré par [2, n*] égale [2, 0 ].
¢) Pour p non-rationnel, la loi x4 (de moments u,) ainsi définie est bien
strictement stable au sens de notre définition : il suffit de s’assurer que
w2 existe, comme loi. Or c’est la loi obtenue en remplagant, dans ce
. ) 1
qui précede, p par p’ = p™ "2 (avect = mP — 2 > 0). Puisque p’ < p < —,
e
cela suit de la premiére affirmation du lemme démontrée en a) et b) ci-dessus.

Remarque. — Nous n’affirmons pas f, > 0 pour tout ¢ < ﬁ, et cela
est certainement faux pour ¢ assez petit (quelle est la valeur limite, fonction
de p ?). Ce serait en effet dire u indéfiniment divisible puisque u'/* est obtenue
avec la valeur p'/* au lieu de p, qui 1 1 lorsque k T co.

Question. — Existe-t-il d’autres groupes abéliens (compacts) que les
produits (quelconques) de circonférences, possédant des lois stables d’expo-
sants > 2 ? Lesquels?

2.2. 1l existe (sur I') des lois 2-strictement stables
non gaussiennes au sens de Bernstein (%).

! N
Zon(l) = —~[1 +2 Ee mo%12 cos (nt — nzb):!
2n
1

pour la « densité » de la « loi » de moments

Posons

al

) ~Z b
u,=u} ,n=2,u;,=e * ,|b|<m.

Cette densité est > 0 sur un fermé F, de valeurs de b, non vide car son
minimum en t est une fonction continue de u,. F, contient donc un plus
grand intervalle { b :|b| < b, } . Plus précisément on a

N vy b b
2n(g,(t, b) — g,(t,0) = 4 Z e "2 gin 117 sin <nt —n? 5),
1

20

def
en || < 426‘"2“2/2 = 45(0).

1

(®) Nous donnons un résultat plus précis que ce fait brut, I’existence, dont nous
devons I’argument a M. J. P. Kahane.
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56 A. TORTRAT

Par convolution on voit que b, croit avec ¢ et kF, 4 < F, donc
) kby g < b, .

1< o )l b
ITEAYN.
. Ny A7) T
(5) ne peut étre une égalité (pour un o et tout k) car ul®* = ¢ V¥ " serait

le premier moment d’une loi 2-strictement stable (pour tout k) si u; en est

un. La loi p de densité g, serait indéfiniment divisible donc normale sui-
vant le lemme 1.

Pour ¢ > m, b, = 7 :toute valeur de b est permise. Ainsi b(rc/ﬁ)< g , pour
un k > 2 au moins. En effet dire e"‘z’z"z/n\/z = l/n\/Z;é > 2S/n équi-
vaut a S < 1/2\&; (avec S = S(n)). Or on a

o

S = E e—nzﬂ:z/Z < e—n2/2 + e—4n2/2/(1 _ e—SnZ/Z) £ e—nZ/Z

1 S
— e < 1)2/2ne ~ 1/5,/e.

(On a utilisé EPHZ < p1 — pS)).
2

Les lois u ainsi obtenues ne sont pas non plus gaussiennes au sens de
Bernstein (cf. [/], [5]) car celles-ci sont ou normales, ou périodiques :
ont des moments nuls.

2.3. 11 existe sur T des lois p strictement stables
(p <2, p# 1) qui ne sont pas enroulées de lois stables de R.

La preuve est la méme que pourp = 2 :

Soitu, = u? (n > 0)avecu; = e “*? et g, ,la « densité¢ » donnée comme
ci-dessus, avec n” au lieu de n? (et ¢ au lieu de ¢2/2).

n . . :
On sait que pour |b| < ¢ thp,e"“"‘"”’ (t > 0) est la f.c. d’une loi

.. n
de R de densité n(t) dont I'enroulée est donc g (). Ainsi pour c tg 3 p=n
il n’y a aucune restriction a 'argument de u;.

Pour b = ctgg p (par exemple) on a affaire a la loi stable unilatere;

le plus petit intervalle contenant son support est R si p > 1, et [0, oo si
p < 1 car en ce dernier cas on a

” inx Cd'x
LOg u, = (8 - 1) METE

0 X
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LOIS STABLES DANS UN GROUPE 57

Ces lois sont unimodales. La densité continue 7n(t) ne peut donc s’annuler
qu’en O pour p < 1, et nulle part si p > 1, et la densité enroulée g, ,(t) est

.. v
partout # 0, son minimum est > 0 pour |b| = ¢ tgi p et I'est donc encore

pour des valeurs un peu plus grandes de | b | { supposant c tg g p< n).

. . T
Mais nous ne savons plus dire lorsque c tg 7 p < m (comme pour p = 2)

si ces lois (et lesquelles ?) peuvent étre indéfiniment divisibles : si Logu,
peut étre représentée suivant (3) (avec t = n).

2.4. 11 existe des lois 2-stables non centrables.

Les égalités entre arguments écrites ci-apres, sont bien sir a entendre
« modulo 27 ».

LEMME 2. — Si une loi u est p-stable (p = myl), elle est centrable (en €”)
si et seulement si on a (avec les notations de (2))

6) u, =p"et avec (6") b,—n'by=@m —n"0 (p>0).

Si b, =0 (et p # 1), u n’est centrée que si tous les moments u, d’ordres
n’ = n' sont positifs.

Preuve. — Soit { une v. a. de loi u vérifiant (2) avec q;, = e“”f.
On a .
e Gee®™  (les {; indépendantes de loi p)

donc . '
E(:"k — (Ecn’)k”em'ﬂk.

Prenant les modules et n = 1 on obtient |u, | = p* (avec p = |u, |), et
pour les arguments

() bu=n0,+k'b, = (') by — k'b, =n""(b, — k’by), netk=>1.
(7") wimpose pas (6’) sans 'hypothése de centrage : si p est centrable, posant
u; = epe’’, on a
Uy = ein’@(peiy)n”
soit
by=0+y et b,=n0+n"y =b,=@m —n") +n"'b,

Nous prouverons I'existence de u non centrable (pour p = 2) en trouvant
une loi avec by, = b, =0, by # 0.

Vol. XVII, n° 1-1981.



58 A. TORTRAT

LEMME 3. — Une loi 2-stable ne peut avoir ses premiers moments
Uy, ..., U positifs, avec k > 3 et u, non positif ( : b, # 0) que si k est
premier. De plus b, = 0 pour n pair ou n produit de facteurs premiers < k, et

(8) n=mnypy, ..., p avec ny impair et p; premiers impairs > k
1

iby __
=€ "'| |8IJ-"

1

ouless, = e = + 1 peuvent étre choisis arbitrairement (tout p premier
impair > k). On obtient ainsi toutes les lois 2-stables avec u; et u, > 0
mais non tous les u, possibles (cC’est-a-dire dont les moments satisfont
aux relations (6) de stabilité).

Preuve. — i) (7') assure
) by — kb, = n*by, by — nb, = k*(b, — nby).
Pour 2 < n < k on a donc b,, = n*b, = nb,, soit
(10) n(n — 1)b, = 0 (modulo 27), n<k.

Ainsi (faire n = 2)b, = et b,, = 0 pour n pair et = pour n impair (n < k).

ii) Plus généralement b,,, = nb,, si n < k, donc b, =0 si n a tous ses
facteurs premiers < k, et k est nécessairement premier (> 3 par hypothése).

Soit p premier > k. (9) donne n(n — 1)b, = p(p — 1)b,, donc (prenant
n=2)e" =¢, =+ 1. Soit n = mp. (9) donne b,,, = p*b,, + mb,. On voit
donc que b, = 0 ou =, soit € = ¢, avec ¢, = &,¢, Si m est impair, &, si
m est pair. Ainsi, vu ¢,, = 1, ¢, = 1 sin est pair et sinon ¢, = Ilg, le produit
des ¢, étant pris sur 'ensemble des facteurs premiers > k de n, C’est (8).

LEMME 4. — Prenant k = 3,¢3 = — 1 et tous autres ¢, égauxa 1, p = /e
(soit ¢ = 2), on obtient une loi 2-stable non centrable.

Preuve. — La densité de cette loi est donnée par

2nf(t) = 2 t) — S(t),
. 7 (1) = 2mg ;5 (1) — S(0)

S(t) = 4 2 e " cos nt (t=0,1,...m=12...),

n=321+1,y

car les u/, de (4) valent 2¢ ~"* lorsque I'exposant de 3 dans la décomposition (8)
de n est impair (et sont nuls sinon).
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LOIS STABLES DANS UN GROUPE 59

On a dong, avec la méme méthode de majoration de S qu'en 2.1 et 2.2.

1S()]| <4 \ e_9'2<i 1 +__1___>
= = e27(1 _ e—45) :

Cette majoration est & comparer a 27zc(ﬁ) > ﬁe"‘z/ 4 soit

T 27 —45
n 'l —e™ ™)
é, €6’533. D \/

REMARQUE 2. — Il est clair qu’avec des valeurs de k assez grandes on
obtiendrait des valeurs de ¢ arbitrairement petites. 11 semble bien que, par
continuité, on puisse de cette méthode déduire I'existence de lois stables
non centrables d’exposant voisin de 2. Il est clair aussi que les lois de 2.2
et 2.4 sont autant de « contre-exemples » au théoréme de Cramer-Lévy
(cf. un tel contre-exemple, p. 359 de [I]).

3. LA LOI DE ZERO-UN

Dans [5] (cf. aussi [4]) nous nous sommes limités a I’exposant p ration-
nel, implicitement supposé < 2, mais cela n’intervenait pas, et le § 2.1
montre que c’est une restriction, non nécessaire.

Nous reprenons la question pour compléter les résultats de [5] et en
particulier couvrir complétement le résultat de Krakowiak qui doit (dans
le cas vectoriel) supposer u' défini pour des t irrationnels (cf. [5]) méme
pour un exposant p rationnel. Nous nous limitons a la définition (moins
restrictive) donnée dans l'introduction et seule utile pour obtenir (1).

THEOREME. — i) Si le groupe X est abélien, (1) vaut si (2) ou (2’) (suivant
que p est rationnel ou non) sont vrais pour des n multiples de tout nombre
premier (avec dans le 2° cas n? > 1).

ii) Si X n’est pas abélien, mais p rationnel, (1) vaut si (2), avec a, = e,
vaut pour des n multiples de tout entier (avec la restriction Gx = G si
p=1.

i) Si X n’est pas abélien, mais u symétrique, (1) vaut (pour tout p > 0)
si (2) ou (2) valent pour des n multiples de tout entier (avec n” > 1 dans
le cas de (2')).

Ainsi (1) vaut pour toute loi stable dans le cas abélien, et dans le cas non
abélien pour toute loi stable et symétrique, ou strictement stable d’exposant
rationnel.

Vol. XVII, n° 1-1981.



60 A. TORTRAT

Preuve. — a) Considérons une relation (2) ou (2’), avec n’’ ou n? > 2
(ce que permet I'hypothése). Elle s’écrit

nop=pu, ou nep=puy avec cp divise y'.

Alors, comme dans [2], cette relation de convolution appliquée dans
X = X/G a un atome-point a de u (a = Gx, u(Gx) supposé¢ > 0) tel que
n-p(a@") ou n’ - pu(a™) égale n maximum donne

11) ,u(a"bi“)=11,§‘u’(b,-)=1, i=1...1.
d

1

Ainsi y’ est discréte, de support B fini, donc p également (puisque u
divise i') : payant au plus I atomes en a I exactement, ceux tous égaux de (11)
(et n = 1/1). Ce point est assuré dans les trois cas du théoréme.

b) Soit X abélien et v = upn la loi symétrisée de u. On a

ui(G) = [uGx))* > 0,

et v est strictement stable (de méme exposant p). Ce qui précéde donne,

pour v, dans X, un support symétrique fini A contenant I'unité ¢ de X.
Posant A2 =C,on a

(12) A = Ca = aC pour tout a (donc a™!) de A,

car pu? étant un facteur de n-pu, A’a exactement I éléments (comme
n-A={daaeA})

Donc (faire a = ¢) A = C et le demi-groupe fini A = A? est un groupe G.
G est un produit de groupes cycliques d’ordre pj = p¥ (p; premier), avec
I = IIp’

Si (2) (ou (2')) vaut pour un autre n’ = n' (ou n) divisible par un de ces p;,
n-G (oun- G) a au plus I/p; éléments ce qui contredit le fait que n” ou n”
étant > 1, le support n’ - G (oun- G) de n’ - u (ou n- p) divisible par u doit
avoir au moins I ¢léments. Ceci prouve i).

ii) Est prouvé dans [4] (la preuve est moins simple, surtout dans le cas
p> 1, les trois cas p> 1, p <1 et p=1 sont a étudier séparément), la
restriction, implicite dans [4], p < 2 n’intervenant pas dans la preuve.

¢) Soit X non abélien mais yu symétrique. Nous revenons a A support de u
dans X, obtenu en q). Posons encore A2 = C. A étant symétrique A? I'est
et contient 'unité ¢ de X. Pour la méme raison qu'en b) on a (12). Alors

CcC?=aAAa=aCa = C*=C, C est un groupe G.
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LOIS STABLES DANS UN GROUPE 61

On a a®' = ¢ pour tout a de A, et si 21 divise un autre n vérifiant (2'), n- A
est réduit a ¢ et ne saurait étre le support de u""8(a,) avec n® > 1, ou u""d(a,)
(il est équivalent de dire les n de (2) ou (2') multiples de tout entier n ou de
tout entier pair).

REMARQUE 3. — La définition d’une loi gaussienne dans le groupe locale-
ment compact non abélien X (cf. [1], p. 427) est assez restrictive. Elle cor-
respond a celle de Parthasarathy dans le cas abélien, en impliquant qu’un
demi-groupe continue y' (au moins) existe, et que u soit sans facteur idem-
potent. Il est clair que ces lois sont 2-stables, au moins dans le cas ou u
est symétrique ( :la partie linéaire de la fonctionnelle génératrice — cf. le
Théoréme 4.5.9 page 308 de [I] — est identiquement nulle).
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