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Sur Pespace H,
de martingales réguliéres (0 < p < 1)

par

Jui-lin LONG

Académie des Sciences de Chine,
Institut des Mathématiques,
Pékin (République Populaire de Chine).

RESUME. — On va établir plusieurs résultats relatifs aux martingales
dans H,(0 < p < 1) sous une hypothése de régularité, appelée hypothese (T)
(ou sous une hypothese plus faible (T’)) : la décomposition atomique de
martingales dans H, (d’aprés Coifman); le réarrangement de martingales
dans L' n H,, (d’aprés Davis), etc.

On va montrer que 'hypothese (T) est en fait une conséquence de la
condition simple de régularité suivante :

E(F)| &) < dEW(F) | Fn-1) > pour F € § quelconque.

On regular H,-martingales space (0 < p < 1).

ABSTRACT. — Several results concerning H,-martingales (0 < p < 1)
have been obtained under a hypothesis of regularity named hypothesis (T)
(or under a weak hypothesis (T)) : the (Coifman) atomic decomposition
of H,-martingales; the (Davis) rearrangement of L' n H-martingales, etc.

The hypothesis (T) is in reality a consequence of the following simple
condition of regularity:

EA(F)| §,) < dEA(F) | §,_,), forallFe§.

Soit (Q, &) un espace mesurable muni d’une mesure y positive compléte
o-finie et d’une famille croissante { &, }*, de sous-tribus vérifiant les

conditions suivantes : § = \/ &n; N, est engendrée par tous les
n
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124 J. LONG

ensembles négligeables, et Vn e Z, u est o-finie sur §,. Quand | Q| < oo (*),
on prend | Q] = 1et F, = &, pour n < 0. Pour fixer les idées, supposons
que | Q| = oo.

Comme Edwards et Gaudry [/] 'ont montré, on peut définir 'opérateur

d’espérance conditionnelle f, = E(f | §,) pour f € U L'(Q), et cet opé-
1<r<w

rateur satisfait aux propriétés habituelles (voir [/] § 5.1.4).

On dit qu’une suite ( f,)°,, de fonctions dans U L'(Q) est une martin-
1<r<w

gale, si(f,) estadaptéa { &, },et E(f, | &n) = fn pour m < n. On dit qu'une
application t de Q dans Z est un temps d’arrét (t. d’a. en abrégé), si
{1 =n}eg, Pourun t. d’a. r quelconque, désignons par F, la sous-tribu
{Fe®:VneZ, Fn{t<n}eg,}. Evidlemment, les propriétés fonda-
mentales concernant t et §, ont encore lieu comme dans le cas ot | Q| < 0.

Dans la théorie des martingales, I'introduction de t. d’a. constitue un
outil puissant. Aussi, dans ce papier, nous faisons une hypothése concer-
nant t. d’a. comme suit : pour tous les processus positifs (y,)*, et tous les
4> 0, vérifiant | { y* > 1} | < o0, il existe un t. d’a. 7, tel que

(1) [{ta<oo}|<d|{y*>4}|, d=1 uneconstante,
(2 {v*>i}lc{t, <o} (modulo mesure de zéro),
A3) P {T<0})< A,

4) Sl Ay = Ay, alors 1,, > 1,,.

Dans la suite, on dit qu’on a I’hypothése (T) si les conditions (1), (2), (3), (4)
sont satisfaites, qu'on a I’hypothése (T’) si seulement les conditions (1),
(2), (3) sont satisfaites.

Dans notre papier [2], on a étudié les ®-inégalités avec poids sous 'hypo-
thése (T"). Ici, on étudie quelques autres problémes concernant les martin-
gales dans H, aussi sous cette hypotheése, soit (T), soit (T").

Le paragraphe 1 est consacré a la décomposition atomique de martin-
gales dans H, sous I'hypothése (T). Aprés C. S. Herz et R. R. Coifman,
Bernard et Maisonneuve [3] ont obtenu la décomposition atomique de H;
(continue), Hj (dyadique) et H} (gauche, cest-a-dire prévisible). Nous
étudions cette décomposition pour H, (0 < p < 1) et sous I'hypotheése (T).

Dans le paragraphe 2, nous considérons le réarrangement f;de feL' nH,
d’aprés Davis [4]. Sous I'hypothése (T’), nous établissons la L?-intégra-
bilité de lj

X

fdt)dt pour feL'nH, que Davis a établie dans le cas

classique.

(*) Dans ce papier, |F| désigne la u-mesure d’un ensemble mesurable F; C, avec
des indices ou non, désigne une constante qui varie de place en place.
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SUR L'ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 125

Dans le paragraphe 3, on donne quelques résultats concernant des mar-
tingales dans H,, sous I'hypothése (T’) aussi.

Dans le paragraphe 4, on montre que ’hypotheése (T) est une conséquence
directe d’une condition simple de régularité appelée condition « R » dans [2].

1. DECOMPOSITION ATOMIQUE DE MARTINGALES
DANS H, SOUS L’HYPOTHESE (T)

Définissons H, = { martingale f = (f)%,: f* =sup| f,|eL?Q)},

0<p<1, avec la norme || f [y, = || f*|[,, Cest un espace vectoriel
métrique.

Draprés [3], on dit qu’une fonction a e L*(Q) est un p-atome, s’il existe
unt. da. ttelque al({t=0})=0,|{t<00}|< 0,et

_1
6 al({n<t})=0 (a,=E@l&) et lal,<[{r<oo}|?.
THEOREME 1. — Soit f € L' " H, (0 < p < 1), alors il existe une suite { ; }
de réels positifs et une suite { a;} de p-atomes, telles que f = Z Ajaj, ou
=1

la série converge ponctuellement et dans H,. On a de plus

(6) I, < Zif <Cdll f If, -
j=1

Preuve. — Pour le processus (| f, ), et pour A = 2¥ ke Z, définissons
t. d’a. t, vérifiant (1), (2), (3), (4). D’aprés (1), (4), on a ;}Lm T, = 00, et donc

gim fo. = f; d’apres (3), on a klir_nr f+. = 0. Alors on obtient la décompo-

sition suivante :
o0

™) f= Z (foe = Jad)

k=—o0

ou la série converge ponctuellement.
Désignons

1 1
=21 {1n_ <o} et ak=/1—(frk
"

Alors g, sont tous p-atomes. En effet, d’aprés (2), (3), (4), on a

= Jae NM({ 1=y < 0 } ).

lalls <1 {t-y < o0} |7 1P

Vol. XVII, n° 1-1981.



126 J. LONG
et

1
(@ d({n<7_y}) =7 uan = fosadl{n < 51 }) = 0.
k

Désignons o(2) = | { f*> A}|,ona

Zi,’jstz“‘“’Pl{f* > 2k 1y

kg 2k+1
< deZJ A lo(Adh = Cud|l f I,
2k

c’est la deuxiéme inégalité de (6).
Maintenant, démontrons la premiére inégalité de (6) et la convergence
0

dans H, de la série f = A

— o0

D’abord, remarquons que pour tout p-atome a, on a Ja*"du <1
Q

Ensuite, remarquons que nous avons non seulement (7), mais encore

(7,) fn=2(ftk/\n_f;k_lAn)=Zlk(ak)nv —0o<n< w0,

avec les séries convergeant ponctuellement, car ,!im T, = 00 et
S
lim | f,, ,,| < lim 2*=0
k= oc k= — o0

(parce que f, e L1, || fo, Il < 2°et £, . = E(f, | &) Alors on a

0

f* =sup| f,l szlka?,
et donc —
I f 1k, < zlfja;:“’du < Zﬂ,g.
Q

Pour la méme raison, on a

e}

(f - f;N_l)n = E Ak(ak)n et (er)n = Z j'k(ak)na —o<n< o,

k=N k=—o0

Annales de I Institut Henri Poincaré-Section B



SUR L’ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 127

et donc

oC

i 1~ fu I, < Jim ) =0,

N

et
M

Jim | £ 1R, < lim Ziﬁ =0.

— oG
o

Ce qui montre que Z Jxay, converge dans H,, vers f.

—
e 2] [e¢)
Enfin, on réarrange E Ay €n E ujb; on obtient ainsi la forme défi-
- j=1
nitive que nous voulons. Ce qui termine la décomposition du théoréme.

COROLLAIRE 1. — Désignons

e e}

1
H, = {martingalesf =(£)%. :S(f) = (ZIAJ’,,P)ZGLP},

avec la norme || f |lg, = |IS|l,. Alors on a H, = ﬁp et

IS llw, < Cdll flls, O<p<1).

Preuve. — il suffit de remarquer que pour tout p-atome a, on a

J S(a)yPdu < 1,
Q

0
— W 1
f= E sa;eLt nH,,
1

| fi— fi-il < Z%’H%’)i _(aj)i—l [,

J

S(f) < szsm,.).

J

et que pour toute

on a

et que

Remarque. — En imitant [2], on peut démontrer H, = I:Ip dans le cas
ou | Q| = oo, sous ’hypothése (T").

Vol. XVII, n° 1-1981. 5



128 J. LONG

Maintenant, étudions la décomposition plus fine de martingales dans H,
atomique régulier. Pour cela, on se place dans le cas ou &, est engendrée
par des atomes { I{" } vérifiant

m;

= +1) .
=

J=1
D > | I | (quand I"*D < IM), 0 < a < 1;et 0 < o, < | I | < o0,
pour tous i, ou a, «, sont constantes. Dans ce cas, pour toute martingale
(/W2 et pour tout neZ, il existe re J1, 00|, tel que f™ = (f,,.,)eH,,
car il existe ro € [1, 0o [, tel que f,e L™ n L". Alors quand f e H, 0<p<l1,
ona f"eH, N H,. Donc, il nous suffit de considérer la décomposition
atomique pour f € H; nH,.
Dans ce cas, désignons
3 = {tous les atomes I{”, — 0o <n<o0,i=1,2...}.

Nous disons qu’une fonction ae L*(Q) est un p-atome strict, s’il existe
un Ie 3 tel que

(@) a({Q-1})=0, jad#=0, lalle < 117",
Q

THEOREME 2. — Soit f € Hy; n H,,. Alors il existe une suite { A } de réels
positifs et une suite { a\’ } de r-atomes stricts avec r = 1 ou r = p, telles que

o0
AVaV = JPa'P) et f = E a0, ou la série converge dans H,. De plus,

on a les inégalités (6).

Preuve. — Comme dans la démonstration du théoréme 1, on a

f= E(ﬁk = fae {1y < 00 ).
Remarquons que

KL
{r < o0} =\ i,

i=1

( ) ~ e e N , .
avec [}*?e3I N §F, , N F,,_, disjoints deux a deux, pour k fixé. Désignons

1
aty = 77 U = fu U,
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SUR L'ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 129

et A= 2K LIk |1 Alors chaque af); est un r-atome strict associé
I(lk,n En effet, puisque I/ e §,,_, ona

1

[T 0 = Blal 1By JUIS)

10k, j)

=)(_r)E((f;k - f;k_l)tg‘rk_l) ( (lkj)) 0.
“k,j

Alors on obtient la décomposition atomique de f suivante

[o 0] o0
_ (
;- Z Zm 0.
k=—o0 j=1

D’abord, démontrons la deuxiéme inégalité de (6). On a

®) Zz(zszy)' _ Zz““mrk-l <o)< CAl Tk
—oC 1 — o0

Maintenant, démontrons que la série double E A af); converge vers f

dans H, et que || f |l < Z ()

k.j
Remarquons que tous les r-atomes stricts sont dans la boule unité de H,.
Alors, d’apres (8), on a

Jm [ endyyacs gm Y Y wy-o.

(k,j)¢[—n,m]x[1,1] (k,j)¢[—n,m]x[1,1]

Prenant r = 1, on a que

— (1) (1)
gn,m,l - '1 ai,]
k=-nj=1

converge vers une limite g dans H,; (parce que H; est complet), et donc
dans L! aussi. Alors

(g - gn,m,l)i = é § );clfj)(agl))l’ — 00 <i<o0,
(k,j)¢l —n,m] % [1,1]

avec la série convergeant dans L!. Quitte 4 extraire une sous-suite, on a

3
(g - gn,m,l) < § § Agcl,);a;c’ij)* 5
(k, )¢l —n,m] % [1,1]

Vol. XVII, n° 1-1981. 5*



130 J. LONG

alors g, , s converge vers g dans H,, aussi. Puisque f est la limite ponctuelle,
onag= f, et que

I, < 11m N &nmilli, < ZZ 20
En réarrangeant Z z Aal) en Z AMal, on termine la démonstra-
tion. — = :

COROLLAIRE 2. — Soit { &, }Z, atomique et réguliére, avec tous les
atomes 1 étant des cubes de R¥ dont les cotés sont paralléles aux axes.

Alors pour 1 <p=<lonaH,cH, (lindice c désigne « classique »

selon Stein-W eiss).

Preuve. — D’aprés le théoréme 2, pour feH, n H,ona f = Zi ia;

ou la série converge dans H; (et donc dans L') et dans H,, =

Z?-f’ <dC,|l fIIf, -
j=1

Alors pour les transformées R; de Riesz, on a

)] Ri(f)=Z/1jR,-(aj), i=1,...,k,

ou la série converge dans L*D) avec 0 < « < 1 et D ensemble compact
quelconque de R*. Quitte & extraire une sous-suite, on a

Ri(f)lsz)'lei(aj)l, i=1>-‘-ak)
Jj=1
sur tout ensemble compact, donc sur R* tout entier. Alors on a

(10) g, <C ZII RN =<C ZM’ < Cud |l f 11, -

j=1

k
—— < p < 1 (voir Coifman et Weiss [5], p. 586).

car||Rfay ||, < C, pour P

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section-B



SUR L’ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 131

Comme H,; n H, est dense dans H, et que H, . est complet, alors on
peut prolonger I'opérateur continu d’identit¢ I:H; nH, — H, . en un
opérateur continu sur H, dans H, .. D’ou le corollaire.

Remarque. — On a aussi le méme résultat pour T* en se référant a

1
Stein [6]. Davis [4] a montré H,(T) = H, (T), 3 <p<l

2. LE REARRANGEMENT DE FONCTIONS
DANS L!nH,; D’APRES DAVIS

Récemment, Davis [4] a caractérisé la fonction de distribution de
feLl'nH,,0<p<1,en montrant le résultat suivant.

ProposITION. — Soit feLY(T)nReH, . E(f) =0, alors

1 (> p
(11) J —J Jdode | dx < C, |l f I, »
01X J-x

ou fy est le réarrangement de f qui est décroissant sur [0, 2m].
Réciproquement, soit f € Re L(T) telle que

(fr

0

P
dx < o0,

1Jx Sa(t)dt
X J-x

o

alors f;eH, etona

(12) Il fallg,. < Cpq

0

4

P 1
dx+||f||§>, §<p$1.

1 X
—J f{o)de
X J-x

Il I'a aussi montré pour H, (RY).

La premiere assertion de cette proposition peut avoir lieu pour des
martingales générales. Nous voulons I’établir sous I’hypothése (T).

Soit f une fonction réelle définie sur Q, on désigne par f; la fonction
réarrangée de f définie sur R vérifiant

J4 = 0, décroissante sur [0, oo ;

f4 < 0, décroissante sur ]— o0, 0[.

THEOREME 3. — Supposons que I’hypothése (T’) soit vérifiée. Soit

feL Q) nReH,, 0<p<l,
alors on a

(11 f )

Vol. XVII, n°® 1-1981.
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132 J. LONG

Preuve. — Désignons f, = E(f|&,), f* =sup|f,|, g = ()",
g =supg, = (sup f)*, h=(f)", h* =suph, = (— inf f,)*. Alors
* = max (g*, h*)eL?, f, - f,p.p.,et E(f) = 0. Pourle processus (g,)* .
et pour 4 > 0, définissons le t. d’a. 7, vérifiant (1), (2), (3), c’est-a-dire
Hu<owoll<dl{g*>1}l,
(f>2je{supfi>2}={g*>i}c{n<w},
fAl{n<o})<g,l({r,<0})<i.
Alors, on a

(13) j .fdu=J Jodu<d|{t, <o} |<di|{g*>i}|=dla(}).
{ {

T4 <} A< 0}

0

Désignons 0, = sup { x : fy(x) > 4} . Les deux fonctions J Sax)dx et
@

M0; — ¢) sont continues en ¢ € ]— o0, 0], et respectivement décroissante,
croissante par rapport a |¢| (¢ < 0). Puisque

0, 0 o 6,
Six)dx > 26, et — J Six)dx = J Sdxdx = | fix)dx,
0 -® 0 0

il existe ¢; < 0 uniquement tel que

0,

(14) Jdx)dx = 20, — ¢,).

A

Désignons iy, = 0, — ¢, alors ; est une fonction décroissante en A€ ]0, oo [.
En effet, soit 4 > /', alors 0, < 0,, et ¢, < ¢,, la derniére inégalité est
obtenue par I'inégalité suivante

0 4 0 (2%
J = - J + j + j > M0; — @) + X0, —0) > 20 — ),

¢ er Jon o o pour @€ [¢;,0[.
Drapres (14), on peut contruire

E={f>i}u{f<B}UF, Fc{f=B}, PB<O,

tel que |{ f<B}UF|= — ¢, alors on a
(14) j Jdu =7, = AE[,
E
15 du = inf du .
(15) Lf K F:FD{flr}.),|Fls|E| Jva #

Annales de I’ Institut Henri Poincaré-Section B



SUR L’ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 133
Alors, de (13), (14") et (15), on peut déduire

(16) Vi< dl{g*>2}|=do(d).

En effet, quand j fdu SJ fdu, alors (16) est déduit de (13) et (14');
E {

A< o0}

sinon, (16) est déduit de (15),car { f > 41} < {1, < 0 }.

1 2n +
Désignons a, = <sznfd(t)dt> . D’abord on montre que ¥, > 2"

lorsque a, > 0. En effet, quand 6,, > 2", ona y,, = 0,, — @,, = 2"; quand
0<0,<2,ona

O 2n 2n
j fd([)dt ZJ\ - J = 2n+ 1“7: - an(zn - 90:") = an(eat,l + 2n) )
—2n -2n O
ce qui entraine ¢, < — 2" et donc y,, > 2"

Pour tout Ne Z*, définissons j, = N, j, est le plus grand entier k < j,
vérifiant oy, > 20, (s'il existe), . .. j;+, est le plus grand entier k < j; veri-
fiant o;, > 2a,,...,alors on a

Ji+1

N o

ji ji— i1+ 1
E 2"l = E (2i? + Ptk L+ 2l
-0 i=0

4

<+ 2")22f*a5~’.. <@+ 2P)Zwaj,a5’.. < CZf Y da
i=0 i=0 ;

A i
i=0 %

jio *

< Cpallg* I,

o0 1 o N ,
Zz((z#J .,fd(f)df> ) < Cpall /1l -

- 00

et donc

En considérant — f, on a aussi

e o] 1 2n -\pr
ZZ«T L”.ﬁ(t)dt> ) < Cpall £ 1,

- o

Vol. XVII, n° 1-1981.



134 J. LONG

D’aprés I'inégalité suivante (voir [4])

oC n
17) CI,ZZ‘““’) f Ja
_2"

0 14
dx

p
—CprIIZSf

0

1 X
‘,J Ja
X )y
o0 an
co S|
_ZH

on obtient (11’). Ce qui termine la démonstration du théoréme.

p

+ Gl fIF,

Remarque. — Réciproquement, soit f eRe LY(Q) telle que
1 X
—J fd(t)dt € LP(O’ CX)) ’
X J-x

est-ce qu'on peut en déduire qu’il existe un réarrangement f, de f, défini
sur €, qui est une martingale dans certain H,. Pour le cas classique la
réponse de Davis [4] est « oui », comme suit :

THEOREME 4 (Davis). — Soit feRe LY(RY (ou feReLY(TH) telle que
1 X
— j fat)dt € L¥(0, o)
X J-x

k
(ou e L¥(0, 1)), i < p < 1, alors il existe une fonction réarrangée f, de f
définie sur R* (ou T*) telle que f, e H,.
Preuve. — 11 suffit de considérer R2. Définissons un réarrangement f,
de f vérifiant
Jfr=0poury>0et f, <0poury<0:;
Jdx0, )= fi = x0, y) = Jolx, £ x0)= Crp pOur 0 < |y| <, — Xo <X < Xo;

C,, est décroissant en x, pour y > 0, et croissant pour y < 0. Considé-

rons une famille { &, }*, croissante de sous-tribus de B(R?) avec §F,
engendrée par
Pour n> 0

1 1 1 1
I = [— 7 ?[ X [— ?,?[et tous les I xm

k k+1 m m+ 1
—_— M *,M bl
[K+2"’K+ > [X[ T M [

sauf 4 carrés correspondant A K = M = 0; k. m = — 1, 0;

)

Annales de I’Institut Henri Poincaré-Section B



SUR L’ESPACE H, DE MARTINGALES REGULIERES (0 < p < 1) 135

Pour n <0:
IO = [— 2, 2 [ x [— 21, 20" et tous les I{"),
= [k2", (k + 120 x [m2", (m + 12",

sauf 4 carrés correspondant a k,m = — 1,0.
Alors, on peut montrer sans peine que f, € H,, ou H, est relative a {&nt-
D’aprés le corollaire 2, ona f,eH, .

Remarque. — Cette démonstration est un peu plus simple que celle
de Davis [4] qui n’est pas directe.

3. QUELQUES RESULTATS SUR L’ESPACE H,

THEOREME 5. — Supposons que hypothése (T') ait lieu. Soit f € LY(Q),
f =0, alors pour tout Ay > 0, on a
1

1
(18) ——Hfl|1+—J f*d/lsj flogtj:dﬂﬁdf f*du.
2 2 Jipe> 200 > o) Ao 1> o}

Preuve. — Pour (f,)2, (f, = E(f | &,) et pour 1 > 0, définissons un t.
d’a. 7 vérifiant (1), (2), (3). Alorson a

fdusf fdu=J fdu<di|{ f*>i}| = dio(d).
{ {t<o0}

JI> A < w}
Donc
301 r 0
J - fdudi <d f a(A)d2.
Ao A US> A o

= dj f*du—diga(Ze) < dj f*du,
{f*> 2o} {

f*>)'o)
/ .
flog=—du<d f*du.
1> Aol Ao > 2}

La premiére inégalité de (18) a lieu sans 'hypothése (T”) et la positivité
de f. Eneffet,ona

o(ft)ng | fldu, pour feL!.
{in1>3}

c’est-a-dire

Donc

« 2
J a(2)d/. < ZJ‘ | fllog |/1f | du,
Fo {1n>%) °
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c’est-a-dire
1 1 [f]
——||f||1+—J f*d#SJ | f1log——dpu.
2 2 Jiprs i, (151> Ao} o

Remarque. — Gundy [7], Garsia [8] et Neveu [9] ont aussi obtenu ces
résultats avec un peu de différence deux a deux. Stein [6] a étudié le cas
classique.

Maintenant considérons des réarrangements de fonctions et la classe
Llog* L lorsque |Q| = 1.

THEOREME 6. — Soit (Q, §, t, { & }ns o) atomique et régulier avec | Q| = 1.
Soit feReH,. On suppose qu'il existe noeZ* et .eR* tels que pour
tout n > nq et pour tout 1" e §,, on ait

" {f >4} =¢doubien I {f < —2}=d ou bien tous les deux,
alors feLlog™ L.

Preuve. — Pour tout n > n, et pour tout I, au moins une des deux
égalités
1 1 ,
o fdp=0 et Jdp =0,
k Ii l IS")A{[< — i}

| Ii'") I l(i")m-‘.f> A}

a lieu, alors on a
1

e d

Il J’ ‘

Donc

max (f1({ /> 2} (U f < = 2} )%
< f* 42 (min (10171 £,

1
= 'Wﬁ”)fﬂ( {f>4} )d,u’

1 .
i 100

ce qui entraine que | f |e H,. D’aprés théoréme 5, on a feLllog* L.

Remarque. — 1. Cette considération est valable pour H, (T%) aussi.
En effet, si { /' > 2} et { f < — 4} peuvent étre séparés par deux voisi-
nages, alors on a que feH,, = feLlog® L. Pour cela, il suffit de
remplacer I'estimation de fonction maximale par celle des transformées
de Riesz R, j=1,... k.

2. Soit f; le réarrangement symétrique et décroissant sur [0,7] de
f €Re LY(T). M. Essen et D. Shea ont montré que f,eH, , = feLlog® L.
Clest une conséquence directe du théoréme précédent. En effet, puisque f;
satisfait a la séparabilité dans la remarque 1, alors on a fseLlog®™ L,
et donc feLlog® L.
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Voila une autre inégalité concernant H; . qui est analogue a (11).

THEOREME 7. — Pour feH, (R) (ou feH, (T)), on a

1 X
(19) H;J (f(xo + 0 + flxo — t)dt|| < CIlf lu,-
0 1
Preuve. — Par exemple, considérons R. Définissons deux opérateurs
*fl(t
th, x>0
J fod, MY =370 pour fe{_JL.
- Tdt’ x < 0 pz1

— o0

Désignons la transformée de Fourier et de Hilbert de f par §f et f~ res-
pectivement.
Drabord nous montrons que

200 |IMgl, <Clligll, pour toute fonction impaire ge H; .
En effet, d’aprés
-1
dy,

21 M¥(x) = ——j f(xy) —10f 1

pour toute fonction paire fel?, 1 <p< .

On a que _
I M”‘fllOC < C]|l fllx, pourtoutefonction paire f e L* " L?,1 <p< 0.

Soit g une fonction impaire dans H; n H,. Prenant une fonction paire
f€eL* qui est nulle dans un voisinage de 0, respectivement de co. En
remarquant que g est paire dans L' n L?, et que FM*f = M f pour
fel’,1<p<2ona

oo} 1 x~ 0 -
J_ ;Lg(t)dtf (x)dx = J_ gOM*f (t)dt

(* o0

- |5 st0— isen MU0
— - ji?s”g(t)M‘{sf(t)dt
. - :igmM*fmdt — o(llg Il 11 £ 1)
IMEl = sup } f_:Mzz(r)f(x)dr < Cligls,

pour toute g e H; n H, (impaire).
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Dans le cas ou ge H,, prenons g,,€ H; n H, telles que || g,, — gllg, — O.
Draprés le lemme de Fatou, on a

IMZ I, = || lim Mg, [, < Cligll,

ce qui montre (20).
Revenons a la démonstration du théoréme. Désignons

Fo ()= flxo + 0+ flxo — 1),
onaF,(t)= — lzrxo(t), ﬁxa impaire et Fxo e H,. Alors
IMF,, [l; < ClIEq, Iy < CILS lln,
d’ou le théoréme.
Remarques. — 1. Ce théoréme peut étre utilis¢é pour démontrer que
fieH; = feLlog® L. En effet, prenant x, = 0, on a (f,)" log;eLl;

prenant x, = w, on a (f;)” log —~1———e L. Ce qui montre que f " et /'~ sont
dans Llog™* L. n—t

2. Long (Acta Math. Sinica 20 (1977), 215-221) et M. Kinukawa et
S. Igari (T6hoku Math. J. 13 (1961), 274-280) ont étudi¢ des problemes
relatifs.

4. SUR L’HYPOTHESE (T)
Maintenant montrons que ’hypothése (T) est une conséquence de la

condition « R » de [2] :

(22) condition « R » : E(1(F)| &,) < dEAF)| &n-1),
—w<n<o, pourtout Feg, |F| < .

PROPOSITION 1. — La condition « R » implique I’hypothése (T).

Preuve. — Soit (y,)* ,, un processus positif adapté a { &, }, et soit 2 > 0,
vérifiant | { y* > 41} | < oo. Définissons le t. d’a. 7, comme suit

rlzinf{n:we{E(ﬂ({y"H >),})|‘8,,)2%}}=inf{n:(ueGn+1}.

a) Ona|{r,<oo}|<d|{y*>41}].
Eneffet,pour Ne Z*, définissonst.d’a. 7™ = inf{n > — N:weG,;, },
on a

(N =n}={w:0¢G;, —N<j<n et weG,y;} <Gy,
n>—N,
(= -N}={0w:0eG xs1}=GC_ys1,
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alors
(tM=n}=G n+lﬁ{r‘N)—"}={E(“({Vn+1 > (Y =n})I8)

1
= BA({pns1 > 2D ITN{ D =n}) =

donc

o

ZI{r<N’—n}|<dZE<Eu{ym>ﬂ}n{r<N’—n} 15

—dZI{vnH > ay (@ =n}l

<d2|{y St {tM=n}l<d|{y*> i}l

Puisque .

{ri=m}=ﬂ{tf“=oo}=m{w:w¢G,,+l, n>-N}

N=1 N=1

avec les termes décroissants, alors

’

(n<o}=_JIM<x)

N=1

avec les termes croissants, et donc

[{ri<oo}l=lim {0 < oo}l <d{y*>A}].

En particulier, | { 1, = — o } | = 0, parce que

(==l )& e |{r>2i}l<w.

byOna{y*>Ai}c {1, <x0}.
Eneffet, soitwe { y* > A },alorsilexisten < cotelquewe { y,+1 > 4 }.
Puisque

{1 > A1) =EA({ a1 > A1 s ) SABO({ pns1 > 2} [ &)
alors { 7,41 > 4} © G,y 4, et donc 7;(w) < n < o0.

¢ Onay*l({1,<w})<4i
En effet,

l—n:a)¢UG :w¢Ulyl>/L} = y*< ],

jsn Jj<n
alors p¥1({t, <0 })< A
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d) On a ).1 > /12 = 111 > T/lz’ car
EA({ yns1 > 42 1)1 8w
= E(1({yns1 > 4 }) ) + EA({ 2 = Pps1 > 22 1)1 &)

Ce qui termine la démonstration de la proposition.
On peut démontrer que la condition « R » est équivalente a la condition
suivante (on a donné dans [2] des indications de la démonstration) :

(22") condition « R” » : pour tout F, € &,, il existe au moins un
G,e&,-., telque F, =G, et |G,|<d|F,]l, — o0 < n< ow.

PROPOSITION 2. — Les conditions « R » et « R’ » sont équivalentes.

Preuve. — Pour tout F, € §,, en posant
1
Gn = {E(I(Fn) l g'n—l) = 2 } s
on peut montrer que « R » = «R’». Pour la réciproque, il suffit de démon-

trer que pour tout F, € &,, | F,| < o, ona

(23) 1(F,) < dEA(FE) | §n-1) -

Soit F,e {,, alors il existe G, e &,-, tel que F, = G, et |G,| <d|F,|.
Mais on peut montrer que

(24) F, < {E((E)|&-1) >0} = G,.
En effet, en posant F, = { E(I(F,) | &,-,) =0}, ona
' Fn N F’0 I = J

Fo

me=j

F

E(1(E) | &y-1)dp =0,
ce qui entraine que

F, < F} (" désigne le complément d’ensemble).
Puisque
EA(F) | &- UG = EAF, N G) [ §\-1) =0,

G,cF,, F,<G,.

on a

Ce qui démontre (24), qui entraine que sous la condition « R" », on a
25 [{E((F)|&.-1) >0} <d|F,|, pourtout F,e®, |F,| <.

Maintenant, pour F,e &, étant donné, posons

Hn = {E(ﬂ(Fn)lgn—l) <:§}an
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Puisque
1
E(1(H,) | &, - )1(H,) < EAF) | &- JIH,) < 7
alors on a

1
an {0< E(ﬂ(Hn)lgn—l)}m{E(ﬂ(Hn)Ig'n—l)<3} = Knegn—l'

Donc, en utilisant (25), on obtient
| Ko | < [{EAMH,) [ &n-1) >0} | < d|H,]|.

On en déduit que

H,| = L 1(H,)du = L E(1(H,) | &, 1)dp < élK,.I < [H,l,

1
donc |H,| = 0. Ce qui implique que F, < {E(I(F,,) | §u1) = ‘—i}, c’est-
a-dire (23).

Ce qui termine la démonstration de la proposition.

Remarques. — 1. La condition « R » est déja connue. Par exemple,
sous cette condition, Brossard [/0]a obtenu I'inégalité || S(f) |, < C, Il f* I,
(0 < p < o) pour des martingales a deux indices.

2. On peut montrer aisément que (Q, §, 4, { & } ) atomique régulier

avec la constante o, satisfait a (22) avec d = i ;et que (T, 8,d0, { &, tnso)
de Gundy-Varopoulos [11] avec ’entier r satisfait a (22) avec d = r. Mais
il n’est pas tellement évident de vérifier qu’ils satisfont a la condition de
régularité de Burkholder-Gundy (pour cette condition, voir [/2]). D’ailleurs,
si on suppose que toutes les martingales positives satisfont a la condition
de régularité de B-G, alors la condition « R » est satisfaite. En effet, si

pour toute f e L', f > 0,0na
N

Moo= fom for = 2v:f>y;f>,

ji=1
ou VY est mesurable par rapport a §,_,, et % vérifie
91, <B, E(Vﬁnj” 3:.—1) =0, E(yf,j)?ﬁ,”l'{g,,_l) =0,
alors on peut montrer que pour toute feL!, f > 0,ona

S fot HIALI < fuoy + NBE(JAS 10-1) < (1 + 2NB?)f, 4.
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3. Quand { &, },0 est une famille décroissante, la situation est pareille.
Tous les résultats restent encore vrais. Dans ce cas, dans (1), (2), (3), (4), (22)
et (22'), il faut remplacer { 7, < oo }par {7, > 0} ;«i; > 4, = 1;, > 1;,»
par« iy, > /4, = 1, <71;,,»etn—1parn+ L
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