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Approximation
par des intégrales de Stieltjes-Lebesgue
d’intégrales stochastiques
relatives au mouvement brownien indexé par R4

par

Marie-France ALLAIN
IRISA, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex, France

REsuME. — Nous considérons un mouvement Brownien f§ indexé par R4,
a valeurs réelles. Si d = 1 il est bien connu que I'on peut approximer cer-
taines intégrales stochastiques relatives a f, par des intégrales de Stieltjes-
Lebesgue relatives a " ou " est un processus a trajectoires continues,
linéaires par morceaux. Dans la premiére partie, nous montrons un résultat
analogue pour d > 1; dans la deuxiéme partie nous supposons que d = 2
et nous donnons des approximations pour des intégrales relatives a f et

B (B, = J (s, u)dﬂsdﬂ“>. Les suites d’approximations considérées con-
110,21
vergent au sens de la moyenne quadratique.

SuMMARY. — We consider a Brownian motion § with d-dimensional
parameter and with values in R. If d =1 it is well known that we can
approximate stochastic integrals related to f by Stieltjes-Lebesgue inte-
grals related to " where " is a random process with continuous and
piecewise linear paths. In the first part, we prove an analogous result for
d > 1; in the second part, we suppose d = 2 and we give approximation

results for integrals related to 8 and B"(B}' = [ (s, u)d[isdﬁ,,). All
JI10,2]|2

approximation sequences converging in the sense of mean square.
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442 M.-F. ALLAIN

1. INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’étendre au mouvement Brownien indexé par R%
(tel qu’il est défini par Wong et Zakai [5]), un résultat connu dans
le cas du mouvement Brownien indexé¢ par R.. Plus précisément, soit
Q, F, (F.):r > B, P) un mouvement Brownien & valeurs réelles et une suite
d’approximations (f"),.y obtenues en linéarisant les trajectoires de f, il
est alors facile de voir en utilisant la formule de Itd6 que, pour toute fonc-
tion G de classe C? la suite (X"),.y définie par

t

Xt = ) = || Ggar + G
converge presque siirement, lorsque le pas des subdivisions décroit vers zéro,
vers le processus X tel que :

1

X, = G(p) = J

0

Gpaas, + 3 || 6pis + Go
0

Notons que les trajectoires de X" sont continues et a variation bornée.

Des problémes de ce type ont également été étudiés dans le cas du
mouvement Brownien a valeurs dans R? et dans le cas des équations diffe-
rentielles stochastiques ([/] [2] [3] [4D).

Dans le cas du mouvement Brownien indexé par R% on est conduit &
considérer plusieurs types d’intégrales stochastiques ([5] [6]).

Le premier théoréme étend au cas du mouvement Brownien indexé
par R% le résultat connu dans le cas ou d = 1.

Pour la suite, on suppose que d = 2, dans ce cas Wong et Zakai [5]
ont mis en évidence le role joué par les intégrales de premier et second
types, ce sont certaines de ces intégrales que nous allons approximer en
moyenne quadratique, par des intégrales de Stieltjes-Lebesgue.

Plus précisément, soit (Q, F, (F)),¢(0.114, f, P) un mouvement Brownien;
pour une fonction y définie sur [0, 1]*¢ et de carré intégrable pour la mesure
de Lebesgue, on note I,(y) lintégrale de second type; soit alors
B! = E(I,(y)/F,). B est une martingale forte et B’ est une martingale. Ce
sont des intégrales relatives a ces deux martingales que nous considérons.

Notons qu’on peut par la méme méthode donner des approximations
des intégrales mixtes et obtenir la formule de It6; cependant I'existence
des différents types d’intégrales ne permet pas de 'obtenir aussi rapidement
que dans le cas ou d = 1.

Nous donnons ici I'essentiel des démonstrations, on pourra trouver
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APPROXIMATION PAR DES INTEGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE 443

des calculs plus détaillés dans le « Séminaire de Probabilités I » (Publica-
tion des Séminaires de Mathématiques et Informatique de Rennes I,
parution fin 1978).

Pour la définition des intégrales stochastiques et des martingales, on se
réféere 8 Wong et Zakai ([5] [6]).

2. APPROXIMATION D’INTEGRALES RELATIVES A B

2.1. Notations

— (Q, F, (F)ire, P, P) est un mouvement Brownien indexé par R tel
qu’il est défini par Wong et Zakai [5].
— Pour tout t de R, t = (¢!, ..., tY) on note ||0, t|| le pavé:

d
ﬂ [0, ¢].

— n étant fixé, on considére des partitions de [0, 1] et la partition produit,
on note (Ci)y— .y les pavés de || 0, 1|| ainsi obtenus.

Soient
(Y =Inf{t:teC}}

(s;y =Sup {t:teCy}

G = f[[(iz)', (st [

— Si te Gy, I'kg) = {k:C; = [0, t] }
— Nous utiliserons les notations suivantes ;

(my =@y —-@ r=1...d

alors

d d
A= ]_[ (hy L hi | = 2 (Y
r=1 r=1
|h"| = Sup |hgl
k=1...k(n)

— Pour une fonction f définie sur ||0, 1||, & valeurs réelles et r fois
continiiment différentiable, on définit || D"f || par :

AU)
otk . Otke
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444 M.-F. ALLAIN

d
J‘::{kk:(kl, ...,kd)kieN,Zkizr}

i=1

ou :

2.2. DEFINITIONS. — Soit Al = J dpg;.
Ck

On pose
k(n)

An
wr(s) = 2 1
k

k=1
et

Bl = j Y*(s)ds
[10.1]]

Pour toute la suite, on suppose que li{n |h"| = 0 et quil existe K, tel
que Vk, Vn | h;|* < KoAf, notons qualors | B} | et A7 sont comparables
puisque A} < | ¢ |4

Remarque. — Dans chaque énoncé et au cours des démonstrations
interviennent des constantes de majoration, pour simplifier I'écriture nous
les noterons toujours par K, elles dépendent de d et des bornes imposées
dans I'hypothese, elles dépendent également de T si 'on considére || 0, T ||
au lieu de ||0, 1]|.

2.3. PROPOSITION. — Soit ¢(s, w) une fonction a valeurs réelles telle
que

— ¢(s, .) est F-mesurable,
— ¢(., w) est de classe C,, avec 2d, > d + 1,

On suppose qu’il existe une constante C telle que :
Sup Sup [|D'¢(., w)]| <C
™ r=0...do

On définit Y et Y" par:

Y, =J P(s, w)df
110,¢]|

Y = f 9, w)p:
[10,¢1

Alors il existe une constante K telle que :

Sup E{[Y'—Y]?} <K|I|

te]|0,1]]
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APPROXIMATION PAR DES INTEGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE 445

Esquisse de la démonstration

Si ¢ appartient a C, il suffit d’écrire :

J P(s, w"(s)ds =J P(s, @)¥"(s)ds
ol 110.tll= 110, 1

+ Z (J e w)ds) Aib
CR k

kel™(ko)

compte tenu des hypothéses de dérivabilité faites sur la fonction ¢, on
écrit pour se C} le développement de Taylor de ¢ :

do—1
1
5.0 = 0l ) + ) DO a)ls = D + KO
p=1 .
k(n)
on a: |RXs)| < C|he|%; on pose R*s) = ZR;“(S)ICQ(S) on vérifie alors
k=1

(U P, w)dﬁs] > < J E([¢(s, w))ds < C* | h* |
110,211 =110,ik, || 110,11 =110, ik, ||
<|;[ o(s, w)‘l"‘(s)ds] ) <K|h"|
110,11 =110,k ||
(Y s omo -], o] e

kel™(ko)
E([ Z DP¢(iL, w)J (s — i)®r "Bd] )s K|h|
kel™(ko) & Ak

pour p=1...d,—1

E(U R;(s)‘{"‘(s)ds:|2> <K|h|
110, ixoll

La raison pour laquelle on doit développer ¢ jusqu’a l'ordre d, — 1
avec 2dy, > d + 1 est liée a I'indépendance de A;f par rapport a Fix et au
fait que, pour le reste, en I'absence d’indépendance de R"(s) et ¥"(s) on a
la majoration :

E(U R"(s)‘P"(s)ds]z)s Z j C2 | by 1 [E[ALS]2] (4] 2ds
110,k
kel"(ko)
<K )|k

kel™(ko)
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446 M.-F. ALLAIN

pour pouvoir conclure, il suffit donc que 2d, > d + 1 puisque | i |* < K4;.
Notons qu’on peut remplacer I’hypotheése :

Sup Sup [ID'G(., w)|| <C

re{0...do}
par r 2 d, 4
Sup E[||D'¢[]’] + E[||D%¢ ||*] < C
ref{0,..., do— 1}
2.4. THEOREME. — Soit G une fonction définie sur R a valeurs réelles

de classe Ci, ,.
Soit ¢ satisfaisant aux hypothéses de la proposition 2.3.
Soient Y" et Y définis précédemment.

Et soient X, = j G(Y,)dg,
[10.¢]}

X! =j G~ 5 | G o
~ 110,/ 2% Do

Alors, il existe une constante K telle que

Sup {E([X! - X,]})} <K ||

tel|0, 1|l

Démonstration. — Ecrivons X = X" — Xin, + Xip, soit

lko

A, =Xt = ZG( ,.")Azﬁ
kelRy

kﬁ

k

+ ) e

kelRy

1
j (Y = Yh)ds — - J G'(Y)o(s, w)ds + R"
cr 2% Jito.al

On vérifie alors que

E([ Z G(Yz)ALB— J G(Ys)dﬁs]) <K|h|
[10,2]]

pel (ko)
et que

A? 1 2
E G’(Y,.",.)%ﬁj (Y= Yh)ds— — G'(Y))e(s, w)ds] )sK | h* |
T Ay Jep T 2 o
pel(ko)
pour ce dernier terme, on est amené a écrire Y — Y/, sous la forme :
Zdv., 2

Yy - Y= A—;';[j J O(u, w)du + Z J o(u, 0)¥Y"(u)du
A Cyis)

") =
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APPROXIMATION PAR DES INTEGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE 447

ou Cj(s) est défini de la fagon suivante :

pour I<{1,2...d} I1#@ et I1#{1,2...4d}
on pose :

Cis) = {uell0, t||:w < (By reL () <u <s rel’}

on obtient ainsi 2¢ — 2 ensembles qu’on note (C)(s)),= ;.. a—> -
Le premier terme de la décomposition de Y; — Y, apres développement
de ¢ par la formule de Taylor a l'ordre d, — 1 falt apparaitre

1
2 [A3T0(5 )

et on vérifie que:

E([Z YL )[AB]Z——A"] >sK|h”|

pel”(ko)

La somme pour g variant de 1 4 2¢ — 2 est orthogonale a A}f, la contri-
bution des termes correspondants tend vers zéro quand n tend vers I'infini,
en étant majorée par K |h"|
Pour le reste, on obtient la majoration en développant G jusqu’a I'ordre d.
Pour achever la démonstration, on établit la majoration de

E([j G(Y;‘)‘P"(s)ds:|2>
HOLHI =110,k |

en utilisant les mémes arguments.

2.5. COROLLAIRE. — Sous les mémes hypothéses que celles du théo-
réme 2.4, soit :

v, =j GOY B, + 5, j G (Y)(s, w)ds
[10,t]] 2 110,t(|

Vi = j G(Y2)dp:
110,2]]

alors il existe une constante K telle que :

Sup {E[V'—V,]*} <K|h"|
te]0,1]]
Démonstration. — G’ est lipschitzienne, ¢ est bornée et d’apres la propo-

sition 2.3, on a :
Sup E([Y," - Y,]Z) <K|h"|

tel0, 1|1
d’ou le corollaire.
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448 M.-F. ALLAIN

3. APPROXIMATION D’INTEGRALES
RELATIVES A g ET §

Pour toute la suite, nous supposons que d = 2.

3.1. Définitions, notations et propriétés

3.1.1. DEFINITION DE L’INTEGRALE DE SECOND TYPE

Soit ¢(s, u, w) une fonction définie sur || 0, 1]|> x Q vérifiant les hypo-
theses H* :

— ¢ est mesurable par rapport a F x B x B, (B est la tribu boré-
lienne de ||0, 1]]);

— pour tout couple (s, u) fixé ¢(s, u, w) est F,, ,-mesurable,
— j E[¢(s, u, w)]?dsdu < + 0.
[10,1])?

Nous dirons que s et u sont non comparables si (s' < u' et s> > u?) ou
(s' > u' et s? < u?), soit :

H = {(s, u): s et u non comparables }
Pour une fonction satisfaisant aux hypotheses et de la forme :
Ds, u, w) = a(w)lc,(s)1c,(u)

avec C; x C, « H on définit I'intégrale de second type par :

j P(s, u, wydpdp, = OC(W)j~ d/fsJ‘ dp,
110,1]|2 Cy C2

Si la condition C; x C, = H n’est pas satisfaite, on procéde de la facon
suivante : on se donne un treillis sur || 0, 1|| de pas ¢, s étant fixé, il existe

un couple unique (i, s;) du treillis tel que se C} = ﬂ[(if;)’, (siy[; on
définit alors I5(¢) par :

r=1

() = Z(b(ii, i) 1naliks i) L_ dp, L dp,
- £ £

On montre (cf. [5]) que la limite en moyenne quadratique de I%(¢) existe

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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quand ¢ tend vers zéro. On définit alors l'intégrale de second type de ¢
par :

L(¢) = ﬁ o O B, = fi 15(6).

e—~0

On étend la définition aux fonctions ¢ satisfaisant H* en approximant ¢

par des fonctions simples.
En particulier si y(s, u) est une fonction définie sur ||0, 1]|* & valeurs
réelles, telles que :

[¥(s, w)]?dsdu < + oo
[lo.1]]2

on sait définir :

pi = J (s, wdpdp,
110.2]]?

Remarquons que 87 est une martingale a trajectoires continues et que
AT = [ s ot Pt
0,t

3.1.2. Soit y*(s, u) = (s, u) + y(u, s).

Définissons A;f (qu'on notera A}B” si nécessaire) par :

_ 11
Alp = ST J 7*(v, w)dvdwAjBALS
j p JCFxCh
Jeli(k) pels(k)
Oﬁ . o 1 o] o
1(k) = {J: (@) = (@) (@5) < @)}
a(k) = {J: (&) = (@)% ()" < @'}
on notera

11
Y(s, u) = Z z — = J (v, w)dvdwlcn(s)lcnlu)
. 4j 4p Jepxcp
J p

3.1.3. Pour tout couple (i, j) on a: E(A}BA}B) = &,;E([ AIB]?) et

BIaT) < ) ) [ e s
ST e Y

3.1.4. Pour tout couple (i, j), on a: E(A}BAIB) =

A , o o
— 1cp(s) qu'on notera ‘P"(s, y) si néces-
Ak

3.1.5. Soit alors P*(s) = z
k

Vol. XIV, n° 4-1978.



450 M.-F. ALLAIN

saire et fI =j P"(s)ds. Notons que J dpr #J dp, on vérifie que
[10.t]] cr CR
PBi» est Fi» mesurable et que h{n Slt.lp E([gi — B']Y) = 0.

Si de plus 7y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que

Sup E([f — B]*) < K|h"|

tel|0,1]]
3.1.6. Pour des fonctions ¢(s, w) telles que :

(s, .) est F-mesurable
j E([¢p(s V u, )))[(s, u)]*dsdu < + o
110.1]]2
On sait définir 'intégrale de 2nd type et on a la propriété :

LO 12 ¢(s V u, )(s, uydpdp, = LIO I $(s, w)dp:

3.2. PrROPOSITION. — Soit ¢ une fonction satisfaisant aux hypothéses
de la proposition 2. 3.
Soit

W=J o(s, M
110.t}]

i:j Y
110.2}|

Alors lim ﬁupII E([Y' - Y]} =0.
n te||0,1
Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que
Sup E([Y" - Y ]?) <K|[h"|

tel]0,1]]

Démonstration. — On montre d’abord que

E<[ z (i, w)Aip —j Ps V u, o)y(s, u)dﬁsdﬁu} )

[10.1]12
kel”(ko)

<K { j (s, u)—7y(s, u)]*dsdu+ Z j (v, w)Pdvdw + Ih"l}
110,112 CpxCk

k.pel
o V= {l p): () = (@) ou (i) = (&) p# Kk}

puis on vérifie en utilisant le fait que ¢(., w) est de classe C% que

E([j d(s, w)P"(s)ds — 2 (i, w)MT)
0.

kel"(ko)
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tend vers zéro en étant majoré par K | h"| quand y est lipschitzienne (cf. la
démonstration de la proposition 2.3 et les propriétés 3.1).

3.3. THEOREME. — Soit ¢ une fonction satisfaisant aux hypothéses de
la proposition 2.3, on suppose de plus que y est bornée.

Y et Y" sont définis comme précédemment.

Soit G une fonction de C4(R) soit

zr j G(T2)dp:
10,1}

Z, =J G(Y,)dp;
lo.dI

Alors lim ﬁ(l)lp” E([Zy — Z,]*) = 0 et si de plus y est lipschitzienne, il
n tel|0,1

et

existe une constante K telle que :

lim Sup E([Z! — Z,]*) < K| h"|.

Remarque. — Notons I'absence de terme complémentaire dans le pas-
sage a la limite, ceci résulte de 'orthogonalité de ApB et Agp.

Démonstration. — Elle est du méme type que les précédentes; pour
se Cg on écrit
G(Y;) = G(Yi) + G'(Yi) (Y5 — Yig) + 5 G”( ) (Y5 — Yi)* + Ri(s)

et |Ri(s)| < K|Y" — Y& |® et compte tenu de I'écriture de (Y — Y) on
obtient les majorations.

3.4. THEOREME. — Soit ¢ une fonction satisfaisant aux hypothéses de
la proposition 2.3. On suppose de plus que y est bornée.

Y et Y" sont définis comme précédemment (cf. 2.3).

Soit G une fonction de C4(R).

Soit

z =j G(Y,)dF:
[10,]]

7" = J G(Y?)dp:
.l

! J L, WG (Y2, )l @)y, udBd
2 o2
= J L, WG (X2, bl @G5, W, )i
110,2]12

Vol. XIV, n° 4-1978.



452 M.-F. ALLAIN

Al .
or lim Sup E([Z — Z]%) =0

n te]}0,1]]

Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que

lim Sup E([Z, - Z']?) < K|h"|

n tel]0,1}]
Esquisse de la démonstration
Soit
V) = f G(Y7)P"(s)ds
110,el}

pour t € C; on peut écrire:

Vi=Vr-Vh + Y G(Yh)Aip

kel ko)
En
+ Yy G(YR | (YP-YR) "ff ds
cr 'lk

keln(ko)

+j Z(G(Y:%G(Yr;)—G'(Y:&)(Y:—Y&))lc;(sm(s)ds
110,ik, 11 -

on vérifie d’abord que

2
3.4.1 E([ Z G(Y3) ApB — j G(Ys)df{s] )
ot [10.t]
tend vers zéro en étant majoré par K | h"| quand y est lipschitzienne. Ceci
résulte essentiellement des propriétés énoncées en 3.1.
On passe alors a 'étude de :

En
A" = Z G'(Yy) j (Yr — Y3 "f ds
Ccr /-Lk

kel™(kg)

compte tenu du fait que

A X
Y - Y5 = J P(u, w)du "f + Z J Hlu, OW"(u)du
ClY(s) 'lk o=t Cots)

On a deux termes a examiner car le 3¢ terme se déduit par symétrie du
2°¢ terme.

Par suite de Porthogonalité de A?B et AyB, on vérifie facilement que
la contribution du premier terme tend vers zéro, en étant majoré par K | h"|.
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Soit alors

_ Ay A%

J
kel”(ko) Jelp(k)

J‘ ds d(w)du
Ck Ci(s)
on a

Al = Z Z AIB A, P*(v, w)dvdw
Jjelt(k) pel3(k)

Ay 4] Ly,xc,.n
En utilisant l'orthogonalité de Ajf et A}f quand j #j’, on montre
que E([A" — A}]?) tend vers zéro en étant majoré par K |h"| ou
M=) GO ) aH[ABF ) A

kel (ko) I ERD) peli(k)
avece

11
O%i = T ds ¢(u)du
Y )'k )'j v[Cﬁ L,’-‘(S)

11
o— * y dd
(y pJ LWL chxcj-y (U W) vaw

Py

En tenant compte du fait que si 8" = [AIB]* — 4} on a E(d}) = 0 et
E(67AnB) = 0 pour j € I1(k) et p € I5(k); on pose

n __ (yn n n n K*\n
Ay = G'(Yh) Okjtj AGBO™Ypi
kel (ko) JeIt(k) pels(k)
et on montre que E([A] — A%]?) tend vers zéro. Puis, en transformant

. 1 2
I'expression de o} on montre que E<[A'§ — EAﬁ] tend vers zéro ou :

3= ZG'(Y&)j ds j B(s", v*(s", v7), (', S)Pw?, $2)dw' do?
- Ci 110,s]|
Soit donc:
B" = J G’(Y:)dsj P(st, v2y*((sh, v?), (W', s2)P"(w!, s?)dw'dv®
110.]| 110.sl|
On compare alors A} et B" en écrivant :
B"— A}
=R”+ZG”( .-'E:)j (Y&— .-'i')dsf B(s', V2 *((s*, 07), (W, sH) P (W', 5%)
Ccr lo.sl|
k

dw'dv?

Vol. XIV, n® 4-1978.



454 M.-F. ALLAIN

quand y est Liptschitzienne on montre que E((R")?) < K| h"| et que :

E([B" — A"

- 12 [ G"(Yﬁ)dSJ dW', s?)p(s", v P*((st, v?), (W, Sz))dwldv{l->
sl 10.51

<K|h"|
Notons que la contribution des premier et second termes de la décompo-
sition de Y — Y/, tend vers zéro. On en déduit que :

1
E<[A" -3 J G'(Ys")dsj o(st, V2)p*((s*, vH)Wl, s2) P (W, s2)dw' di?
[10.2]] [10.s]]

1
+ - G"(Y;‘)d.s‘j

2
dwl, s2)p(s?, v2)p*((s*, v?), (W, 52))dw1d02] )
4 Jiioan lo,sll

tend vers zéro en ¢étant majoré par K|h"| quand y est Lipschitzienne.
Remarquons alors que si H = { (s, u) : s et u non comparables } et
Hy={u:(suyeH},ona:

H, = (Js', 1] x [0, s*D u ([0, s'[ x ]s?, 1])
j G’(Ys")dsj (s, vA)y*((st, v?), W, s?)P(w!, sP)dw'dv?
110} [10,s]l

= j ‘I’”(S)dSJ G'(Yih 2)p(u)y*(s, u)du
[10.tl] Ist.t11x[0,s2[

et:
j G"(Ys")d.sj P, sHP(stv?)y*((ste?)wt, s?)dw!dv?
110,21 [10,s]]

= j ¢(s)dsJ‘ G”(Y 2)p(u)y*(s, u)du
110,111 15111 X (0,57

En tenant compte de la symétrie et du fait que :

', sH)=uVs si wuels’, t']1x][0,s?[(s", u?)=uVs si uel0,s']x]s? t?]
on a:

3.4.2 ~
E G'(Yi':?)f (Yo - i';:)j_;c:,ﬁ ds
kel"(ko) k *
- % j Li(s, WG'(YY, .)pu)y*(s, w)P"(s)duds
[10,2]]2
1 2
+3 j Lu(s, WG (Y3, )puyy*(s, u)¢(8)d8du} )
110,21
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qui tend vers zéro en étant majoré par K | " | quand y est Lipschitzienne.
On passe alors a I'étude de :

o= Yy [ 1 - Vs
Ccr
k

[Y? — Y%]* comporte six termes, par suite de la symétrie il suffit d’en
étudier quatre. On s’apercoit alors que le seul terme dont la contribution
ne tend pas vers zéro est celui qui correspond aux termes :

(31w (3L oo
. C(s) % Cps) Ap

Jelt (k) peli(k)

dans la décomposition de [Y? — Y/ ] 1l est en relation avec la variation
quadratique de p.
Plus précisément on montre que :

3.4.3

E( ZG"( ""“)J [Yr — Yz]2®rds
i o

k

! j G”(Ys")dsj oWt s2)p(st, v)y*((st, v?)w!, sz))dw‘duz:l2>
2 Jijo.al 110,

tend vers zéro en étant majoré par K | h"| quand y est Lipschitzienne.
I ne reste plus qu’a vérifier que :

BV - Vi) < K1
et:

E [G(Ys") — G(Yg) - G/(Y3) (Y2 — Y3)

CR
1 2
— 5Gu( '_r;:)[st _ Y&]Z]d\] )S K | hnl

pour achever la démonstration du théoréme puisque :

kel?,

le- j G"(Y:)dsj P!, s2)P(st, v2)y*((st, vH)(w?, s?)dw'dv?
110l [10,s]] 1 )

8 Jn |, Ll G (Y2, )™, wpludsd.
0,t]|2

3.5. THEOREME. — Soit ¢ une fonction définie sur ||0, 1|, y et I des
fonctions définies sur || 0, 1]|2. On suppose que ces fonctions sont a valeurs
réelles et Lipschitziennes.
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Soient Y et Y" définis par :
R IR B Lt
[10.2]] 110,

G étant une fonction de C4(R). Soient W et W" définis par :

=
I

j G(Y)dp:
110,¢]]

Wy = j G(Y2)P"(s, y)ds
1101l

_ 1 j‘ G'(Y") [j o(st, v¥)a"(s, v)dﬁ,',‘:|ds
2 Jjjo.l 1101
1 _
- = j G'(Y) [j o', s)5"(s, v)dﬁﬁ]ds
2 Jijo.a 11051
+ ! G'(Y))(s) l:j p* . T*((s*, u?), (u', sz))du]ds
4 Jio.n Ho.sll
+ 1 j G”(Y?) lij dut, s)(s', vHolu, s, v)dﬁﬁdﬁ;':lds
4 Jio.ui 10,s]12
ou:
a"(s, v) = y*(ut, ), (st, uP)I*((s", u?), 0)¥"(u', s*)du
J10,s11% [0,02]
a"(s, v) = PR, 57), (s, WP)*((u', ), v) P(s', u?)du
J10.011x[0,52)
alu, s, v) = PR((st, wHw!, sHI*(w, s2), wI*((s', w?), v)dw
J10,ul]1x[0,02]

Alors il existe une constante K telle que :

lim Sup E([W, — W']?) < K |h"|

n  tel|0,1}|

Démonstration. — Soit
W = j G(Y7)P"(s, y)ds
110,2]|

On peut écrire :
Wr=W'—-Ws +A"+B"+C"+R"
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ou:

A"= ) G(Yp)Ap

kel"(ko)

- 1 _ —
B" = G’(Y,.’,‘?)A,':ﬁy—nj (Yr — Yp)ds
A Jer

kel"(ko)

1 S Y (R
C=- ) G"(YnAp— | [Yr— Yp)%ds

2 A Jer

kel”(ko)

_ 1 _ _
R" — ;ﬂyi_"j Ris)ds ou |Ris)| < K|Yr—YaP.
k JCR
kel"(ko)

Nous allons d’abord faire la démonstration dans le cas ou
o, u) =y @), (s, w) = T2 (w), ', y%, T, T?

étant des fonctions définies sur || 0, 1|, a valeurs réelles et Lipschitziennes.
On a alors:
) App = 'Ai5") 2A07) + TANG?) AT

ou:

, , . N

NN =) Y0 pAB, p=1250=12  ynj)=- J YP(u)du

jeTtk) R
et Pexpression analogue pour AZf'.

1. Etude de A"

On vérifie en utilisant les propriétés de  énoncées en 3.1 que:

2
Sup E<|:A" - j G(i)dﬁz] )s K|k
te]]0,1]| [10.2]]
2. Etude de B"

Compte tenu du fait que:

En I En T

"f + P(u)du 'f

Ak . o YCRs) 'IJ'
Jelt(k)ulz(k)

Yr - Y5 = j P(u)du
Cu(s)

on écrit B" = B} + B} + Bj, les termes B’ et B étant symétriques.

2.1. On montre que :
1 _ 2
E(|B} — - G'(Y?)p(s)ds p* . T*(st, u?), @, s¥)du| )< K|h"|
4 Jio 110,511
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En effet: B" est la somme de quatre termes du type:
Bi(p, 9) = 2 G'(Y) 'ANG™") P ATY) 2 AR P AT

kel” (ko) 1
X T ds P(u)du
(4] L? j Clis)

oup = (p', p>) g = (q', g*) p et g appartenant a I'ensemble : {1,202, 1}.
On utilise alors la propriété suivante :

E('ALpP") 2AK07) LAKT) 2AUT)/(Fyp)

-(Yrerma)( ) roros)

Jjelk) Jelg(k)

2.2. On va montrer que E([B} — D"J*) < K|h"| ou

j G'(Y?) [ j (s, V)P (v)o™(s, v)dv]ds
{10l [10.s]l

j G"(Y!) [j d(u', sH(s*, v* )P ()P )os, u, v)dudu]ds
[10.21] [10.s]]2

Dn

A= = =

j G'(Ys")cl)(s)dsj y* . T*((s', u?), (', s*))du
110,2]] 110,sl|

On remarque d’abord que B est la somme de quatre termes du type:

B3(p, q) = z G/(Yh) ' MiG™) 2AG™) j ([Sj Pu)du
Ck CHs)
TAYI?) 2AYTY)
e
on vérifie immédiatement que E([B3(p, q) — b3(p, 9)]*) < K|h"| ou

kel™(ko) Jelt(k)

1 - 2 . 1 1. 2An 2
b(p, 4) = 3 z G'(Y) 2Ak0" )2(#(13) AN (;;)z;) ANTT)

kel™(ko) relf(k) Jelt(r)
Soit alors :

B(p, q) = j G'(Y7)0"(s)ds
101
ou 0(s) = 0(s) 0(s) avec :

5’1(8)=j W (0!, P!, s*)dv'
{0.s']

_'5(3):J (st v?) { j pP T (s, u?)du T4 (u', vz)} W', v¥)du'dv?
110.sl] [0.12]
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4

On peut écrire B"(p, q) = 2 By ou:

I=1

B} = G'(Yi)0"(ik) 4
ke ko)
B - ) G5 | (0 - P
kel (ko) Ck
B: = G”( —,-';:)j‘ ) (Yr — Yh)0%(s)ds
kel"(ko) CF
B = Rj(s)0"(s)ds
(¢4
kel™(ko)

On vérifie d’abord que :

1 2
([bS(P, ) B”} ) < K|h"|

On passe alors a I'étude du terme Bj.
Compte tenu des expressions de §%(s) et 0%(s) pour s éléments de Cj et
des propriétés d’orthogonalité, on vérifie que :

QS 1 X7 1 1 1 2 2
E<|:B'2' - = J G’(Ys")qb(s)dsj P T2 (st u?)pP Tl sz)du} )
2 Jiou 10,51l

< K|hn"|

En tenant compte de I'expression de (Y — Y;) (cf. le paragraphe 2 de la
démonstration), on écrit Bj sous la forme d’une somme de trois termes :

Eg,l(pa q’ l): Eg,Z(p’ q, l)’ Eg,3(p’ q, l)
Ona:

B3 (p, g, ) = z G”( —,-"p)j (7"(8)de ¢(u)du;,‘A"(T") AT
cr CK(s)
kel (ko) .
G” et ¢ sont bornées
E([IAZ(FU) ZA:(FP)]Zr) < K[/l;:]r
et

E([0"(s))*) < K =

1
[()° ]

E([B3,]?) < K|h"|

on en déduit que:
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Passons a B%, qui s%écrit :
3,2

B.a(p. 0. 1) = z G(Y4) Lﬂ 9"<s)ds2 (j( Bl

kel™(ko) Jelt(k)

1 . .
x — LAY 2AYT )>

d’une part : 4
E([z J Pludu ‘A“(W‘)ZA”(F”)] ,>S KL()'T
At 2T

D’autre part, on peut écrire 0%(s) sous la forme :
03(s) = 05.4(5) + 03 (5)
ou 83 ;(s) est F(1, (iy)*)-mesurable et E([8% ,(s)]*) < K et 85 ,(s) est tel que
E([63 2(9]*) < K[(m)*]

on en déduit que: E([ B} ,]*) < K |h"]|.
Pour Bj; qui s'écrit :

Bia(p. g, 1) = z G"(Yk) sz 9"(8)1152 {Lﬂ( , P(u)du

kel" (ko) Jel (k)

1 2
x o AN 2AYT )}

J

On montre en utilisant les mémes arguments que précédemment que :

_ 1 _
E([Bg,s(l’, g, 1) — 5 .[uo | G"(YS) [LO | o(u, Sz)*/’"(")du]:]
[j (v, s")¥"(v)dv ds]2> <K|h|
110,sl|

o(u, s?) = (u', sz)l"'l(u)j pP* TP (w!, s?)dw!

[0.u!]

ou

(v, s') = ¢(s', vz)l"“z(”)j TS, w2)dw?
[0.02]

Pour le terme B} on vérifie que :

E(I: Z J‘ R,'c'(s)é”(s)ds}2> <K|h"|

kel"(ko)
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car : IRYs)| < K([Y2 — Y317

et pour achever I'étude de B(p, g) on montre que :

E(U G’(Y';)@"(s)ds] > < K|k
110,21 =110,iz {1

Ceci résulte des propriétés de 0"(s) utilisées précédemment. En regrou-
pant les termes on trouve l'expression annoncée.

Le terme Bj s’obtient a partir de B} par symétrie, ce qui achéve I’étude
du terme B".

3. — Etude de C"

On va montrer que :

1 _
E([C" —- J ds G"(¥7)
4 Jionn ,
J d(ut, sHP(s', v?)¥P"(w)¥P"(v)(u, s, v)dudv]:l > < K|h"|
[10.s[2
[Y? — Y5 ]? fait apparaitre six termes, par suite de la symétrie il suffit

d’en étudier quatre ; on montre que le seul terme qui ne tend pas vers zéro
est : (cf. 3-4-3)

~ - 1 Ang"
= Z G"(Yi) kﬁ;kj[z Lm P(u)du AB ]

kel™(ko) JelT(k)

[Z j d(w)du Z;!ﬁr:|ds
Cyes) Z

Jel3 (k)

Compte tenu de I’expression de y et I', C" est la somme de huit termes du
type :

C'p, g, ) = G" (Vi) Ar™ Y 4577)

kel (ko) 1 1
“n j I: Z J ¢(u)du1A;f(Fq‘)2A;(qu) A:l
Ae Jer | ) A5

Jelt(k)

[ Z Pu)du AT AYTT) »1;:|ds
e, I 4]

Jjel3(k
ou p,q le{(1,2),(2 1)}
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En écrivant ‘Aj(y"')A%I) sous la forme :
NOPYAAT) 4+ (ARG — A GP)VANT)

et en utilisant 'orthogonalité et les propriétés de martingale, on montre
e : E([C"(p, q, ) — C%(p, q, D]?) tend vers zéro ou

_ 1 5 .
Citpa.0 =5 ) ST ) eragrey o o)
kel (ko) Jel (k) rel1(j)
x ( Z AN () z . r’z(i:)(h:)‘)
Jels(k) rel(j)

et donc compte tenu de I'étude de Bj; on a :

~ 1 -
E<|: n(p’ q, 1) - Z J G”(Y:)ds
110.2l]

2
J o(u, s2)¥"(u)du j (s, v)‘I’"(v)dv:I ) <K |h"|
[10.sl] [10.s]]

En regroupant les termes on obtient le résultat annoncé pour C".

4. — Majoration de R"
11 suffit pour I’établir de calculer :

[/1 ]2 ([Akﬁy] [Y" Y?£]6)

Compte tenu de I'expression de Y; — Y}, on montre facilement que ce
terme est majoré¢ par K |h"|.

5. — Majoration de Wi — Wi,
_ 1 _
WI— W) = A f G(¥2)ds
Ci (s)

1 _
+ Z ApT— J G(Y3)ds
/1j CH(s)
Jelko) ol (ko)
Pour le premier terme, G étant bornée, on a :
_ 1 _ 2
E([AQOBVT j G(Y’S')ds] > <K E([Z;"OBV]Z) < KA
ko JCU ()
Pour le deuxiéme terme, il suffit d’écrire :
G(Y:) = G(Yi) + [G(Y:) — G(Yi)]
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et d’utiliser les propriétés de G et A!f" pour obtenir le résultat. On a donc
montré que :

E(U G(Y)dB, — [Wr — B" — C" — R"]T)s K|h|
[10.1]]

Pour approximer J G(Y,)dpB: on peut donc prendre W

110.1]]

6. — Extension au cas général
Supposons que (s, u) soit de la forme :

(s, u) = P () () + ()77 (u) .

Les résultats du Théoréme restent valables pour y quand y!, y% 7' et 7?
satisfont aux hypothéses, c’est évident tous les termes sont linéaires rela-
tivement a 7.

Si on suppose de méme que :

(s, ) = TY(s)[2(u) + T(s)T%w)

en reprenant la démonstration on vérifie que les résultats sont encore
valables.

D’autre part, si I' et y sont deux fonctions définies sur || 0, 1 ||?, 4 valeurs
réelles, lipschitziennes, on peut trouver une suite ('), €t une suite (y"),
de combinaisons linéaires de fonctions qui sont des produits tensoriels,
telles que (I'),y €t ("), Vérifient

" =Tl + 117" = 7l < K[A"]
E([W,(", T") — Wi, T ]?) < K| |

On vérifie alors que :

E<U G(Y(I")dB: _""] ) <K[h"]
1Ho.d|

E([WHAT, y) — WiI™ ) ]*) < K| h"|
ce qui achéve la démonstration du Théoréme.

3-6 Remarque. — S'il est facile d’écrire la limite de V! = j G(Y?)dp:

[10.]]

(corollaire 2-5), il est plus difficile d’écrire celles de G(Y2)dp; et de

[10.1]]
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j G(Y$)dp; a partir des résultats des Théorémes 3-4 et 3-5 respective-
[10.1]]

vement, car cela nécessite I'introduction des intégrales mixtes et 'étude de
leur approximation ; nous avons voulu rester ici dans le cadre des intégrales
stochastiques de premier et second types.

Remarquons également que la méthode utilisée permet d’étudier le cas
des intégrales :

J G(Y,, Y, 5)df, et j G(Y,, Y, s)dp,
o] Ho.d|
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