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Approximation
par des intégrales de Stieltjes-Lebesgue

d’intégrales stochastiques
relatives au mouvement brownien indexé par Rd+
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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Nous considérons un mouvement Brownien [3 indexé par 
à valeurs réelles. Si d = 1 il est bien connu que l’on peut approximer cer-
taines intégrales stochastiques relatives à J3, par des intégrales de Stieltjes-
Lebesgue relatives à [3n, est un processus à trajectoires continues,
linéaires par morceaux. Dans la première partie, nous montrons un résultat
analogue pour d > 1 ; dans la deuxième partie nous supposons que d = 2
et nous donnons des approximations pour des intégrales relatives à [3 et

= y(s, Les suites d’approximations considérées con-

vergent au sens de la moyenne quadratique.

SUMMARY. - We consider a Brownian motion ~8 with d-dimensional

parameter and with values in I~. If d = 1 it is well known that we can

approximate stochastic integrals related to 03B2 by Stieltjes-Lebesgue inte-
grals related to [3n where [3n is a random process with continuous and

piecewise linear paths. In the first part, we prove an analogous result for
d > 1 ; in the second part, we suppose d = 2 and we give approximation

results for integrals related to t3 and 03B203B3t = r ’)1 (s, All

approximation sequences converging in the sensé of mean square.
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442 M.-F. ALLAIN

1. INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’étendre au mouvement Brownien indexé par (~ +
(tel qu’il est défini par Wong et Zakaï [5]), un résultat connu dans

le cas du mouvement Brownien indexé par Plus précisément, soit

(Q, F, P) un mouvement Brownien à valeurs réelles et une suite
d’approximations (~3n)nE~ obtenues en linéarisant les trajectoires de [3, il

est alors facile de voir en utilisant la formule de Itô que, pour toute fonc-

tion G de classe C2 la suite définie par

converge presque sûrement, lorsque le pas des subdivisions décroît vers zéro,
vers le processus X tel que :

Notons que les trajectoires de X" sont continues et à variation bornée.
Des problèmes de ce type ont également été étudiés dans le cas du

mouvement Brownien à valeurs dans Rd et dans le cas des équations diffé-
rentielles stochastiques ([1] ] [2] [3] [4]).
Dans le cas du mouvement Brownien indexé par R( on est conduit à

considérer plusieurs types d’intégrales stochastiques ([5] [6]).
Le premier théorème étend au cas du mouvement Brownien indexé

par f~d le résultat connu dans le cas où d = 1.

Pour la suite, on suppose que d = 2, dans ce cas Wong et Zakaï [5]
ont mis en évidence le rôle joué par les intégrales de premier et second

types, ce sont certaines de ces intégrales que nous allons approximer en
moyenne quadratique, par des intégrales de Stieltjes-Lebesgue.

Plus précisément, soit (Q, F, P) un mouvement Brownien ;
pour une fonction y définie sur [0, 1]2d et de carré intégrable pour la mesure
de Lebesgue, on note I2(y) l’intégrale de second type ; soit alors

(3t = E(12(y)/Ft). [3 est une martingale forte et est une martingale. Ce
sont des intégrales relatives à ces deux martingales que nous considérons.
Notons qu’on peut par la même méthode donner des approximations

des intégrales mixtes et obtenir la formule de Itô ; cependant l’existence
des différents types d’intégrales ne permet pas de l’obtenir aussi rapidement
que dans le cas où d = 1.

Nous donnons ici l’essentiel des démonstrations, on pourra trouver
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443APPROXIMATION PAR DES INTÉGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE

des calculs plus détaillés dans le « Séminaire de Probabilités I » (Publica-
tion des Séminaires de Mathématiques et Informatique de Rennes I,
parution fin 1978).

Pour la définition des intégrales stochastiques et des martingales, on se
réfère à Wong et Zakaï ([5] [6]).

2. APPROXIMATION D’INTÉGRALES RELATIVES A fl

2.1. Notations

- (Q, F, P, /3) est un mouvement Brownien indexé par R~ tel

qu’il est défini par Wong et Zakaï [5].
- Pour tout t de R, t = (tl, ..., td) on note [ [ 0, t ( ( le pavé :

- n étant fixé, on considère des partitions de [0, 1] et la partition produit,
on note (C~=~ ~ les pavés de ~0, 1 ~ [ ainsi obtenus.

Soient 
, ,_ ~ , r - , "’

alors

- Si t ~ Cnk0 In(k0) = { k : Cnk ~ [0, t]}
- Nous utiliserons les notations suivantes :

- Pour une fonction f définie sur Il 0, 1 ~ ~ , à valeurs réelles et r fois
continûment différentiable, on définit Il [ par :

Vol. XIV, n° 4 - 1978.



444 M.-F. ALLAIN

2.2. DÉFINITIONS. - Soit 0394nk03B2 = r d03B2s.

On pose

et

Pour toute la suite, on suppose que lim 1 hn = 0 et qu’il existe Ko tel

que dk, Vn notons qu’alors et 03BBnk sont comparables
puisque 03BBnk ~ | hnk Id.

Remarque. - Dans chaque énoncé et au cours des démonstrations
interviennent des constantes de majoration, pour simplifier l’écriture nous
les noterons toujours par K, elles dépendent de d et des bornes imposées
dans l’hypothèse, elles dépendent également de T si l’on considère [ 0, I
au lieu de Il 0, 1 Il . .

2.3. PROPOSITION. 2014 Soit ~(s, eu) une fonction à valeurs réelles telle

que

- ~(s, . ) est FS-mesurable,
- ~( . , w) est de classe Cdo avec 2do > d + 1,
On suppose qu’il existe une constante C telle que :

On définit Y et Yn par :

Alors il existe une constante K telle que :
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445APPROXIMATION PAR DES INTÉGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE

Esquisse de la démonstration

Si t appartient à Cko il suffit d’écrire :

compte tenu des hypothèses de dérivabilité faites sur la fonction ~, on
écrit pour s E Q le développement de Taylor de § :

que

pour p = 1 ... do - 1

La raison pour laquelle on doit développer § jusqu’à l’ordre do - 1
avec 2do >- d + 1 est liée à l’indépendance de 0394nk03B2 par rapport à Fi;: et au
fait que, pour le reste, en l’absence d’indépendance de Rn(s) et on a

la majoration :
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446 M.-F. ALLAIN

pour pouvoir conclure, il suffit donc que 2do >_ d + 1 puisque K~,k .
Notons qu’on peut remplacer l’hypothèse :

par

2.4. THÉORÈME. - Soit G une fonction définie sur R à valeurs réelles
de classe 

Soit § satisfaisant aux hypothèses de la proposition 2.3.
Soient Yn et Y définis précédemment.

Alors, il existe une constante K telle que

Démonstration. - Écrivons Xninko + nn soit

On vérifie alors que

pour ce dernier terme, on est amené à écrire Ys - sous la forme :
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447APPROXIMATION PAR DES INTÉGRALES DE STIELTJES-LEBESGUE

où C~(s) est défini de la façon suivante :

on pose :

on obtient ainsi 2d - 2 ensembles qu’on note (Cq(s))q -1... 2a - 2 ~
Le premier terme de la décomposition de Ys - après développement

de § par la formule de Taylor à l’ordre do - 1 fait apparaître

et on vérifie que :

La somme pour q variant de 1 à 2d - 2 est orthogonale à la contri-

bution des termes correspondants tend vers zéro quand n tend vers l’infini,
en étant majorée par K [
Pour le reste, on obtient la majoration en développant G jusqu’à l’ordre d.
Pour achever la démonstration, on établit la majoration de

en utilisant les mêmes arguments.

2.5. COROLLAIRE. - Sous les mêmes hypothèses que celles du théo-
rème 2.4, soit :

alors il existe une constante K telle que :

Démonstration. G’ est lipschitzienne, 03C6 est bornée et d’après la propo-
sition 2.3, on a :

d’où le corollaire.
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448 M.-F. ALLAIN

3. APPROXIMATION D’INTÉGRALES
RELATIVES A fl ET 03B2

Pour toute la suite, nous supposons que d = 2.

3.1. Définitions, notations et propriétés

3. 1 .1. DÉFINITION DE L’INTÉGRALE DE SECOND TYPE

Soit ~(s, u, w) une fonction définie sur 110, 1 ( ~ 2 x Q vérifiant les hypo-
thèses H* :

- ~ est mesurable par rapport à F x B x B, (B est la tribu boré-

lienne de h0, 1 Il ) ;
- pour tout couple (s, u) fixé ~(s, u, w) est Fs v u-mesurable,

Nous dirons que s et u sont non comparables si (sl  U1 et s’ > u2) ou
(sl > ul et s2  u2), soit :

H = { (s, u) : s et u non comparables}

Pour une fonction satisfaisant aux hypothèses et de la forme :

avec Ci 1 x C2 c H on définit l’intégrale de second type par :

Si la condition Ci 1 x C2 c H n’est pas satisfaite, on procède de la façon
suivante : on se donne un treillis sur 110, 1 ~ ~ de pas 8, s étant fixé, il existe

2

un couple unique (ik, sk) du treillis tel que (sk)Y ~ ; on
définit alors I2(~) par : ,L~

On montre (cf. [5]) que la limite en moyenne quadratique de existe
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quand E tend vers zéro. On définit alors l’intégrale de second type de §
par :

On étend la définition aux fonctions 4J satisfaisant H* en approximant ~
par des fonctions simples.
En particulier si y(s, u) est une fonction définie sur 110, 1 ~ ~2 à valeurs

réelles, telles que : 

on sait définir :

Remarquons que 03B203B3 est une martingale à trajectoires continues et que

3.1.2. Soit y*(s, u) = y(s, u) + y(u, s).
Définissons (qu’on notera si nécessaire) par :

où

on notera

3 .1. 3. Pour tout couple (~, j) on a : = et

3.1.4. Pour tout couple (fj), on a : = 0.

3.1.5. Soit alors = 0394nk03B2 03BBnk 1Cnk(S) qu’on notera y) si néces-

Vol. XIV, n° 4 - 1978.



450 M.-F. ALLAIN

saire et (~1 == r Notons que Î d(3s ~ r on vérifie que

est Fink mesurable et que lim Sup E([03B203B3t - 03B2nt]2) = 0.
Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que

3.1. 6. Pour des fonctions ~(s, c~) telles que :

On sait définir l’intégrale de 2nd type et on a la propriété :

3.2. PROPOSITION. - Soit (~ une fonction satisfaisant aux hypothèses
de la proposition 2.3.

Soit 
,

Alors lim Sup E( [Ynt - Yt]2) = 0.
Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que

Démonstration. On montre d’abord que

où

puis on vérifie en utilisant le fait que r~( . , co) est de classe C~ que
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tend vers zéro en étant majoré par K quand y est lipschitzienne (cf. la
démonstration de la proposition 2.3 et les propriétés 3.1).

3.3. THÉORÈME. - Soit ~ une fonction satisfaisant aux hypothèses de
la proposition 2.3, on suppose de plus que y est bornée.
Y et yn sont définis comme précédemment.
Soit G une fonction de soit

et

Alors lim Sup E([Z~ - Zt]2) = 0 et si de plus y est lipschitzienne, il
n 

existe une constante K telle que :

Remarque. Notons l’absence de terme complémentaire dans le pas-
sage à la limite, ceci résulte de l’orthogonalité de et 

Démonstration. - Elle est du même type que les précédentes ; pour
s E Q on écrit

et R~s) ~  K ! et compte tenu de l’écriture de (Y~ - on

obtient les majorations.

3.4. THÉORÈME. - Soit § une fonction satisfaisant aux hypothèses de
la proposition 2.3. On suppose de plus que y est bornée.
Y et Y" sont définis comme précédemment (cf. 2.3).
Soit G une fonction de 

Soit
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Alors

Si de plus y est lipschitzienne, il existe une constante K telle que

Esquisse de la démonstration

Soit

pour t e C~~ on peut écrire :

on vérifie d’abord que

tend vers zéro en étant majoré par K ) quand y est lipschitzienne. Ceci
résulte essentiellement des propriétés énoncées en 3.1.
On passe alors à l’étude de :

compte tenu du fait que

On a deux termes à examiner car le 3e terme se déduit par symétrie du
2e terme.

Par suite de l’orthogonalité de et on vérifie facilement que
la contribution du premier terme tend vers zéro, en étant majoré par K ) l hn ~ . .

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Soit alors

on a

En utilisant l’orthogonalité de 0394nj03B2 et on montre

que E(~Ân - Ai~2~ tend vers zéro en étant majoré par K 1 hn [ où

avec

En tenant compte du fait que si ~S~ = on a = 0 et

0 pour j E et p E I2(k) ; on pose

et on montre que E([An1 - An2]2) tend vers zéro. Puis, en transformant

l’expression de 03C3nkj, on montre que E A2 2 A4 tend vers zero où :

Soit donc :

On compare alors A: et Bn en écrivant :

Vol. XIV, n° 4 - 1978.
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quand y est Liptschitzienne on montre que E((Rn)2)  K et que :

Notons que la contribution des premier et second termes de la décompo-
sition de Y k tend vers zéro. On en déduit que :

tend vers zéro en étant majoré par K 1 quand y est Lipschitzienne.
Remarquons alors que si H == { (s, u) : s et u non comparables } et

H~ = { u : (s, u) E H ~ , on a :

En tenant compte de la symétrie et du fait que :
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qui tend vers zéro en étant majoré par K quand y est Lipschitzienne.
On passe alors à l’étude de :

~Ys - comporte six termes, par suite de la symétrie il suffit d’en

étudier quatre. On s’apercoit alors que le seul terme dont la contribution
ne tend pas vers zéro est celui qui correspond aux termes :

dans la décomposition de [Y; - Y k~ 2. Il est en relation avec la variation

quadratique de /3.
Plus précisément on montre que :

tend vers zéro en étant majoré par K h" ~ quand y est Lipschitzienne.
Il ne reste plus qu’à vérifier que :

et :

pour achever la démonstration du théorème puisque :

3. 5. THÉORÈME. - Soit ~ une fonction définie sur Il 0, 1 ~ y et r des
fonctions définies sur 110, 1 ~2. On suppose que ces fonctions sont à valeurs
réelles et Lipschitziennes.
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Soient Y et yn définis par :

G étant une fonction de Soient W et Wn définis par :

où :

Alors il existe une constante K telle que :

Démonstration. - Soit

On peut écrire :
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où :

Nous allons d’abord faire la démonstration dans le cas où

étant des fonctions définies sur Il 0, 1 ~ ~ , à valeurs réelles et Lipschitziennes.
On a alors :

où : 1

et l’expression analogue pour 

On vérifie en utilisant les propriétés de /3 énoncées en 3.1 que :

2. Étude de Bn

Compte tenu du fait que :

on écrit Bn == Bi + B~ + B3, les termes B~ et B3 étant symétriques.

2.1. On montre que :

Vol. XIV, n° 4 - 1978.



458 M.-F. ALLAIN

En effet : B~ est la somme de quatre termes du type :

où p = ( pl, p2), q = (q1, q2) p et q appartenant à l’ensemble : {(1, 2) (2, 1) ~ .
On utilise alors la propriété suivante :

2.2. On va montrer que E( [B2 - D~‘~’~  K 1 hn 1 où

On remaraue d’abord que B~ est la somme de quatre termes du type :

on vérine immédiatement que E([B2(p, q) - b2( p, h" 1 où

Soit alors :
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On vérifie d’abord que :

On passe alors à l’étude du terme B~.
Compte tenu des expressions de 8i(s) et 82(s) pour s éléments de C~ et

des propriétés d’orthogonalité, on vérifie que :

En tenant compte de l’expression de (~’s - (cf. le paragraphe 2 de la
démonstration), on écrit B~ sous la forme d’une somme de trois termes :

On a :

G" et § sont bornées

et

on en déduit que :

Vol. XIV, n° 4 - 1978.



460 M.-F. ALLAIN

Passons à :83,2 qui s’écrit :

d’une part :

D’autre part, on peut écrire 8z(s) sous la forme :

où 82 ,1 (s) est F( l, et E( ~82 ,1 (s)~ Zr) ~ K et 82 ~ 2~S) est tel que

on en déduit que : E ( ~ B 3 , 2~ 2~  K hn ~ . .
Pour B3 3 qui s’écrit :

J J

On montre en utilisant les mêmes arguments que précédemment que :

où

Pour le terme B~ on vérifie que :
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car :

et pour achever l’étude de B~(p, q) on montre que :

Ceci résulte des propriétés de en(s) utilisées précédemment. En regrou-
pant les termes on trouve l’expression annoncée.
Le terme B3 s’obtient à partir de B~ par symétrie, ce qui achève l’étude

du terme Bn.

3. - Étude de C"

On va montrer que :

~~n - fait apparaître six termes, par suite de la symétrie il suffit

d’en étudier quatre ; on montre que le seul terme qui ne tend pas vers zéro
est : (cf. 3-4-3)

Compte tenu de l’expression de y et r, en est la somme de huit termes du
type :

où p,?,/e{(l,2),(2,l)}.
Vol. XIV, n° 4-1978.
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En écrivant sous la forme :

et en utilisant l’orthogonalité et les propriétés de martingale, on montre
que : E([Cn(p, q, 1) - C(p, q, 1)]2) tend vers zéro où

et donc compte tenu de l’étude de B33 on a :

En regroupant les termes on obtient le résultat annoncé pour ~n.

4. - Majoration de Rn
Il suffit pour l’établir de calculer :

Compte tenu de l’expression de ’~s - on montre facilement que ce

terme est majoré par K |hn ‘.

5. Majoration de W r - W k

Pour le premier terme, G étant bornée, on a :

Pour le deuxième terme, il suffit d’écrire :
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et d’utiliser les propriétés de G et pour obtenir le résultat. On a donc

montré que :

Pour approximer on peut donc prendre Wi

6. Extension au cas général
Supposons que y(s, u) soit de la forme :

Les résultats du Théorème restent valables pour y quand y2, ’/ 1 et 2
satisfont aux hypothèses, c’est évident tous les termes sont linéaires rela-
tivement à y.

Si on suppose de même que :

en reprenant la démonstration on vérifie que les résultats sont encore

valables.

D’autre part, si r et y sont deux fonctions définies sur [ [ 0, 1 ~2, à valeurs
réelles, lipschitziennes, on peut trouver une suite et une suite 

de combinaisons linéaires de fonctions qui sont des produits tensoriels,
telles que et vérifient

On vérifie alors que :

ce qui achève la démonstration du Théorème.

3-6 Remarque. S’il est facile d’écrire la limite de 

(corollaire 2-5), il est plus difficile d’écrire celles de et de
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à partir des résultats des Théorèmes 3-4 et 3-5 respective-

vement, car cela nécessite l’introduction des intégrales mixtes et l’étude de
leur approximation ; nous avons voulu rester ici dans le cadre des intégrales
stochastiques de premier et second types.
Remarquons également que la méthode utilisée permet d’étudier le cas

des intégrales :
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