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SoMMAIRE. — Dans cette note nous nous occupons de l'existence de
plus petites tribus exhaustives par paire pour des expériences statistiques.
Nous démontrons que de telles tribus en général n’existent pas. Ce fait
réfute des résultats de Le Bihan et al. [3] et de Littaye-Petit et al. [5]. En
outre, nous proposons une condition suffisante pour I'existence de plus
petites tribus exhaustives par paire.

SUMMARY. — In this note we are concerned with the existence of least
pairwise sufficient o-algebras for statistical experiments. We show that
such g-algebras in general do not exist. This fact refutes results of Le Bihan
et al. [3] and of Littaye-Petit et al. [5]. Furthermore, we propose a sufficient
condition for the existence of least pairwise sufficient g-algebras.

1. PRELIMINAIRES

Soit (X, A, P) une expérience statistique ou (X, A) est un espace mesu-
rable et P une famille de probabilités sur (X, A). Nous désignerons par
B(X, A) le AM-espace des fonctions 2A-mesurables réelles bornées définies
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sur X, par ca (X, ) le AL-espace des mesures (s-additives) réelles sur
(X, W) (cf. [1], II1.7 et [8]) et par D I'ensemble des sous-familles dominées
de B.

Une sous-tribu de U est appelée exhaustive par paire pour 9, si elle est
exhaustive pour toute sous-famille & deux éléments de . L’exhaustivité
par paire est équivalente a l'exhaustivité pour tout Ke D (cf. [2]). Si €,
et £, sont des sous-tribus de A et K est une sous-famille de B, nous écri-
rons £, < £, K-p. s. (K-presque siirement), si pour tout B, € £, il existe
B,e 2, tel que K(B; AB,) =0, cest-a-dire P(B; AB,) =0 pour tout
PeK. Dans I'ensemble des sous-tribus de U nous pouvons introduire
deux relations d’ordre (relation réflexive et transitive) (cf. [3]):

2, < £,(1) si et seulement si £, < &, PB-p. s.,
2, < 2,2 si et seulement si £, = £, K-p.s.

pour toute sous-famille K & deux éléments de B.

Pour que £, < £,(2) soit valable, il faut et il suffit que €, = 2, K-p.s.
pour tout KeD ([3], Proposition 1). £, = &,(i) signifie que £, = L,(i)
et £, < £,(i) pour i = 1, 2. L’exhaustivité par paire est alors compatible
avec ces deux relations d’équivalence. Evidemment, il existe une plus
petite sous-tribu exhaustive par paire par rapport a la relation d’ordre (2)
s’il existe une telle sous-tribu par rapport a la relation d’ordre (1). La
réciproque est fausse en général comme le montre 'exemple suivant. Nous
nous intéresserons donc dorénavant qu’a la relation d’ordre (2).

ExeMPLE 1. — Soient X un ensemble non dénombrable, A = P(X)
I'ensemble de ses parties et P = {J,: xeX} ou I, désigne la masse
unité au point x. On vérifie immédiatement qu’une tribu £ est exhaustive
par paire pour P si et seulement si £ sépare les points de X, c’est-a-dire
pour tout couple x;, x, de points différents il existe un ensemble Be £
tel que { x,, x,} # Bn{xy, x,} # @. En outre, la relation d’ordre (1)
correspond a I'inclusion.

Pour xeX soit maintenant £, = { B: B = X, B ou B¢ est une partie
dénombrable de X \ { x } } . Les tribus £, sont exhaustives par paire pour

car elles séparent les points de X. Donc, comme mﬂx ={0,X},Iil

xeX
n’existe pas de plus petite tribu exhaustive par paire par rapport a la rela-
tion d’ordre (1). Concernant la relation d’ordre (2) il suffit de remarquer
que toutes les tribus exhaustives par paire sont équivalentes par rapport
a la relation d’équivalence (2).
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2. UN CONTRE-EXEMPLE

Dans [3] Le Bihan, Littaye-Petit et Petit donnent le théoréme qu’il
existe une plus petite sous-tribu exhaustive par paire par rapport a la
relation d’ordre (2) pour toute expérience. La démonstration s’appuie sur
la fausse proposition que l'intersection d’une famille filtrante décroissante
de sous-tribus exhaustives par paire est exhaustive par paire aussi (cf. [6]).
L’exemple suivant montre que I’énoncé du théoréme lui-méme n’est pas
exact.

ExXEMPLE 2. — Soient X = (— 1, 0) u (0, 1), U la tribu borélienne sur X
et P={00+_)2|U:xe©0, 1)}V {P;,P,} ou les probabilités P,
sont définies par P;(A) = A(A n (0, 1)) et P,(A) = A(A n (— 1, 0)) pour tout
A e . 1 désigne la mesure de Lebesgue. Pour x € (0, 1) soit

2 ={B:Be¥, {x,—x}<=Bou{x,—x}cB}.

Vérifions d’abord que £, est exhaustive par paire (méme exhaustive).
En effet, soit A € U et désignons par [, la fonction indicatrice de A. Soit f
la fonction définie par

[y si yé¢{x —x}
f(y)—{(lA(x)+lA(—x))/2 i yel{x, —x).

f est ainsi £,-mesurable et nous avons bien

jfdP:j [,dP pour tout Be &, Pep.
B B

Supposons alors que A admette une plus petite sous-tribu £* exhaustive
par paire par rapport a la relation d’ordre (2). Nous avons donc £* < £ (2)
pour tout x € (0, 1). En particulier nous avons £* < £ (6, + 6_,)/2 | A-p.s.
ce qui entraine que £* < £ et ainsi £* m £.. Soit h une fonction

xe(0,1)
£*-mesurable telle que h = Ep (I, | £%) P-p.s. pour i =1,2. Alors h
vérifie simultanément h(x) = h(— x) pour tout xe (0, 1) et

j hdP, = P;(B) et j hdP, =0 pour tout Be £*,
B B

cest-a-dire h = 1 P;-p. s. et h = 0 P,-p. s. Ceci n’est pas possible 4 cause
de la symétrie de la mesure de Lebesgue. Il n’existe donc pas de plus petite
sous-tribu exhaustive par paire pour 8 par rapport a la relation d’ordre (2).
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3. UNE CONDITION SUFFISANTE

Comme Le Cam dans [4] (cf. aussi [5]) nous allons associer a I'expé-
rience (X, A, P) deux treillis de Banach L(P) et M(P). L(P) désigne la
bande engendrée par P dans ca (X, ) et M(P) le dual de Banach L(PY
de L(*B). Alors L(P) est un AL-espace et M() est un AM-espace avec

unité e vérifiant ( y, e > = p(X) pour tout ue L(P) (cf. [8], [1.5.2 et 11.9.1).
On sait que

L(K)={p:peca(X,A), u< P}

pour tout KeD ou Py désigne une probabilité équivalente a K. Ainsi
nous identifierons L(K) avec L,(Py) et M(K) avec L (Pg) pour tout K € D.

Lemme 1. — L(B) =(_JLK).

KeD

Démonstration. — 11 est immédiat de vérifier que UL(K) est un idéal
KeD
de ca (X, A) fermé pour la norme et en vertu de [§], 11.8.3 UL(K) est
KeD

donc une bande. Il en résulte que L(*B) CUL(K). Réciproquement I'in-

KeD
clusion L(K) = L(*B) valable pour toute partie K de B entraine que

(LK) = Lep)

KeD

Soit i: B(X, A) — M(PB) l'application définie par
Cw i) = deu pour tout peL(P).

i est linéaire et vérifie i(ly) = e ainsi que i(f*) = i(f)*. En effet, pour
feBX, A et ueL(P),. nous avons

Cp i(f)T Y =sup {<v, i(f)>:0< vy < pu}
= sup {jfdv:0<v<u} = Jf*du=<u,i(f*)>

(cf. [8], Corollary 1, p. 72). Pour une sous-tribu £ de U nous noterons
r:L(P) - L(P| L) la restriction a L définie par r(u) = p| L. 11 est clair
que r est linéaire, positive et continue pour les normes. Encore r est sur-
jective puisque une modification évidente de la démonstration du lemme 1
permet d’établir que

Lpl9 =_Jux|g

KeD
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et chaque ve L(K | £) pour K € D admet un prolongement en une mesure
ne L(K); il suffit de poser

wA) = j dv/dPyg | LdPg pour tout AeU.
A

Soit ¥ : M(B| L) —» M(P) la transposee de r et soit M*® = r(M(B | 2)).
Alors M* est un sous-treillis vectoriel de M(‘B), contenant e et fermé pour
la topologie a(M(B), L(B)) (cf. [5], Propositfon 1I.2.1).

LEMME 2. — Soient £, et £, des sous-tribus de 2. Pour que £, < £,(2)
soit valable, il faut et il suffit que M*' =« M*2,

Démonstration. — Soient r; : L(P) — L(P| L) les restrictions a £,
pouri=1,2.Si £, = 8,(2), définissons I'application r,, : L(| £,) —» L(P|L,)
par r,,(v) = ry(u) ou u est un élément quelconque de r3 '({v}). ry; est
linéaire, positive, continue pour les normes et nous avons r,, - r, = ry.
Soit 5, : M(P|L,) » M(P|L,) la transposée de r,,. Pour ri(e,)e M
posons ¢, = r5(¢,). Nous obtenons

iy 1(@3) > = () @2 ) = (g o), @10
=), @1 > = ri(ey) >

pour tout ue L(B). Il en résulte ri(p,) = ry(¢e,) et donc ri(,)e M*z,
Réciproquement, si M*' = M*2, pour B, € 8, il existe ¢, M(B|L,)
de sorte que ry(¢@,) = r} o i(l,). Soit Ke D et soit f, €L (P |£,) vérifiant

v, 0, = szdv pour tout ve L(K | £,). Puisque

Jls.dﬂ =), ilg) > =, 1o illy) >
= 15(00) > = (), @, ) = J‘fzdﬂ

pour tout ue L(K), nous avons Iz = f, K-p. s. Si 'ensemble B, € £, est
définie par B, = { f, = 1}, cela entraine que K(B; A B,) = 0. Le lemme
est ainsi démontré.

Un sous-treillis vectoriel N de M(‘B), contenant e, fermé pour o(M(‘B),
L(B)) est appelé exhaustif s’il existe un projecteur linéaire positif = de
M(®B) sur N vérifiant (P, n(p)> = (P, ¢ > pour tout Pe B, ¢ € M(P)
(cf. [4], Definition 11).

LeMME 3 ([5], Proposition II.2.8). — Pour qu’une sous-tribu £ de U
soit exhaustive par paire pour P, il faut et il suffit que M* soit un sous-
treillis exhaustif de M().
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La démonstration de ce lemme, donnée dans [5] (voir aussi [4], Propo-
sition 11), est basée sur un résultat de Kakutani qui permet de munir le
AM-espace M(B) d’une structure d’algebre. Ce lemme peut aussi se déduire
d’une fagon plus facile du fait que M(%B) est la limite projective d’espaces
L.(P), KeD.

Nous arrivons maintenant au théoréme suivant.

THEOREME. — Supposons que la famille des sous-treillis exhaustifs
de M(B) de la forme M* pour une sous-tribu € de A soit cofinale (par
rapport a o) dans la famille de tous les sous-treillis exhaustifs de M(‘B).
Alors il existe une plus petite sous-tribu exhaustive par paire pour P par
rapport a la relation d’ordre (2).

Démonstration. — 11 est connu qu’il existe un plus petit sous-treillis
exhaustif M* de M(%) ([4], Proposition 10). L’hypothése et le lemme 3
entrainent qu’il existe une sous-tribu £* exhaustive par paire telle que
M*" = M* et d’aprés les lemmes 2 et 3 £* est une plus petite sous-tribu
exhaustive par paire par rapport a la relation d’ordre (2).

Nous allons démontrer que ’hypothése du théoréme est vérifiée si la
famille de probabilités P est compacte au sens de Pitcher [7]. Une famille
{ fo: PeB} de fonctions A-mesurables vérifiant 0 < fp < 1 est dite
B-comparable, si pour tout K € D il existe une fonction fy A-mesurable,
0 < fx < 1telle que fx = fp P-p. s. pour tout Pe K. P est dite compacte,
si pour toute famille P-comparable { f, : Pe P} il existe une fonction f
A-mesurable, 0 < f < 1 telle que f = f, P-p. s. pour tout PeP.

Nous nous servirons du lemme suivant.

LEMME 4. — Pour que p soit compacte, il faut et il suffit que 'applica-
tion i : B(X, A) — M(B) soit surjective.

Démonstration. — Supposons que P soit compacte et soit ¢ € M(P),
@ =0 et ||@]] <1 Remarquons d’abord que pour tout KeD il existe

Jk€Lo(Py), 0< fx <1 vérifiant {pu, @ > = J/,;du pour tout ue L(K).

Puisque j]kd,u = Jj;,du pour tout ue L(P) (fp : = fip,, L(P): = L({ P })),

la famille { fp : Pe P} est P-comparable. Donc, 'hypothése entraine
qu’il existe une fonction f* A-mesurable, 0 < f < 1 telleque f = f, P-p.s.
pour tout PeB. Cela implique f = fx K-p. s. pour tout KeD et par
conséquent nous avons ¢ = i(f) en vertu du lemme 1.

Inversement, supposons que i soit surjective. Si { f : Pe B} est une
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famille P-comparable et { fx : K e D } est une famille de fonctions UA-mesu-
rables, 0 < fx <1 vérifiant fy = f, P-p. s. pour tout PeK, nous défi-

nissons une application ¢ : L() — R par {y, ¢ > = J Jfxdu si pe L(K)

(cf. lemme 1). Alors ¢ est une forme linéaire positive sur L(B) et donc,
@ € M(*P) (cf. [8], Corollary 2, p. 85). D’aprés I'hypothése il existe he B(X, A)

vérifiant {p, @ ) = jhdu pour tout p€ L(P). En particulier nous avons

J Sfedp = Jhdﬂ pour tout u € L(P), PeP et par suite h = f, P-p. s. pour

tout P e *B. Il reste a poser f = h-(lj,1;° h).

COROLLAIRE. — Si B est compacte, alors il existe une plus petite sous-
tribu exhaustive par paire pour P par rapport a la relation d’ordre (2).

Démonstration. — Montrons que pour tout sous-treillis vectoriel N
de M(‘B), contenant e, fermé pour a(M(B), L(*B)) il existe une sous-tribu L
de A telle que M* = N. En effet, soit N un tel sous-treillis et soit E = i~ }(N).
Il est clair que E est un sous-treillis vectoriel de B(X, ), contenant I,
fermé pour o(B(X, A), L(*P)) et donc, grace au théoréme de convergence
monotone, E est stable par limites monotones (ponctuelles). Il en résulte
que E=B(X,2) ou €={A:AeU [,eE} et par conséquent nous
avons N = i(B(X, 2)) en tenant compte du lemme 4. Cela établit que
N = M* est valable puisque M* = i(B(X, £))~ ou la fermeture est prise
pour la topologie a(M(B), L(*B)). Pour achever la démonstration, il suffit
d’appliquer le théoréme.

D’aprés le théoréme précédent I'expérience considéré dans I'exemple 2
doit admettre un sous-treillis exhaustif N de sorte qu’il n’existe aucune
sous-tribu £ exhaustive par paire vérifiant M* = N. Nous allons construire
un tel sous-treillis, qui mérite d’étre explicité.

ExempLE 3. — Soit (X, U, PB) définie comme dans I'exemple 2.
Posons B, = {P;, P, et P, = { (5, + d_)2| W :x€(0, 1) }. Puisque
L(*B) = L(*B,) & L(*B,) nous avons

M(%$) = L(B,)" x L(B,)" = L,(P) x B(X)
ou B(X) = B(X, P(X)) et P = (P, + P,)/2. Soit maintenant
N =L,(P) x { h: he B(X), h(x) = h(— x) pour tout xe X }.
Evidemment N est un sous-treillis vectoriel de M(B), contenant e = (ly, ly)
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et fermé pour a(M(B), L(B)). De plus, nous voyons que N est exhaustif
en considérant le projecteur = de M(®B) sur N définie par n(f, h) = (f, hy)
ou hy(x) = (h(x) + h(— x))/2 pour tout x € X. Vérifions qu’il n’existe aucune
sous-tribu € exhaustive par paire telle que M* < N. En effet, la sous-tribu €,
de A engendrée par i~ '(N) vérifie 8, = {A: A, A = — A}. Donc, £, est

égale a la tribu m 2 dexemple 2. Ainsi £, n’est pas exhaustive par
xe(0.1)

paire et il suffit de remarquer que chaque sous-tribu £ de U telle que

M* < N vérifie nécessairement € < €.

Remarque. — L’exemple précédent réfute une assertion de Littaye-
Petit, Piednoir et van Cutsem ([5], Proposition II.2.2) d’aprés tout sous-
treillis vectoriel de M(B), contenant e et fermé pour o(M(P), L(B)) est
de la forme M* pour une sous-tribu £. Leur conclusion qu’il existe une plus
petite sous-tribu exhaustive par paire par rapport a la relation d’ordre (1)
pour toute expérience est déja démontrée comme faux dans les exem-
ples 1 et 2.
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