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Tests de détection
de valeurs aberrantes multidimensionnelles
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Faculté des Sciences et Techniques de Chambéry, B. P. 143, 73011 Chambeéry.
Laboratoire de Mathématiques Appliquées.
Université Scientifique et Médicale de Grenoble

REsuME. — Nous proposons des tests de détection de valeurs aberrantes
multidimensionnelles et démontrons 'optimalité de ces tests dans le cas
d’un échantillon gaussien de matrice des variances-covariances A, sup-
posée connue, et de glissements de la moyenne colin€aires.

SuMMARY. — Tests are given for outliers in a multinormal sample
when the variance-covariance matrice A is known, and a property
of optimality of these tests is shown when the observations have slipped
in mean in parallel directions.

INTRODUCTION

Soit x; ... x, un n-échantillon gaussien multidimensionnel d’une loi
normale A (m, A) & valeurs dans R? de moyenne m inconnue et de matrice
des variances-covariances A supposée connue. Notre étude se situe dans
le cadre du modéle /. Cest-a-dire que nous supposons qu’une
valeur aberrante provient d’un glissement de la moyenne, soit d’une loi
N (m + Am, A), Ame RP, Am # 0.

L’autre modéle, appelé modéle %, consiste a supposer qu’une valeur
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304 B. GAREL

aberrante provient d’une dilatation de la matrice des variances-covariances
soit d’une loi A" (m, AA) avec 4 réel > 1.

X1
Si x =< : ) désigne un vecteur de RP on notera x’ le transposé¢ de x.

Xp

1. FORMULATION DU PROBLEME
ET THEOREME PRINCIPAL

Soient x; ... x, n variables aléatoires gaussiennes a valeurs dans R?
de moyenne m;, ..., m, respectivement et de méme matrice des variances-
covariances A connue. Nous voulons tester I’hypothése

Hy=Hm, = ... =m,=m)

contre les hypothéses alternatives que k (k < n) moyennes des observa-
tions ont glissé suivant des vecteurs de RP colinéaires 4 un méme vecteur
Ame RP, k étant connu.

Nous noterons ¢ le groupe des permutations de I'ensemble {1, ..., n}.
Soit ¢ € 6, I’hypothése H, est que

E(x,) = otyyAm + m

(1 ‘0) E(xZ) = ad(z)Am + m

E(x,) = t,mAm + m

ou a,; ... a, sont des scalaires réels connus. Nous avons donc n! hypo-
théses alternatives. Les o, pour u =1, ..., n ne sont pas nécessairement.
distincts et certains peuvent étre nuls, I'un au moins étant différent
de zéro. On donnera, par exemple, un résultat dans la situation k = 2,
oy =0,=10,=0pour u=3,...,n

Tout en particularisant H,, nous formulons notre probléme comme
un probléme de décision multiple dont nous présentons maintenant les
principaux éléments, dans un cadre un peu plus général que nécessaire.

1° Soit & I'ensemble des états de la nature. Nous identifions & a 1’espace
produit # x RP ou s est I’ensemble discret des r + 1 hypothéses :
# = {Hy, H,, ..., H,} et ou p est la dimension de I’espace d’un para-
métre réel. R? est muni de sa tribu des boréliens, J# de son ensemble des
parties 2 (), et & de la tribu produit.

2° Nous disposons sur & d’une probabilité a priori que nous notons
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b ® n ou b est une probabilité discréte a priori sur # et n une probabilité
a priori absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R? :
nous noterons b[H,] = b, la probabilité a priori de I'hypothése H,, v = 0,

r

1, ...,-.Ona donchv=1.

v=0

3° Nous noterons & l'ensemble discret des décisions possibles et de
méme cardinal que #. 2 = {D,y, D,, ..., D,} ou D, représente la
décision d’accepter 'hypothése H,, pour v=20,1, ..., r.

4° Nous noterons f,(x,, ..., x,) la densit¢ conjointe des x, pour
u=1,...,n sous ’hypothése H,, pour v=20,1, ...,r. De plus les
fopour v =0, 1, ..., r dépendent d’'un paramétre vectoriel Am a valeurs
dans R? sur lequel on dispose justement de la probabilité a priori .

5° Nous noterons D I'’ensemble des fonctions (ou regles) de décision
aléatoires
D = {d/d: Ry » 4}

ou ./ est un ensemble de probabilités sur 2. On peut identifier d (voir [5])
a une application d: (R?)" — [0, 1]"*!

d=(o, dy, ..., d) avec 0<dxy, ..., x) <1
Edv(xl, e X)) =15d)(xq, ..., Xp) repfésente la probabilité de prendre
v=0
la décision D, sachant (x,, ..., x,). Nous noterons: x = (xq, ..., X,)
et dx =dx, ... dx, De plus pour v=0, 1, ..., r nous supposerons
que d,(x) est mesurable par rapport a la mesure de Lebesgue sur R™?.

6° Nous appellerons L la fonction de cofit. L est une application de
H x 2 - R*. L(D,/H,) est le colit de la décision D, lorsque I'état H,
est réalisé. Dans ce qui suit, nous prendrons la fonction L définie par

0 si v=¢§

Il est alors possible de définir le risque de Bayes et les regles de Bayes
relatifs & la probabilité a priori b @ n, et de caractériser ces dernicres.
Nous renvoyons pour une étude détaillée a [/]. Notons que dans le cas de
glissements colinéaires décrit ci-dessus r = n!. On notera D, (resp. D,)
la décision de considérer H, (resp. H,) comme réalisé et d(x) (resp. d,(x))
la probabilité de prendre la décision D, (resp. D,) sachant x.
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306 B. GAREL

Nous définissons sur s la probabilité a priori b telle que

b[Ho] = bo
1-5
b[H,] = ——
n!
Soit ¢ >0 une constante fixée telle que ||[Am|j3-: = ¢, ou

| Am|Z-: = Am’A™*Am.

Nous définissons la probabilité a priori n(Am) comme étant la mesure
concentrée sur lellipsoide || Am||3-: = ¢ telle qu'en le transformant par
une application linéaire en la sphére unité S; de R? la mesure image obtenue
soit la mesure uniforme dS(Am) sur la sphére unité.

On choisit de se limiter aux régles de décision possédant les propriétés
suivantes :

1.1. La probabilité de choisir D, sous I'hypothése H, est
P(Dy/d, Ho) =1 —a,

niveau de confiance du test.
Donc a est fixé, et ne varie pas avec d.

1.2. Les régles de décision sont invariantes lorsqu’on ajoute un vecteur

constant y e R? a chaque observation :

t VyeR?, Voeo dxy +y, .., x, YY) =dy(x; ... x,)
e
do(xy +y, .., X+ Yy =do(xy ... x,)
Les régles de décisions auxquelles on se limite sont donc invariantes sur
un sous-groupe, noté G;, du groupe des translations de R™?.

1.3. Enfin, les régles de décision doivent vérifier : les probabilités de
décision P(D,/d, (H,, Am)) de choisir D, sous I’hypothése H, sont
indépendantes de oeo, et ne dépendent que de || Am||,-:.

1.4. TuEOREME. — Dans le cadre du modéle décrit ci-dessus, la régle
de décision possédant les propriétés 1.1, 1.2 et 1.3 qui maximise les proba-
bilités de décision P(D,/d, (H,, Am)) uniformément en AmeRP? et g,
nous est donnée par :

si. R}, <4, prendre la décision D,
si R%) >4, prendre la décision D,

ou (o) est la permutation pour laquelle R2 est maximal, ou

n

RZ = [z L(X, — )?)]’A‘ 1 —Z U)Xy — )_c):|

pn=1 pn=1
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ou 4, est une constante qui dépend du niveau de signification, donc de aq,
avec Py (RZ, < 1) =1-a

1.5. Remarque. — La probabilité P(D,/d, (H,, Am)) étant indépendante
de €0 on lappelle probabilité de détection de k valeurs aberrantes et
I'on dit que la régle du théoréme 1.4 maximise uniformément en Am la
probabilité de détection de k valeurs aberrantes éventuelles.

Preuve du théoréme : les probabilités de décision d’une régle de décision
vérifiant I'invariance sous le groupe G, sont indépendantes de m, la moyenne
inconnue. Nous supposerons donc m = 0.

Alors (voir [I]) parmi les régles de décision possédant les propriétés 1.1,
1.2 et 1.3, celles qui maximisent uniformément en c€a et AmeRP les
probabilités de décision P(D,/d,, (H,, Am)) sont les régles de Bayes rela-
tives 4 la probabilité a priori b ® n.. D’autre part, les régles de Bayes rela-
tives a la probabilité a priori b ® n, possédant les propriétés 1.1 et 1.2,
c’est-a-dire de niveau de signification 1 — a et invariantes sous le groupe
de transformations G, sont données par

do(x) =1 si Ahy > h,(x, Am)dn(Am) Yoeo

(1.6) | dyx)=1 si jha(:_c, Am)dn(Am) > Ah,

et J hy(x, Am)dn (Am) > J h,A(x, Am)dn (Am)
Vo' €0 avec ¢’ # 0

sauf peut-€tre sur un sous-ensemble E de R™? de mesure nulle. h, (resp. h,)
est la densité de I'invariant maximal sous le groupe G, exprimé en fonc-
tion de x, sous I'hypothése H, (resp. H,). A est une constante de R**
qui dépend de a.

Par un sous-ensemble E = R" de mesure nulle nous voulons dire un
ensemble E tel que

J‘j‘ fa(-lca Am)dlf d(b ® VIC) =0.

L’invariant maximal sous le groupe G, nous est donné par une généra-
lisation en dimension p de I’exemple 1, page 216 de [3], résultat que I’'on
peut trouver dans [/], page 53, soit: x; — X, ..., Xpeq — Xp

Nous avons donc besoin de calculer la densité de I'invariant maximal
sous le groupe G; sous les hypothéses H, et H,, o € 6. Ces résultats sont
des corollaires d’'un lemme démontré dans [2] que nous rappelons ici.
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1.7. LeMME. — Soient x, ... x,, n variables aléatoires gaussiennes a
valeurs dans R” de moyennes respectives m, ... m, et de méme matrice
des variances-covariances A. La densité conjointe des (n — 1) variables

X1 = Xm ..., Xp—1 — X, que nous notons h(x,, ..., x,) nous est donnée
par

1.8) h(x; ... x,) = Cy exp {—%Q}

ou

Q= Zlu{nz (x,u' - mui)(xuj - muj) - I:Z(xui - mui)Z(xuj - muj):l}
ij n=1 pn=1 r=1

et (AY) est la matrice inverse de la matrice A, et ou

1
C0=

n—1°

nPP2nP AT 2

en notant | A | le déterminant de la matrice A.

1.9. CorOLLAIRE. — Sous T'hypothése H, la densité de linvariant
maximal X; — X, ..., X,_; — X, nous est donnée par

ho(xy ... x,) = C, exp {— %Z(Axu)’A" 1(Axu)}
n=1

=XM—X

(Preuve. — En traduisant 'hypothése m, = ... = m, =0 on trouve
le résultat a partir de la formule (1.8) du lemme 1.7).

1.10. CoroLLAIRE. — Sous I'hypothése H,, ¢ €6 définie en (1.0), la
densité de l'invariant maximal x; — x,, ..., x,_, — X, s‘écrit

h(xy, ..., Xp Am) = hy exp {cl | Am||%-: + <Am, Zaa(u,Ax,‘> }
A-1

=
ou ¢ ., . >5-1 est le produit scalaire associé 4 A~!; et
A

n

w=3 (e - (2 )|

u=
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Preuve. — Par hypothése pour p=1, ..., n

' m, = oz,Am
Q s’écrit :

Q = Z’w {nz:(xui - o‘a(u)Ami)(xuj - OC¢r(u)Amj)
ij p=1
- I:E (xui - aa(u)Ami) E(x;uj - ad‘(ﬂ)Amj)] }
un=1 n=1
= Eli"{nEx”ixw- - nAijoc,(u)xw~
r i

ij p=1 n=
n

n
2
- nAmiZ OpuXpj + NAMAM jZ U5 )

n=1 p=1
n

n
— n®XX; + n)?jAm,-Zad(“) + nx,Am; E Uoury

p=1 u=1

- 2

u=

110, \ U
ho(xh cees Xpy Am) = hO €Xp { _2_n|:2j'uAmiAmj (nz Cx3(!‘) - (z aa’(ﬂ)) ):l
ij 1 1

ij n= u=

+ Z L [Am ,.2 Ot Xi — xi)] }

ij p=1
en tenant compte de nos notations

n

Q = hyexp {ClAm’A_IAm + Am’'A™! Za‘,m)(xu - )"c)]}

r=1

on en conclut le corollaire 1.10.)
Pour terminer la démonstration du théoréme 1.4, posons

Z, = Zoc,,(u)(x” - X).
p=1

Vol. XIV, n° 3-1978.
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Nous nous proposons de calculer les intégrales de la formule (1.6) soit :
I, = LA " hy(x4, «s Xp, Am)dn (Am)
ou h, nous est donnée parAl_e corollaire 1.10.
I, = hoJumnA exp { ¢y [|Am|R-1 + <Am, Z, -1 } dy(Am)

Soit D la matrice associée a Papplication linéaire qui transforme
Pellipsoide || Am||3-1 = ¢ en la sphére unité || Am [I? =1 ou|l.|| désigne
la norme euclidienne de RP. Si Jp désigne la matrice identité d’ordre p
nous avons

F,=D'A"'D & A~ = (D)D" !

Dans I'intégrale opérons le changement de variable Am — DAm et appli-
quons le résultat sur la mesure image. L’intégrale devient

I, = hoe“J exp { (Am, D7'Z_> } dS(Am)
l|Am||2= 1

Opérons alors un changement de base orthogonale de telle sorte que dans
le nouveau systéme de coordonnées le vecteur D™'Z, aient ses (p — 1)
premicres composantes nulles et la p° strictement positive. La distribu-
tion dS(Am) étant uniforme nous avons

r

I, = hoe exp (Am, || D™'Z, || )dS(Am)

Jllam||2=1

= hye [ exp (Am, || D™1Z_ || )dS(Am)
||Am]|2=1
JetAmp>0

+ hoett [ exp (— Am, || D™'Z, || )dS(Am)
S
=2hget [ ch (Am, || D~1Z_||)dS(Am)
[1am||2=1 '

J etAmp>0

pour Am, >0, ch (Am,||D™'Z,||) est une fonction strictement crois-
sante de || D7!Z,||. Il en est de méme de I, et I'on a

Ahy > 1, < A > 2 J ch (Am, || D™'Z, || )dS(Am)
lAm||2=1
etAmp>0

< ||ID7'Z,||* < 4,, pourtout cea
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Choisir 4, > 0 de telle sorte que la propriété 1.1 soit vérifiée revient a
déterminer A e R**.
Drautre part pour ¢ et ¢’ €6

[1Am||2=1
etAmp>0

IL>1, < J ch (Am, || D~ 'Z, || )dS(Am)

[1am||2=1
etAm,>0

>j ch (Am, ||D™'Z,||)dS(Am) <> ||D™'Z,|| > || D™'Z, ||
Remarquons que

ID™'Z,||* = Z(D~'YD™'Z, = Z/(D’)"'D"'Z,
=Z.A"1Z,
Relativement a la distribution a priori n,(Am) les régles de Bayes possédant
les propriétés 1.1 et 1.2 sont caractérisées par

do(x) =1 si
n n
(1.11) RE) = max [Zaam(x” - )?):l Al [Zaam(xﬂ - )?):| <,
n=1 n=
doyx)=1 si RZ >4,
Cette régle de décision est manifestement symétrique en x, ... x,. Les
densités des lois conjointes des variables x, ... x, sous les diverses hypo-
théses sont également symétriques en X, ... x,. Enfin pour tout sceo

on vérifie aisément que les probabilités de décision P(D,/d, (H,, Am))
de la régle d ci-dessus ne dépendent que de || Am||,-:. La régle de déci-
sion (1.11) posséde donc la propriété 1.3 ce qui termine la démonstration
du théoréme 1.4.

2. EXEMPLES D’APPLICATIONS

Nous donnons ici trois corollaires qui nous permettent de retrouver
le résultat connu et, démontré dans [2] et de généraliser certains résultats
en dimension 1, présentés dans [4].

2.1. CoROLLAIRE. — Sous I’hypothése qu’il n’y a au plus qu’une valeur
aberrante, dans le cadre du modéle décrit au paragraphe 1, la régle de
décision possédant les propriétés 1.1, 1.2 et 1.3 qui maximise la proba-
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bilit¢ de détection de cette valeur uniformément en Ame R? nous est
donnée par :

r . . . 2 — —_— 1 —
prendre la décision D, si x%, = ,,Tﬁ)f,, (x, — XN (x, - %)< A,
prendre la décision Dy, si  xZ, > 4,

(Preuve. — Dans ce cas, un seul des o, est non nul, égal a 1 et il y a n hypo-
théses alternatives).

Ce résultat est déja connu et dii a [2].

2.2. CoROLLAIRE. — Supposons que 1 < k < n des a, soient non nuls,
tous égaux a 1. Alors la régle de décision satisfaisant aux hypothéses du
théoréme 1.4 et possédant les mémes propriétés nous est donnée par :

prendre la décision D, si (,) < A,
prendre la décision D, si RZ, >4,

RG) = max [z(xﬂ(u) x)] [E(Xcr(m ]

et 4, est une constante dépendant de a.

(Preuve. — Sans perdre de généralité, nous pourrons supposer

G =...=0qq=1
Oy = ... =0, =0
alors
n n
2“6(#)("‘# - X = zan(xo"(u) - %)
n=1 n=1
Alors
n _ n
’
N -
max [2 Ol Xy — x] A Eaa(u)(x” - x):I

u= p=1

n

=1
= max [2 (X -1y — )’c)] At z“u(xa-*m) - )_c)]
=1 -

uw u=1

n

max [z o‘u(xtr(u) - f):IA_ ' Lz “u(xcr(u) - )_C)]

n=1 p=1

en remplagant les o, par leur valeur on obtient le résultat.)
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En particulier lorsque k =2, oy =a, =1, o, =0 pour p=3, ..., n
on trouve le résultat simple suivant : le test de détection optimal est associé
a la statistique

max  (x; + x; — 2X)A7(x; + x; — 2X)

1<i<j<n

Supposons enfin que les n observations soient partagées en r popula-
tions de k éléments : n = rk.

Nous nous proposons de savoir si I'une des populations a glissé en
moyenne.

2.3. CorOLLAIRE. — La régle de décision correspondante, vérifiant
les hypothéses du théoréme 1.4 et possédant les propriétés qui y sont
énoncées, nous est donnée par prendre la décision

D, si Rf <4,
Dy si RE >4,
ou (/) désigne I'indice pour lequel

=@l — A (%) — %) estmaximal;1<I<r

A= A /k?
ou ‘
B 1
x() = k Xuih
i=1

les autres étant nuls.

Les seules permutations qui présentent un intérét sont celles pour
lesquelles les coefficients «, # 0 operent sur les éléments d’un méme
groupe. Nous avons donc r hypothéses alternatives, et 'on a :

RZy) = [Z(xum ]A_I[Z(xuu) - f]
=1

ou u(j) désigne un des k indices p pour lesquels o, = 1, et o(l) désigne
la I° des r permutations présentant un intérét.

k

k
R3(1) = [qum - kf] AT an(i) - kx:l

= K(&() — A (& (D) - %)

En posant Rf = RZ, on obtient le résultat.)
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314 B. GAREL

Bien que I'on ne connaisse pas Am, on a suppos¢ les «, connus. Nous
pouvons donc dire qu’en I'absence de toute information sur la nature des

glissements il n’y a pas de régle optimale de détection de k > 1 valeurs
aberrantes.
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