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Controle des chaines de Markov
sur des espaces arbitraires

par

J.-P. GEORGIN

Université Paris-Nord, CSP Avenue J.-B. Clément
93430 Villetaneuse
(appartenant a I’équipe de recherche associée au C. N. R. S. n°® 532,
« statistiques appliquées ».)

REsumE. — Nous donnons un cadre d’hypothéses qui nous permet
d’affirmer I'existence d’une stratégie stationnaire optimale pour une chaine
de Markov contrdlée dans le cas du critére dévalué. (L’espace des actions
est polonais et I'espace des états est un espace mesurable quelconque,
ou un espace polonais muni de sa tribu borélienne.)

L’étude du probléme dévalué permet de trouver la solution au probléme
en moyenne, moyennant la résolution d’une équation de Poisson dont
nous donnons des conditions d’existence.

Nous appliquons enfin ces résultats dans le cas ou la chaine controlée
est une chaine récurrente positive au sens de Harris.

INTRODUCTION

Nous avons repris dans [4] les principaux résultats de la théorie du
contrdle, sur des espaces non dénombrables, basée sur les travaux de
Striebel [11] et Hinderer [5], qui nous conduisent ici au rappel du théoréme
fondamental sur la caractérisation d’une stratégie optimale dans le cas
du critére dévalué.

L’intérét de I’étude du critére dévalué est qu’il nous permet de passer
sous nos hypothéses a I’¢tude du critére en moyenne.
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256 J.-P. GEORGIN

L’étude particuliére que nous proposons est celle ou I'espace d’état
est un espace mesurable quelconque, alors que S. M. Ross dans [/0] consi-
dérait un espace d’état polonais ; nous avons d’ailleurs dans [4] développé
des conditions qui assurent la validité des hypothéses de S. M. Ross dans
le cas d’espaces topologiques. '

1. PRESENTATION DES OBJETS,
NOTATIONS ET HYPOTHESES FONDAMENTALES

L’espace des temps est N.
L’espace des épreuves est (€, /), un espace mesurable.:

On étudie un systéme : processus défini sur (2, o/) a valeurs dans un
espace mesurable des états (%, %) : on note Y = (Y,),.y CE processus.

A chaque instant ¢, on peut entreprendre une action A, fonction mesu-
rable de (Q, /) dans (<, o), (<, ) est I'espace mesurable des actions.
Le processus A = (A,),y €5t le processus des controles. On utilisera indiffé-
remment les termes action ou contréle.

On note pour toute suite (). : a® = (ao, .. ., a,).

La tribu des événements observables jusqu’a I'instant t est 4, :

B, = o(Y®, AC)

On devra a chaque instant t choisir I'action A, au vu des observations
antérieures a t. Autrement dit, on choisira une stratégie 6 = (9,),n, CeSt-
a-dire un processus de (Q, /) dans («/, /) adapté aux tribus %, Seules
seront acceptées certaines stratégies présentant des conditions de cohérence
que I'on précisera. On notera & I'ensemble des stratégies cohérentes.

On se donne une probabilité de transition = de % x &/ dans % dont
le sens intuitif est le suivant : si a I'instant t, Y, = y, A, = a; alors a l'ins-
tant (¢t + 1), Y,,, est dans ', I'e®, avec la probabilit¢ n (y, a, I'). On
donne enfin une probabilité¢ i, sur (%, %), la loi initiale du processus.

Les espaces produits seront munis des tribus produits associées. On
ne mentionnera pas les tribus associées lorsqu’elles sont évidentes.

On se place dans le cadre suivant qui définit la notion de « chaine de
Markov contrélée ».

Pour toute stratégie cohérente d = (d,),n, il existe une probabilité P?
sur (Q, ) telle que pour tout ¢, et tout Be ¥

PY[A, = d, pour tout t] = 1
P’[Y, € B] = 14(B)
Pd[Yl+l €B I '%t] = n(Yt, dt’ B)
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 257

Remarque. — La construction canonique d’un tel processus est possible
(cf. [4]).
Définissons 'ensemble & des stratégies cohérentes :

A chaque instant t, le domaine ol peuvent &tre choisies les actions
ne dépend que de Y, : & chaque y € %, on associe D(y) partie non vide de &/
tel que P'ensemble {(y, a); ae D(y)} soit élément de ¥ @ .

Une stratégie d = (d ),y €st donc cohérente si et seulement si d, € D(Y,)
pour tout t.

Le gain obtenu dans I'intervalle de temps [t, t + 1] est g, variable aléa-
toire réelle (v. a. r.) mesurable et bornée.

On suppose que pour toute de P et tout te N

B[, | %) = g(Y,, d) = &Y, A) [P’ p.s]

ougestunev.a. r.sur % x .

Il existe une v. a. p sur % x o/ x % et une transition 4 de # dans %
telles que pour ye#, ac o/, Be ¥

n(y, a; B) = jp(y, a, 2)My, dz)1y(2)

Il existe alors une probabilité p sur (%, ¥) telle que :
p(B) =0 < [P[Y,eB] =0 pour toute d et tout ¢t > 0]
car les mesures Y,(P?) sont toutes absolument continues par rapport a :
1 . la r-itme itérée de A
5 Ao(A) ou /, est la t-ieme itérée de 4.
t=20
Notations : On notera :

#B(#) L’ensemble des v. a. bornées sur % muni de la norme définie par :
1611 = sup | $(x)|

M (%) L’espace vectoriel des mesures signées sur % muni de la norme

J¢dv

[[vil= sup
@. llgll < 1)
PeB(Y)
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258 J.-P. GEORGIN

2. SOLUTION DU PROBLEME DEVALUE
ET INTRODUCTION AU PROBLEME EN MOYENNE

Sous les conditions précédentes, introduisons les notions de « critére
dévalué » et de « critére en moyenne ».

Définissons le gain maximin en moyenne

t—1

1
M = lim —ng
T oot

5=0
et le gain minimax en moyenne :
t—1

_ 1\ .
=”=,‘1.‘2;ng

s=0

Le probléme que nous étudions est: a quelles conditions sur 7 et sur g
existe-t-il une stratégie d, pour laquelle :

et pour toute autre stratégie d :
MLk P! p.s.

Un probléme moins intéressant mais techniquement plus simple que celui
posé précédemment est le cas du probléme dévalué : on cherche & maximiser :

E? z ﬂ‘"{l ou E1
“s=0

ou f,0 < B <1, est le taux de dévaluation. Introduisons la définition :

Définition. — Une stratégie est dite markovienne stationnaire relative-
ment a Y, si elle est de la forme :
{ d(Yt) }teN

ou d est une fonction mesurable de # dans &/ telle que d(y)e D(y) pour
tout ye %.

On notera & ’ensemble des stratégies markoviennes stationnaires asso-
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 259

ciées 3 Y. Sided, Y = (Y,),.n €st une chaine de Markov sur (Q, o, P%),
diment complété, de transition : (y, B) — n(y, d(y), B) notée I1%
On obtient alors le théoréme que nous ne démontrons pas ici (cf. [4]).

THEOREME 1. — Dans le cas « stationnaire dévalué ».
1. La classe & des stratégies markoviennes stationnaires associées a Y
est compléte. C’est-d-dire :

ess sup E* E Bz, | YO] = ess sup E* E Bg | YO] = 1y(Yo)
deP des
“s=0 Ts=0
2

l(y) = Tlg(y) = p — ess sup [g(y, d(y) + B J m(y, d(y), dz)lp(z)]

et la valeur de l; peut-étre obtenue par approximation dans L*(p) a aide
de la suite des T"h (n-iémes itérées de T) pour h e L*(p) quelconque.
3. Si dg est telle que :

Io(y) = &(y, dg(y)) + Jﬂ(y, dg(y), d2)lg(z)  [pp.s]

alors dg est une stratégie optimale :

15(Yo) = E* Zﬁs~s | Yo] [P% p.s)]
520

Quant au probléme du critére en moyenne, nous recherchons la stratégie
qui maximise I'espérance du gain moyen par unité de temps. Ce probléme
apparait comme limite du précédent quand B — 1.

Posons :

t—1

1
M, = lim — ZE‘:O[EJ
t— oo
s=0

Rappelons que si (1) est une suite de nombres réels et 0 < f < 1ona:
N-1

1
lim — Zuk < lim (1 — ﬂ)Zﬁkuk
N-w N B—1- —

N-1

et aussi si 1\glm N u, existe, alors celle de (1 — B) ) Bru, existe et ce
— 00

k=0 k=0
sont les mémes.
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260 J.-P. GEORGIN

Donc :
1 o0
M4, = li_m;ZE‘iO[g”s] < lim (1 - ﬂ)zE JBE]
p—-1-
< lim (1 — B) sup Ej, Eﬁsgs]
B—1- d Ll

% < lim (1 - B)jlpdlo = k(4o)

B-1-

ainsi :

Ce resultat donne une idée du lien entre le critére en moyenne et le
critere dévalué.

Une autre approche de ce critére est 'exemple suivant :

Exemple. — Chaine de Markov non contrélée ou seul le gain dépend de
Paction.

Cet exemple conduit a étudier le cas o Y est une chaine de Markov
récurrente positive au sens de Harris non contrélée. Nous supposerons
seulement que le gain g depend de laction : si a l'instant ¢, Y, = y, A, = aq,
on gagne g(y, a).

On sait d’aprés un théoréme ergodique que si u est la probabilité inva-
riante, alors pour toute de &

t— o

1 t—1
lim - 2 g(Y,, d(Yy) = Jﬂ(dy)g(y, d(y) =M*  (p.s)
s=0

On notera :

gdp) = Ju(dy)g(y, diy) et g;=g(.,d(.) |

Supposons qu’il existe une fonction dy:% — .o/, mesurable, telle
que dy(x)e D(x) et :
g(x, do(x)) = sup g(x, a)

aeD(x)

donc d, est une telle stratégie optimale. Alors :

t—1
o1
M = k;, = lim zg(Ys, oY) (.s)
s=0

et pour toute autre stratégie d

t—1

— 1
lim ? Zg(Ys, ds) < Md (p S')

s=0
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 261

Si de plus, on a récurrence au sens de Doeblin [cf. Revuz, Orey [9] [8]]
alors, comme (g, — ky,) est d’intégrale nulle par rapport a u, il existe
une v. a. I, bornée, unique a une constante pres, telle que [ soit solution de
I’équation de Poisson | — 7l = g, — k,, ou

1x) + kqy = 8(x, do(x)) + jn(x, dy)l(y) = sup [g(x, a) + jn(x, ay)l y)]

on obtient donc, sous des conditions de récurrence trés fortes, dans ce cas
simple, des équations analogues a celles que nous avons obtenues dans le
cas dévalué. Nous chercherons a exhiber des fonctions k et | analogues
dans le paragraphe sur le critére en moyenne.

Le probléme qui se pose est celui des sélections mesurables. A quelles
conditions la borne essentielle supérieure pour d € & peut-elle €tre rem-
placée par une borne supérieure pour a € D(y) pour chaque y et existe-t-il
une stratégie d € ¥ optimale ?

Envisageons maintenant des conditions qui répondent aux questions
posées, que nous formulons dans les hypothéses suivantes :

HypoTHESE 1. — Conditions d’Evstigneev (3)

(%, ¥) est un espace mesurable quelconque.
o est un espace polonais (métrique, complet, séparable) muni de la tribu
borélienne oA. ‘

Pour tout yD(y) est compact, et

a — gy, a) est continue de D(y) dans R

a - jn( y, a, dz)h(z) est continue de D(y) dans R

quelle que soit la v. a. bornée h sur ¥.
On compléte cette derniére hypothése en prenant % un espace polonais.

HypoTHESE 2. — Conditions d’Evstigneev et de Brown-Purves (1)

Hypothese 1 .
et U est un espace polonais muni de la tribu borélienne ¥.

On a alors le théoréme :

THEOREME 2. — Dans le cadre de I’hypothése 2 [resp. 1] on peut choisir
une version de I, telle que :

bo) = sup [g(y, Q) + ﬁjn(y, " dz)lﬁ(z)]

aeD(y
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et il existe une stratégie stationnaire markovienne optimale dy(.) mesurable
sur % telle que :

Is(y) = g(y, dg(y)) + B jn(y, dg(y); dz)lg(z)  [resp. p p.s]

Démonstration :
1) Sous I’hypothése 1

Rappelons un théoréme de sélection dii & Evstigneev [3] que nous trans-
posons ici avec nos notations :

THEOREME DE EVSTIGNEEV. — Soient (¥, ) un espace mesurable quel-
conque muni d’une probabilité p, o/ un espace polonais muni de sa tribu

borélienne sA.
¢ unev. a.r sur Y x A telle que

. pour tout ¢, pour tout yey, {a, ¢(y, a) = c} est compact
- dy,a)<q(y) on J|qldp< 0
Alors il existe d: % — o mesurable telle que

My, d(y) = sup &(y,a) [p p.sl]

Appliquons ce théoréme a la fonction @y, a)

Il

Wy, a) =gy, a) + B jn(y, a, dz)lg(z)  si aeD(y)

= — 0 sinon

Les conditions du théoréme de Evstigneev sont vérifiées sous I’hypo-
thése 1, en effet :

— a = @y, a) est continue sur D(y), a — ®(y, a) est s. . s. sur .o,
1
— Oy, a) < ||g||1——B, pour tout ¢ et pour tout y, I’ensemble

{a, ®(y, a) > c} est fermé inclus dans le compact D(y), il est compact.

Ainsi il existe une dge & telle que, d; mesurable de % dans < et :

Dy, dy(y)) = sup) ®y,a) [pp.-s]

aeD(y,
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 263

On avait :
l(y)=p - ess sup O(y, d(y)
Pour toute de &
®(y, d(y)) < sup ¥y, a)

aeD(y)

D(y, dg(y)) = sup) ™y,a) [pp.sl]

aeD(y,

mais ici :

Il en résulte que (., dy(.)) = ess sup (., d(.)), en effet

d)(.,dﬁ(.))Sesg sup (., d(.)) car dge S
et
(D(.,dp(.))Zesge;up ., d(.)) car @(., dyg(.)) = (., d(.)) (p p.s.)

pour toute fonction de la famille.
On choisit désormais cette version de ; et ainsi :

lf(y) = sup [g(y, a)+p jn(y, a, dZ)lp(Z)]

aeD(y)

=8(y, dg(y)) + B jn(y, dg(y), d2)lg(z)  [p p-s)

2) Sous I’hypothése 2

Le théoréme de sélection est dii ici a Brown-Purves [/], que nous rap-
pelons.

THEOREME DE BROWN-PURVES. — Sous I’hypothése 2, si ¢ est une v. a. r.
sur % x o telle que pour tout y € %, application a — ¢(y, a) est continue
de D(y) dans R, alors il existe une application d : % — sf mesurable telle

que, pour tout y,
&y, d(y)) = sup Ny, a)

Le raisonnement est identique au précédent et on obtient une égalité
sare de l; et de @., dy(.)).

Indépendance par rapport a la loi initiale

Il est intéressant de s’assurer de I’indépendance des résultats par rapport
a la loi initiale.

Considérons I'opérateur T, défini sur 'ensemble %(%) des v. a. bornées
sur % en posant pour f € B(%)

Tﬂf(y) = Sup) [g(y’ a) + ﬁj.n(.% a, dZ)f(Z)]

aeD(y;
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264 J.-P. GEORGIN

T, est une contraction dont [; est 'unique point fixe, donc I; est indé-
pendante de la loi initiale sous les hypothéses 1 et 2.

Dans le cadre de I’hypothése 2, d; est aussi indépendante de la loi initiale.

Dans le cadre de I’hypothése 1, formulons ’'hypothése la suivante.

HyYPOTHESE 1 a. — La transition 1 est remplacée par une probabilité A :
pour (y,a, B)e W x of x ¥

my, a, B) = jp( Y, a, z)1g(2)A(dz)
et
. p(y,a, )< q(y, .) A intégrable,
. pour (y,z2)e%? a — p(y, a, z) est continue de D(y) dans R.

Conséquences

a) Si pour tout (y, z), la fonction a — p(y, a,.z) est continue de D(y)
dans R, pour tout a, dans D(y) on a:

‘!i_'n‘% j |p(y’ a, Z) - p(Ya ao, Z)IA(dZ) =0

L’application a — n(y, a, .) de D(y) dans .#(%) est continue, D(y) étant
compact la continuité est uniforme. La derniére condition de 'hypothése 1
est automatiquement réalisée, et en outre :

b) Soit # < A(#¥) une famille de fonctions de £(%) uniformément
bornées, alors a y donné, la famille

{a - j p(y, a, z)h(z)/l(dz)} est équicontinue .
het
Pour toute mesure initiale Ay, 4, < 4, on a p « A. On peut appliquer
le théoréme d’Estigneev en remplagant p par A: ona 4 p.s.

L(y) = g(y, dy(y)) + B jn( Y, dg(y) ;s dz)lg(z)

Donc dg ne dépend pas de la loi initiale absolument continue par rap-
port a .

On notera N, I'ensemble A négligeable ou la dernicre relation n’est
pas vraie.

Si de 2, on désignera par P4 la probabilité qui est désignée ci-dessus
par P¢ si la mesure initiale est 4,. Lorsque 4, est la mesure de Dirac au
point x € ¥, on notera P4 Les espérances sont notées E4, ou EZ. Lorsque
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 265

les résultats énoncés seront indépendants de la loi initiale, on utilisera les
notations P? et B sans préciser cette loi.

Remarquons que sous ’hypothése 2 I'existence de la fonction d,, ren-
contrée lors de I'exemple, est assurée. D’aprés la formule obtenue dans le
théoréme 2, on a, pour un état 0 fixé, sous les hypothéses 1 et 2

(1 = B)ly(0) + Iy(x) — 140) = sup [g(x, a) + ﬁjﬂ(x, a, dy)(ly(y) - lp(O))]

et on aimerait pouvoir passer d la limite quand f — 1 afin de retrouver les
fonctions k et | de I'équation de Poisson que nous avons rencontrées lors
de 'exemple. Nous étudierons séparément les conditions de Evstigneev
et les conditions de Brown-Evstigneev.

3. PROBLEME EN MOYENNE

3.1. Conditions d’existence d’une équation de Poisson

Afin de simplifier 'exposé de ce qui suit, nous nous intéresserons aux
deux hypothéses suivantes :

HyPoTHESE 1. — L’hypothése 1 et I’hypothése 1 a.
Ao < A

. LY#) est un espace de Banach séparable
HyYPOTHESE 2'. — L’hypothése 2 et I’hypothése 1 a.
3.1.1. Dans le cadre de I'hypothése 1 :

On a
lo(x) = sg%)) [g(x, a+ B Jn(x, a, dz)lﬂ(z)]

Considérons (I5(x) — 15(0))

Ly(x) — 140) = su(p) [g(x, a)+ B jn(x, a, dz)(ly(z) — 1,(0)) + LO)(B — 1)

aeD(x

en posant :

fﬁ(x) = lp(x) - lp(O),

ona:
(1 = P0) + fo(x) = sup {g(X, a) + ﬁjﬂ(x, a, dZ)fp(Z)}

Vol. XIV, n° 3-1978. 18



266 J.-P. GEORGIN

Supposons que la famille { f3} est uniformément bornée par un nom-
bre M.

L™(4) est le dual de I'espace de Banach séparable L(4) donc la boule
unité de L®(4) est séquentiellement relativement compacte pour la topo-

logie faible a(L™(4), L1(4)). Par suite, il existe une suite (B,) qui croit vers 1
telle que :

lim (1 — Bl (0) = k
Jim £, (x) = I(x) dans o(L™(1), L1(4))

Ceest-a-dire que pour tout (y, a) en utilisant I’hypothése 1 a,

lim J P, a, 2) f3,()Adz) = f P(y a, 2)i(z)i(dz)

D’aprés la remarque suivant ’hypothése 14, on sait alors que, pour

tout y, la famille {a - J p(y, a, 2) f,,n(z)/l(dz)} est équicontinue et donc
d’aprés Ascoli n

a - j Py, a, 2)l(z)A(dz)
est continue et la convergence est uniforme sur le compact D(y).

Ainsi pour tout ¢ > 0, il existe no tel que |1 — B, | < ¢/M et tel que
pour n > n, et pour tout ae D(y) on ait :

<¢

' Jp(y, a, 2) f; (2)Mdz) — f p(, a, 2)(2)Mdz)
lk—(1 = B0 <e

Montrons que { f; (y)} est une suite de Cauchy.

Pour tout n, il existe d’aprés le théoréme 2 et la remarque qui suit H,,
un ensemble Ny, 1 négligeable et une stratégie dg € tels que pour
tout y ¢ Ny

Jo.(9) + (1 = Bl (0) = gy, dg () + ﬁ,.jp(y, ds,(¥), 2) fy(2)Adz)

Prenons y¢ N = UNM Si n et m sont supérieurs 2 n,
n

J6.(9) + (1 = B, (0) > g(y, dy (¥)) + B Jp(y, dg,(¥), 2) [, (2)Mdz)
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CHAINES DE MARKOV SUR DES ESPACES ARBITRAIRES 267

donc :
J6.(3) = Jp.(3) + (L = Bl 0) — (1 = Ba)l,,0)
< B Jp(y, d,(¥), 2)f3,(2Mdz) — B Jp(y, dg (y); 2) fpm(2)Ad2)
Ainsi :
Jo.9) = Jp. ()<L =B, (0)— (1 - B,)I;,(0)
+B, j Py, (), 2 f3(2)— 2)Adz)— B, J P(y, dg,(y), 2N Sy, (2)—T2)aldz)

+ (B —ﬂn)jp(y, dy, (), 2)(2)Adz) < 4e

Donc { f;(y)} est une suite de Cauchy pour tout y ¢ N.
Soit
() = lim f,.(»)
Onal=1]4p.s.
On peut alors prendre la limite quand n — oo de

(I = Bl (0) + f5.(») = sup {g(y, a) + P, J m(y, a, dZ)fﬂn(Z)}
On obtient :

k+I(y) = lim sup [g(y, a) + B, j n(y, 0 dz)f,,,(z)J

> sgp l:g( y, a) + J (y, a, dz)l(z):l

et on a aussi pour y ¢ N = UNB,.

k+(y) = lim [g(y, dg,(y) + ﬂ,.'[n(y, dg,(¥), dZ)fpn(Z)]

Pour n > n,

gy, dg, () + ﬁ..jn(y, d,(y), d2) fy,(2)

< gy, dg(y) + B, f (Y, dg (¥), d2)l(z) + ¢
donc:

k+y) <e+ lim {g(y, dg () + B, J (Y, dg(¥), dZ)l(Z)}

n

< ¢&+ sup {g(y, a) + In(y, a, dz)l(z)}

aeD(y)
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et comme ceci est vrai pour tout &

k 4+ I(y) < sup {g(y, a) + jn(y, a, dZ)l(Z)}

aeD(y)
En conclusion :

k + I(y) < sup {g(y, a) + jn(y, a, dZ)l(Z)}
aeD(y)

3.1.2. Remarquons avant de nous résumer, qu’une des conditions
imposées dans I’hypothése 1’ est de prendre L'(%) un espace de Banach
séparable, condition donnée dans I'hypothése 2 puisque % est polonais
(% espace métrique séparable, muni de sa tribu borélienne ¥, suffit).

Dans le cadre de I'hypothése 2’, 'ensemble N de la démonstration
précédente est vide.

Résumons nos résultats dans la proposition suivante.

PROPOSITION 3. — Dans le cadre de ’hypothése 2 (respectivement dans
le cadre de I’hypothése 1'), si la condition suivante est réalisée.

ConDITION 1. — La famille { x — lg(x) — 14(0) }; est bornée uniformé-
ment. Alors pour une suite { B, } croissant vers I

lim (1 = Bl (0) = k
lggl (g () = 15,(0) = 1(.) [resp. A p.sl]

et les fonctions k et | vérifient I’équation

k + I(x) = sup [g(x, a) + j‘ n(x, a, dz)l(z)]

aeD(x)

3.2. Stratégies optimales en moyenne

Montrons maintenant un théoréme qui caractérise les stratégies opti-
males. Ce théoréme est adapté de théorémes dus a Ross [10] et a Mandl [6].
Nous réunissons dans ce théoréme les cas ou I’hypothése 2 ou ’hypothése 1
sont vérifiées, on notera [respectivement] pour I’hypothése 1.

THEOREME 4. — Dans le cadre de I’hypothése 2 [resp. 1].
S’il existe une fonction aléatoire bornée | sur % et une constante k telles
que pour tout x €%

k 4+ llx) = sup [g(x, a) + jﬂ(x, a, dy}l(y)] 1)

aeD(x)
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alors :

a) Il existe une stratégie stationnaire markovienne d telle que

t—1
1
et pour toute de 9

1\
lim ~ z g, <k [P?p.s]

t=c
s=0

b) Si
P(x, a) = g(x, a) + jn(x, a, dy)l(y) — k — I(x)
Ona:

t—1

-1
1 1 ,
t]}}g " Z g =k [P p.s] = tl_1)1;1) . Zq’)(Ys, A)=0 [P p.s] (3)
= s=0

s=0

En particulier dans le cas des stratégies stationnaires markoviennes de &,
si elles existent, telles que ¢(., d(.)) = 0 [resp. A p.s.], Cest-d-dire :

k+1.)=g(.,d.) + Jn(., a(.), ay)l(y) [resp. A p.s] )

Démonstration. — La fonction ¢ introduite mesure la différence entre
I’emploi d’un contrdle optimal et d’un contréle quelconque.

On a posé :
P(x, a) = g(x, a) +‘Jn(x, a, dyl(y) — k — I(x)

alors: ¢ < 0.
Introduisons pour tout te N

t—1
U =8 —k+ 1Y) —UY) — (Y, A) et M, = ZUS
s=0

Montrons que (M,),y €st une martingale sur (Q, o, P?) adaptée aux
tribus (%4,),n quelle que soit la stratégie d.

. U, est 4,,, mesurable
- EM, 1 —M,| B1=E[g,| B]+EUY,+ 1) | B]—k—UY)— D(Y,,A) = 0.
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On a donc d’aprés la loi des grands nombres pour les martingales si :

1

t=1

(condition vérifiée car (U,) est bornée uniformément en t)

lim M _ 0 [P?p.s]

t—oo f
Or

t—1

MOIN, I —IY) 1N
s=0

s=0

donc
t—1

t—1
1 1
rl;lg.g l:; zgs -k - ?z(b(YS, As):l = 0 [Pd p. S']
s s=0

1° 1l existe sous les hypothéses du théoréme une stratégie d telle que (4)
soit vérifiée, en effet en posant:

Yy, a) = g(y, a) + j n(y, a, d2)l(z),

il existe d € &, mesurable de % dans &/ telle que pour tout y

U(y, d(y) = sg(p) Y(y,a)  [resp. 2 p.s]

et pour cette d :

&y, d(y) =0 [resp. A p.s.)

Dans le cadre de ’hypothése 2 le résultata) du théoréme est alors immé-
diat. Pour I’hypothése 1, il suffit de vérifier que si:

¢(.,d(.)) =0 4 p-s)
$(Y, dY) =0  [P? p.s]
pour s > 1.

Soit I'={.,¢(.,d(.)#0};onail)=0.

Or Pi[Y,eT) = nl[x, ] et comme n(x, d(x), .) < A(.), Pi[Y,eT] est
nulle.

Alors d est telle que :

alors

t—1
1
lim- Y g, =k [P p.s]

t>ow
s=0
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Et comme ¢ < 0, pour toute autre stratégie d

t—1

1
lim — ng <k [P!p.sl]

t—oo t
s=0
d est optimale.
2° Si
t—1
o1
Jim ;de A)=0 [P ps]
s=0

alors d est optimale au sens du 1°.

3.3. Etude du cas oui pour toute d € ,
la chaine de tranmsition n¢
est récurrente positive au sens de Harris

Etude de k(.)

Revenons a Iétude du comportement si f tend vers 1, de (1 — B)l,(.).
Plagons-nous dans le cadre de I’hypothése 1.

La famille { (1 — B)ls(.) }o<p<1 est bornée par || g|| dans L*(1), repre-
nons le raisonnement vu plus haut. L*(4) est le dual de I'espace de Banach
séparable L'(4), donc la boule unité de L®(%) est séquentiellement relative-
ment compacte pour la topologie faible a(L®(4), L*(4)), donc il existe une
sous-suite { B, } qui tend vers 1 telle que :

lim (1 — B, =k  dans o(L™(1), L'(3))
c’est-a-dire que pour tout (y, a)

lim  p(y, a, 2)(1 — Bl (2)Ad2) = _[p(y, a, 2)k(z)A(dz)

n—*oo

Or, d’apres la conséquence b) de 'hypothése 1 a, pour tout ye ¥

{a - J p(y, a, 2)(1 — ﬂ,.)la,,(Z)l(dZ)}
ﬂn
est une famille équicontinue, et de plus, d’aprés Ascoli la convergence

sur le compact D(y) de j‘ (y, a, 2)lg (z)(1— B,)A(dz) vers j p(y,a, z)IAc(z)l(dz)

est uniforme en a.
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Ainsi pour tout y dans le complémentaire de:
N=UN,
n

[N, étant I'ensemble de A-mesure nulle ou il n’y avait pas I'égalite dans le
théoréme 2, N est vide sous ’hypothése 2] on a:

lg,(y) = sup {g(y, a) + ﬁn’jp(y, a, Z)ly,,(Z)l(dZ)}

aeD(y)
donc :
lim (1 — B,)l,; (y) = sup J p(y, a, z)fc(z)/l(dz) = sup jn( y, a, dz)l?(z)
n— oo aeD(y) aeD(y)

Donc sur N¢:

k(.) = sup jn(., a, dz)k(z).

aeD(.)
Remarquons que la borne supérieure étant prise sur D(y), compact, et
a — jn( y, a, dz)k(z)

étant continue, il existe une stratégie de & telle que

'k = sup Jn(., a, do)k(z)  [resp. A p.s]

aeD(.)
Posons :
k = nik
'k
k =

‘sup j n(., a, dz)k(z) [resp. A p.s.]

aeD(.)
Ainsi dans le cadre de 'hypothése 1’ (en particulier sous ’hypothése 2') :
k(x) = jN(x, d(x), dz)k(z)
Supposons, pour la suite de ce paragraphe, que pour toute de ¥, la

chaine Y est récurrente Harris positive.

Ainsi comme k est harmonique pour une certaine stratégie station-
naire, k est constante. Pour tout y

lim (1 - ﬁn)jn( . @, d2ly,(2) = k
et la convergence est uniforme en ae D(y).
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Donc :
lim (1 — mjn(y, dg, () d2)1p,(2) = k

Soit p,, la probabilit¢ invariante par m%n: Hap, 707 = Pay s Hay, < A

Comme
}i% 1- ﬂn)n"""l,,n =k [4 p.s]

nll,rg (1 - ﬁn).ud,;nndﬁ"lﬁn = ,!1_!1}0 .ud,,nk =k .

Jim (1 — B, (ka,,) = k
en notant

l(p) = j Ix)u(dx) -

Or pour dg € ¥, en considérant le critére de I'espérance du gain moyen
t—1

1
Mo = lim — Zg(Ys, A) = Jg(x, dp, (N, () [P p.s]
s=0
Montrons que :
lim M = k

n— oo

lﬂn(YO) = Edﬁ" {2 ﬂ:g(Ys’ As) | YO}
s=0
donc:

Jlﬂ"(x)ﬂdg"(dx) = judﬂ"(dX)Zﬁf. (jﬂ(x, dg,(x), dy)g(y, dﬂ,.(y)>
s=0

Comme p,, est 7~ invariante
n

© © Mdﬁ,,
jl,;,,(x)/laﬁn(dx) = Zﬁi jg(x, dp, (X)), (dX) = ZﬁiM""" =1-p
s=0 s=0 "

ainsi (1 — ﬂn)Jlﬁ"(x)udﬁn(dx) = M et lim M%» = k.

Par définition

Donc pour toute suite (8,) qui tend vers 1 telle que (1 — ,)l; converge,
la limite est k = sup M% Par suite k = ,l,im (1 — B)l;. S’il existe une
d -1

dye & telle que k = M® et si % est récurrente au sens de Doeblin comme
(g — k) est d’intégrale nulle par rapport a gy, (#e(g) = M% = k), 'équa-
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tion de Poisson est vérifiée, et on sait qu’il existe une v. a. I bornée unique
a une constante pres telle que:
l—nh()=g—k

On vient donc de généraliser le résultat de 'exemple d’une chaine de
Markov récurrente au sens de Harris, non contrblée.
Résumons les résultats dans le théoréme suivant :

THEOREME 5. — Dans le cadre de ’hypothése 1’
Si pour toute de &, la chaine Y est récurrente Harris positive, alors,

1. il existe une constante k telle que :
= d_ 1 —
M (A

Si de plus il existe une dye &, telle que M% = k et si n% est récurrente au
sens de Doeblin, alors il existe une v. a. | bornée, unique d une constante prés
telle que : | — n°l = g, — k.

2. Si
o(x, a) = g(x, a) — k — I(x) + jn(x, a, dz)l(2)
et si -
lim %ZQS(YS’ A)=0 [P/ p.s]
alors e

t—1
1
A ;Eg(Ys, A)=k [Pps]
s=0
En particulier si pour de & on a ¢(., d(.)) = 0, alors d est optimale.

Remarque. — Des résultats récents de Numelin [7] assurent I’existence
d’'une fonction I, u, intégrable, solution de I’équation de Poisson
| — n%l = g, — k en supposant seulement que 7% est récurrente positive.
Mais | peut ne pas étre y, intégrable pour d € & quelconque et ’applica-
tion du théoréme 4 pose des problémes avec un tel I

Exemple d’application

Nous nous plagons dans le cadre ou I'hypothése 1’ est réalisée, et nous
supposons que la condition 2 suivante est réalisée :

ConpITION 2. — 1l existe une constante k’, k' < 1 telle que si:
K ={(x,a);aeD(x)}
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alors

by mux, a, .) — ,ba~ = 2k’
((x.a), (y,b?)el(xl( Il n( ) — n(y )

Ce qui est réalisé en particulier sous la condition 2’ suivante :
CoNDITION 2'. — 1. Il existe un point 0 tel que pour tout (x, a)e K
n(x,a, {0})=a>0
ou

2. 1l existe une mesure v sur (%, %) non nulle telle que pour tout (x, a)eK
nx, a, .) = W(.)

En effet, pour la condition 2’.2 (qui implique 2’.1), il existe deux ensem-
bles disjoints #* et #~ de ¥ tels que #* VY~ =%

” n(x, a, ) - “(y, b, )“ = n(x, a, @+) - n(.Va b’ @+)
+ n(ya b, @_) - n(x, a, @—)
S1—=—v#H)+1—vZ)<2-||v||

Nous allons montrer que nous sommes dans les conditions du théo-
réme 5. Nous montrons tout d’abord qu’il existe d, € &, telle que M% = k,
ce qui revient & montrer suivant la proposition 3 que {ls(.) — [4(0) },
est uniformément bornée. Nous montrerons ensuite que n% est récurrente
au sens de Doeblin.

Rappelons alors un théoréme de Ueno [12].

Si P est une probabilité de transition, on note P, ses itérées et alors :

1
1P(x, ) = By, DIl < 5= sup I1PCx, .) — P(y, )IF

Appliquons ceci aux transitions 7
1
|75, ) — mg(y, DI < Es—_—,(%')‘, k" <1
< 2k k<1

et dans le cadre de nos hypothéses il existe une stratégie d; qui vérifie :

lp(x) = E Zﬁ‘g(Ys, dp(Ys)]

Donc :

Ip(x) = Zﬁ‘ jg(z, dg(2)mlx, dy(x), dz]

Vol. XIV, n° 3-1978.



276 J.-P. GEORGIN

que nous notons :

I(x) = Zﬂsn‘s’”(x, g4,)

Hg(x) — Lylo) | = iZﬂs(ﬂ?”(x, 8as) — 7°(0; &4,)
<Zﬁsl!gll I 75, ) — =0, )l

SZﬁsllgHﬂc’s avec k' <1

<2|Ig|l <2llg|l
1—Bk 11—k

en considérant évidemment g uniformément borné, on vient de montrer

que {1,(.) — I4(0) }; sous les conditions précédentes, est uniformément
bornée.

Montrons maintenant que n? est une chaine de Markov récurrente
au sens de Doeblin, pour tout de &.
On vient de voir que:

I 7d(x, ) — nd(y, ) < 2k
Soit 'ed,

l jnf()@ dy) [TE:(X, I - n‘s’(y, ]")] < 2k’
donc :
I mi(x, ) — ml (x, )| < 2k

Comme .#(%) est un espace de Banach, on en déduit que

lim nd(x, .) = uf.)  dans M(¥)
et
| nd(x, ) — pa( ) < 2k

et on est alors dans le cadre du théoréme 5.
D’ou le corollaire

COROLLAIRE 6. — On suppose que :

sup ”n(x: a, ')—n(y, b5 )||:2k” k" <1

[(x,a), (y,b)leK x K
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Sous I’hypothése 1', il existe une constante k et une v. a. bornée | sur ¥,
et une stratégie do€ &, telles que :

k =sup M? = lim (1 — p)ls(.) = M*®
1

de¥

k=1.)= sup [g(-, a) + Jn(., a, dy)l(y)]
k+1.)=g(., do(.)) + nl(.) [resp. 4 p.s.]

Pour toute de &, n est récurrente au sens de Doeblin.
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