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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - Les plans d’expérience pour les estimations des polynômes
sont considérés dans des expériences de régression généralisées, avec
observations non corrélées. Des bornes de la variance d’un estimateur

sans biais sont obtenues par des méthodes du chaos de Wiener. Celles-ci

permettent d’éliminer la dépendance de la variance de la moyenne des
observations (inconnue d’avance) et de réduire la considération d’un plan
pour l’estimation d’un polynôme homogène à la considération d’un plan
pour l’estimation d’une fonctionnelle linéaire dans une expérience modifiée.

ABSTRACT. - The experimental designs for the estimation. of polyno-
mials are considered in generalized regression experiments with non
correlated observations. Boundaries of the variance of an unbiassed esti-

mate are obtained using the methods of the chaos of Wiener. This allows
to eliminate the dependence of the variance from the means of the observed
variables (non known a priori) and to consider a design for an estimation
of a linear functional in a modified experiment instead of the design for
an estimation of a homogeneous polynomial.

Une expérience de régression généralisée (avec observations non-

corrélées) peut être définie de la façon suivante [3] : soit X un espace métri-
que, compact, muni de la tribu borélienne ~ . Soit e un espace vectoriel
de fonctions continues sur X. Un plan d’expérience est une probabilité ~
qui est définie sur (X, ff). Les variables qui sont directement observables
dans l’expérience sont des variables aléatoires gaussiennes { Y~(F) ; F E ~ ~
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260 A. PÀZMAN

(définies sur un espace Po)) et ayant les propriétés suivantes (0 e 8) :

La fonction 0 E 0 correspond à l’état du système physique observé et
elle n’est pas connue par l’expérimentateur qui connaît seulement l’espace 8.
Dans un modèle de régression usuel [1] le plan ç est la distribution des

points x E X d’observations qui ont pour moyennes les valeurs de 0(x).
Le but d’une expérience est l’estimation de fonctionnelles réelles définies

sur 8. La proposition suivante est valable (pour la démonstration détaillée
voir [3]).

PROPOSITION 1. - Soit g : 0 -~ [~ une fonctionnelle linéaire. Alors

dans l’espace H des estimateurs linéaires, sous-espace de L2(P) engendrés
par les Y~(F) (F E existe un estimateur de g qui est sans biais, si et
seulement si

pour un élément unique l de la fermeture de O dans L2(X, F, 03BE). La variance
minimale d’un estimateur sans biais de g est alors égale à

Dénotons comme d’habitude par 0398oi (voir [2]) la i-ième puissance
tensorielle symétrique de 8 et par 81 Q ... 0 8k l’élément de O ~ i

où la somme est faite sur toutes les permutations a de { 1, ..., k }.
Considérons un polynôme pn de degré n qui est défini sur 0, c. à. d. une

fonctionnelle

où O~ -> ~ est une fonctionnelle 1-linéaire. Il existe une bijection
linéaire qui à chaque polynôme sur e de degré n fait correspondre une

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



261ESTIMATIONS DE FONCTIONNELLES NON-LINÉAIRES

n

fonctionnelle linéaire sur03A3 O ° [2]. Le but de cet article est de considérer
i=o

la possibilité d’obtenir des plans d’expérience pour l’estimation de pn à la
base des plans d’expérience pour l’estimation d’une fonctionnelle linéaire

n

sur03A3 O°‘ (ou bien sur 
~=o

Notons maintenant quelques résultats préliminaires qui sont démontrés
dans [2]. Supposons pour un instant que e = O. Il existe un isomorphisme
(canonique) (~ de L2(~) dans H définie par

Soit ~(H) la sous-tribu de !/ engendrée par les éléments de H et dénotons
par L2[~(H)] le sous-espace de L2(SZ, ~, Po) de fonctions mesurables
par rapport à B(H). Il existe un isomorphisme 03A8 de l’espace hilbertien
00

/ [L2(~)]~’ sur l’espace hilbertien L2[~(H)] qui est défini par les égalités :
i=O 

0 /] = exp [03C6(f) - 1 2 E[03C62(f)]]; (.Î E L2(03BE))

où exp 0 f est la somme 20142014. 
. Il s’ensuit que pour chaque

avons 

i = 0 
Eo[‘I’(l)] = 0

var0[03A8(l) = ~l~2 
(3)

où Il. . Il est la norme 

i=o

Revenons maintenant à la situation générale de 8 ~ 0. Il est démontré

dans [2] que

Ainsi pour chaque [L2(~)]oi nous avons
i=0

Vol. XIII, n° 3 - 1977.
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En accordance avec (2) un estimateur (non-linéaire) du polynôme pn
est sans biais si et seulement si

où li est la décomposition de dans les espaces La variance

de ~F(~) sera trouvée dans la proposition 2.
Soit { fk }~= 1 une base orthogonale de L2(ç). Pour chaque suite d’entiers

non-négative { nk les éléments de 03A3[L2(03BE)]oi :
i

forment une base orthogonale de [L2(~)] o i. La base correspondante dans
un sous-espace de L2[~(H)] est obtenue de la formule [2] :

où hn est le n-ième polynôme d’Hermite réel

Ceci permet d’écrire

(remarquons que hn est normé de telle façon que

n

PROPOSITION 2. - Pour chaque l E (L2(~)]0~
i=O

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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En particulier si lE [L2(~)]ok des bornes de varo ~’(l) plus serrées sont
données par

Démonstration. - 1) Considérons d’abord le cas de le [L2(~)]ok. La
décomposition de 1

permet d’écrire que

Avec l’aide de (7) nous pouvons écrire la série dans (10) (en la dénotant

par Z(l)) comme

(La série converge dans L2(Po) comme on le voit sur l’expression (11)).
A chaque suite finie ... , ik d’entiers positifs nous pouvons associer

une suite { telle que ~n~ = k et que la suite il, ..., ik contient l’entier j
exactement n~ fois. Nous dénotons

Grâce à la symétrie de b~ 1,,..,ik nous avons alors

Vol. XIII, n° 3 - 1977.



264 A. PÀZMAN

où = k - r et dénote le nombre d’entiers i contenus dans la
suite ir+ 1, ..., ik. En utilisant (6), nous obtenons :

Alors

Le premier terme de la somme par rapport à r est égal à ( ~ l ~ ~ 2, donc
vare ~’(l) >_ ~ ~ ~ ~ ~2. Finalement

n

2) Passons au cas où l ~ 03A3[L2(03BE)]oi. En utilisant de nouveau le sym-
i=0

bole Z(l) dans l’expression :

n

nous déduisons de ( 11 ) la formule suivante valable pour 1 E ~L2(~)~ o i :
~=o
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où, pour obtenir la dernière expression, nous avons changé l’ordre des
sommes par rapport à r et à k et ensuite nous avons substitué r à k - r.
Le terme de (12) qui correspond à r = 0 est la moyenne Alors

où après avoir changé l’ordre des sommes par rapport à r et à k nous avons
posé s = k - r. D 

n

Dans le cas général de l’inégalité ~l~2  var03B8 03C8(l) n’est

i=O

pas vraie comme on le voit sur l’exemple suivant. Prenons l’espace X
composé seulement d’un point et soit YeN(0, 1) la variable aléatoire
observée dans « l’expérience ». Soit = Y2 + Y. Alors

varo 03A8 = varo 03A8 + 40(0 + 1)  varo 03A8 si 8 E ( - 1, 0).

Vol. XIII, n° 3 - 1977.
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Nous voyons que dans le cas général de l’estimation d’un polynôme,
l’évaluation de la variance de l’estimateur ~’(l) par 111112 est assez grossière.
La situation est considérablement meilleure si on estime un polynôme
homogène. Le terme 111112 est clairement distingué dans les deux bornes (9)
qui sont suffisamment serrées, comme le montre (12). La valeur 
peut être prise comme mesure de la qualité de l’estimateur 
Le corollaire suivant s’obtient immédiatement à partir de la proposition 2

et de (5).

COROLLAIRE. - Soit pn un pôlynome homogène de degré n défini sur 0.
,Soit 80n l’espace vectoriel de fonctions symétriques définis sur Xn engendré
par les fonctions

et soit g la fonctionnelle linéaire définie sur O°n par

Soit ç un plan sur X et soit ~n le plan correspondant défini sur Xn. Alors :
1) pn est estimable sans biais par rapport au plan ç si et seulement si g

est estimable sans biais dans l’expérience donnée par le plan ~n et l’espace
,

2) A chaque estimateur sans biais de Pm soit nous pouvons associer

un estimateur sans biais de g, U, tel que pour chaque 8 E 8

Inversement, si U* est l’estimateur de g qui est sans biais et de variance
minimale alors il existe un estimateur de pn, ~l*, et tel que (13) est valable
pour U* et ~ *.

3) Le plan ~* est optimal pour l’estimation de pn si et seulement si ç*n
est optimal pour l’estimation de g dans l’ensemble des plans de la forme ~n.
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