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Estimation du support et du contour du support
d’une loi de probabilité

par

Jacques CHEVALIER

Université Pierre-et-Marie-Curie
24, rue Tournefort, Paris 5¢

RESUME. — On se propose de définir et d’étudier des estimateurs du
support et du contour du support d’une loi de probabilité dans le cas d’un
échantillon.

ABSTRACT. — We define several estimators for the support and the
boundary of the support of a probability law, on the base of a n-sample
from this law. We prove some properties concerning the convergence of
these estimators.

I. INTRODUCTION

Nous nous proposons, a partir d’un échantillon, d’estimer le support K
et le contour du support d’une loi de probabilité P.

Ce probléme a été abordé par Geffroy [9] [10], Renyi et Sulanke [/4,
I et II], Efron [6], Raynaud [/3], Fisher [7] [8], Bosq [I] et Guilbard [/]].

Ces travaux ont été faits en imposant a K ou a P des hypothéses assez
restrictives ; en particulier, K est soit convexe, soit égal a

(. 9)eK x R0 <y < s}

ou K’ est un compact métrisable et s une application continue positive
de K’ dans R.

Nous nous proposons d’abord de reprendre en la généralisant I’étude
faite dans [5], puis de la compléter par I’étude de problémes de vitesse de
convergence.
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340 J. CHEVALIER

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Fixons nos notations et donnons le critére de convergence que nous
avons retenu.

(Q, d) est un espace métrique, = la tribu borélienne associée et P une
probabilité sur (Q, o/) de support K. P, et P* désignent les probabilités
intérieure et extérieure associées a P.

A étant un sous-ensemble de Q, nous désignons par A ou A son complé-
mentaire par rapport a Q.

¢ étant un réel strictement positif et A un sous-ensemble de Q, on appelle
e-rétracté et e-dilaté (resp. e-rétracté ouvert, e-dilaté ouvert) de A les ensem-
bles A, ={M|dM, A >¢c} et A= {M|dM,A)<e} (resp.
A =AY, °A =((A),). (On utilise la convention d(M, ¢) = + ).

On se propose d’estimer K a I'aide d’un borélien H, déterminé a partir
des n premiéres valeurs d’une suite de v. a. indépendantes (X;);.n+ de loi P.

DEFINITION 2.1. — On dit que H, converge en probabilité (resp. p. s.,
p.co.) vers K si:

Ve >0, P,(K, = H, < K% — 1 (resp. P, [lim {K, = H,c K*}] =1,

2(1 — P,(K, c H, = K%) < + ).

REMARQUES 3. 1. — a) En toute rigueur, on aurait di dans la définition 2-1

n 0

utiliser les probabilités produits sur ]—[(Q, o) et H(Q, /), ainsi que
i=1 i=1

les probabilités intérieures et extérieures associées. Nous ferons, cependant,

systématiquement usage de I'abus trés pratique qui consiste a noter ces

probabilités P, P, et P*.

b) Certains auteurs prennent pour H, I'échantillon lui-méme, et pour
critére de convergence le fait que la distance de Hausdorff entre H, et K
tend vers 0, selon I'un des trois modes : en probabilité, p. s. et p. co. Ce
critére, traduisant simplement le fait que I’échantillon devient « dense »
dans K, lorsque n tend vers + oo, ne nous a pas semblé assez puissant.

¢) De méme, nous n’avons pas retenu pour critére de convergence le

comportement en probabilité, p. s. ou p. co. de la difféerence symétri-
que H,AK.
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ESTIMATION D’UNE LOI DE PROBABILITE 341

ITT. ESTIMATION DU SUPPORT
D’UNE LOI DE PROBABILITE

A. K est un compact e-convexe

1) Rappelons d’abord la notion d’ensemble e-convexe qui est due a
Perkal [72].

Pour tout couple (g, ¢') de réels strictement positifs et tout sous-ensem-
ble A de Q, posons :

A, ¢) = c(LjB(x, e)) = (A,

xeA®’

ou B(x, ¢) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon &.

DEFINITION 3.1. — Soit ¢ un réel strictement positif et A un sous-ensem-
ble de (Q, d).

a) On appelle enveloppe ¢-convexe de A et I'on note A(e) I'ensem-
ble A(e, ¢).

b) On dit que A est e-convexe s'il est égal & son enveloppe e-convexe.

REMARQUES 3.1. — a) On a toujours l'inclusion : A < Afe).
b) Si A est e-convexe, il est encore ¢’-convexe pour tout &' < .
Notons T I, T II et T III les hypothéses suivantes :

T I: la fermeture de toute boule ouverte B(x, ¢) est la boule fermée de
méme rayon B'(x, &) = {M|d(x, M) <e}.

T II : Tout ensemble borné de (Q, d) est relativement compact.

T III : Pour tout xeQet tout ¢ > 0,ona: P[{M|d(x, M) =¢}]=0.

LEMME 3.1. — Soit (, d) un espace localement compact a base dénom-
brable tel que T I et T II soient vérifiées et A un sous-ensemble de Q com-
pact et e-convexe, avec ¢ > 0. Alors, si (g,) est une suite de réels strictement
positifs qui tend en croissant vers ¢, quel que soit ¢’ > 0, on a, pour n assez
grand :

A, <A e,) = Ale) = A. (3-1)

Démonstration. — ¢, étant inférieur a ¢, on linclusion A(s, ¢,) = A(e).
Supposons qu’il existe ¢’ > 0 tel que la premiére inclusion de (3-1) ne soit
pas vérifiée pour une sous-suite (n;). La suite A(e, ¢,) étant croissante, il
existe donc une suite y, de points du compact A, telle que d(A®*, y,) < e.

A tout y,, on peut alors associer un point x, de I'ouvert A* tel que
d(x,, y) <ée y,eA et d(x, y,) < ¢ entrainent I'appartenance de x, au
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342 J. CHEVALIER

compact A°. Il existe donc deux points Xe A’ et Ye A,, avec d(X, Y) < ¢,
et une sous-suite (n;) tels que :

lim d(x,, X) = lim d(y,, Y) = 0.

Si I'on suppose d(X, A) < ¢, on obtient, pour i assez grand, d(x,,, A) < &,,
soit x,, € A", ce qui est impossible. B(X, ¢) est donc incluse dans A. Comme
B(Y, ¢'/2) n A = @, les boules B(X, ¢) et B(Y, ¢’/2) sont disjointes. T I étant
vérifiée, on en déduit d(X, Y) > ¢, ce qui est impossible.

Quel que soit ¢’ > 0, pour n assez grand, on a donc (3-1).

2) Pour étudier le probléme de l'estimation de K, signalons d’abord
une généralisation du résultat concernant la loi des grands nombres uni-
forme obtenu dans [2].

O est un espace topologique A base dénombrable, (Z,)g une famille de
v. a. 1. sur I'espace probabilisé (A, 4, Q), (A, #’, Q') I'espace produit de
la famille {(A;, %, Q) }n+ d’espaces isomorphes a (A, 4, Q), I, I'iso-
morphisme de (A, %, Q,) sur (A, 4, Q) et Pr, la projection de A" sur A,.

Q* et Q,, désignant les probabilités extérieure et intérieure associées a Q,
on suppose que (Z,) vérifie les deux conditions :

(A) (domination). A tout 0, on peut associcr un voisinage V et unc
v. i Y(0,) de Z,(A, 8, Q) tels que pour tout § de V on ait :

1Zy| < Y(0o). (3-2)

(B) (continuité forte en probabilité). A tout 6, et tout couple (e, ¢') de
réels strictement positifs, on peut associer un voisinage V, de 0, tel que:

Q*[mlzg—zoo|<g]> T (3-3)

0eV

LEMME 3.2. — Si ® est compact, pour tout ¢” >0, on a:

2ol

ou I'on a posé: Zi = Z,-1,- Pr,

n

1 .
- ZZE — E(Z,)
n o

=1

> p} <+ o (3-4)

Revenons aux notations définies en II. K’ désignant un compact de Q
et ¢ un réel strictement positif, posons :

Y: = 1B(x,1:)(Xn) .
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ESTIMATION D’UNE LOI DF PROBABILITE 343

ProposiTION 3.1. — Si T III est vérifiée, pour tout ¢ > 0 et tout &” > 0,

on a: "
ZP*[U{ 12\@; — P(B(x, &)
- xeK’ n =

Démonstration. — (A) est évidemment vérifiée. (p,) désignant une suite
de réels strictement positifs de limite nulle et ¢’ un élément de ]0, 1/2[,
(B) résulte de T III et de 'inclusion

> ¢ }] < 4+ (3-5)

@(U {|Yy1—Yx1|>8'}>c{z|d(z,x)=8} (3-6)

YeB(x,pn)

3) Supposons maintenant Q localement compact a base dénombrable
et K compact g-convexe avec ¢ > 0 connu. Supposons de plus T I, T II
et T III vérifiées et posons :

H, =[:<UB(x, s)>, avee L {x|Vj=1,...,mX¢B(xe).

xel,

THEOREME 3.1. — L’estimateur H; converge p. co. vers K.

Démonstration. — % étant un réel strictement positif, on sait d’aprés le
lemme 3.1 qu’il est possible de prendre ¢’ €]0, ¢[ tel que I'on ait I'inclu-
sion K; = K(g, ¢').

Prenons K’ = K* et posons :

E, = (K ¢)c H ) = { i, <) B, s)}
xeK’

et

F,,:E,,m{Hj,cK(s)=K}=E,,m{< B(x,s))cl_{;}. (3-7)
.\'E'Tc

L’application x — P(B(x, ¢)) étant continue, sa restriction a K’ admet
un minimum & qui est atteint. Par définition du support, & est strictement
positif. Prenant ¢” = /2, on déduit alors de la proposition 3.1 :

ZP*[U{W: 1, ..., n X, ¢B(x, s)}} <+ .

xeK’
- €

La série XP*(E,) est donc convergente. Comme
P*[U B(x, &) H;,] —1,
.\'EF
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344 J. CHEVALIER

on obtient la convergence de la série ZP*(F,) ce qui entraine celle de la
série (1 — P,(K; = H;, = K)), d’ou le résultat.

Pour estimer des supports non g-convexes, il nous faut pouvoir utiliser
des sous-ensembles de Q dont le diamétre tend vers 0 avec 1/n et pour cela
supposer connu un lien entre la distance et la probabilité.

B. Méthode des partitions
1) LEMMES

Soit (C)); -, une famille d’événements deux a deux disjoints d’un espace
probabilis¢ (A, 8, Q) et (Z;) une suite de v. a. indépendantes de loi Q.
Les y; désignant des réels positifs ou nuls, posons :

k
%=Q(C); Dj={V=1nZ¢C}: D,=\_JDi
i=1

( m

(=) w0

m =1 . =1

0 s sinon

\
et

Qx(yla sy yk) = Z(l - yl)l

- z T=y, = y)s+ oo + (= 1)"+1<1 *Z)ﬁ)
1<i;<ir<k = /%

Q(D,) = Qiy, - -, %)

LEMME 3.3. — Soit () et (y;) deux k-uples tels que Xy, < 1 et Vi = 1, k,
y; = B; = 0. On a alors:

On a:

1> QB - B) = Qilyy, -, 1) = 0. (3-8)

Démonstration. — Q} représentant sous les conditions de 1’énoncé une
probabilité, les premiére et troisiéme inégalités de (3-8) sont évidentes.
Pour la seconde inégalité, on remarque qu’elle est évidente pour k = 0
ou n = 1. On montre alors, par dérivation, que dans le domaine d’étude Q"
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ESTIMATION D’UNE LOI DE PROBABILITE 345

est décroissante par rapport a chacune des variables et on termine a I'aide
d’une récurrence.

LEMME 3.4. — Si [, est un sous-ensemble de {1, ..., k},ona:

o) < [ . (39
iel, 1

iel,
Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur card I,

a partir du lemme précédent et de la formule suivante, ou I'on a posé
I=1,—-{j},avecjel,:

Q(Oﬁ:‘,) —1- Q<k@)o;> - P(Dﬂ)(l - P<E)D;’/D{;>>.

Si 'on a une famille (C)), g, d’événements disjoints deux a deux, avec
card R, < + oo, on déduit facilement du lemme 3-4 le lemme suivant :

LEMME 3.5. — Pour tout sous-ensemble J, de R,, on a

Q<ﬂ 5) < HQ(I?:;), | (3-10)
iel, ’

iely

avec la convention HQ(.) =1sicardJ, = 0.
i€el,
~ 2) CONDITIONS NECESSAIRES DE CONVERGENCE

Supposons que pour tout ne N*, il existe une partition A, = (A, )i,
(avec card R, non nécessairement fini) de Q en événements. E désignant.
un borélien quelconque, posons :

(Sn,i = dlam An,i; 5n = Sup 5n,i; 5:1 = lnf 6n,i

m(n’ E) = inf P(An,i) 5 M(na E) = AsupE P(An,i)

An,icE
B, ={Vi=1,...,n Xi¢A,:}s L ={ildje{1, onpiXieA, )
t
¢ H,=_JA,..
iel,

Nous dirons qu’un borélien K’ vérifie la propriété #" s’il est d’intérieur
non vide et si d(K’, K) est strictement positif.

Vol. XII, n® 4-1976.



346 J. CHEVALIER

Notons T IV, TV, T V' et T VI les hypothéses suivantes :

T IV : la suite (6,) converge vers 0,
T V : pour tout borélien K’ vérifiant .#", on a:

lim M(n, K')"}(1 — M(n, K')" = 0. (3-11)

T V' : pour tout borélien K’ vérifiant " et tout ¢ > 0, on a, pour n suffi-
samment grand :

M(n, K') = (1 — ¢)Ln/n. (3-12)

T VI: pour tout borélien K’ vérifiant ¢, la série EM(n, K’)" (1 — M(n, K"))"
est convergente.

REMARQUE 3.2. — T V entraine T V'.

THEOREME 3.2. — Supposons T IV vérifiée. Alors,

a) La convergence en probabilité de H, vers K entraine TV et T V'.
b) La convergence p. co. de H, vers K entraine T VI.

Démonstration. — a) Soit K’ un borélien vérifiant 2. Notons J, I'en-
semble des indices i tels que A, ; soit contenu dans K’ et posons ¢’ = d(K’, K)
et k'(n) = card J,. Comme K’ = K, ,, la convergence en probabilité¢ de H,

vers K entraine :
AR
In

Or, d’aprés le lemme 3.5, 0on a:

P[ﬂ 5] < (1= (1 = M(n, K)yf,

K(n)(1 — M(n, K')" - 0. (3-13)

d’ou :

L'intéricur de K’ n’étant pas vide, il cxiste une boule B(x, 2p), avec p > 0
contenue dans K’ et telle que le nombre y = P(B(x, p)) soit strictement

positif. D’aprés T 1V, pour n assez grand, A, ; recouvre B(x, p). On
en déduit : In

n< ZP(A,.,;) < K'(mM(n, K), (3-14)

In

c’est-a-dire, compte tenu de (3-13), TV et T V.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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b) Reprenant les notations précédentes, il suffit pour établir le résultat
d’utiliser (3-14) et I'inégalité :

— k'
- P(ﬂm) >0 M, oy, (3-15)
I
valable pour n assez grand.
Applications

Exemple 1. — On suppose que T IV est vérifiée, que k(n) = card R,
est fini et qu’il existe K’ vérifiant ¢ et f§ > O tels que pour n assez grand

M(n, K’) < B/k(n). (3-16)

Alors si H, converge en probabilité vers K, pour tout ¢ > 0, on a, pour n

assez grand :
k(n) < (B + ¢)Ln/n, (3-17)

. si H, converge p. co. vers K, on a:
S =X k(n)1 — p/k(n)" < + . (3-18)

(3-17) est évident. Si S = + oo, compte tenu de T VI, il existe une sous-
suite (n,) telle que M(n, K)"'(1 — M(n;, K')" < (1 — B/k(n;))"k(n;). Vu
la décroissance de y = (1 — x)"/x pour xe]0, 1], cela entraine
M(n;, K’) > B/k(n;), ce qui contredit (3-16). On a donc (3-18).

Exemple 2. — On suppose que T IV est vérifiée et qu’il existe une applica-
tion h de R* dans R*, croissante, continue en 0 et y valant 0. On suppose,
de plus, qu’il existe K’ vérifiant .#" et f > O tels que pour n assez grand :

M(n, K’) < Bh(3,). C(3-19)

. Alors, si H, converge en probabilité vers K, pour tout ¢ > 0, on a,

pour n assez grand : .
h(s,)"! < (B + e)n/Ln, (3-20)

. Si H, converge p. co. vers K, on a:
Th(d,)" 1 — BhS,)) < + . (3-21)
La démonstration se fait comme dans I'exemple 1.

"Exemple 3. — Q = R®. K est d’intérieur non vide et P admet une densité ¢
par rapport a la mesure de Lebesgue. On prend pour partition A, un pavage
de coté 5, = o(1) et I'on suppose qu’il existe f > O tel que :

YMeK, oM) < f. (3-22)
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348 J. CHEVALIER

. Alors, si H, converge en probabilité vers K, pour tout ¢ > 0, on a,
pour n assez grand :

1/6, < (B + en/Ln, (3-23)
. Si H,, converge p. co. vers K, on a
o, (1 — &y < + 0. (3-24)
Il suffit de prendre h : x — x* pour se ramener au cas précédent.
3) CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE

Notons T VII, T VII’ et T VIII les hypothéses :

TVIl:ona
lip m(n, K)"1(1 — m(n, K))" =0. (3-25)

T VII' : pour n suffisamment grand, on a:
m(n, K) > Ln/n. (3-26)

T VIIL: la série Zm(n, K)~ (1 — m(n, K)\" est convergente.

REMARQUE 3.3. — T VII’ entraine T VIL

THEOREME 3.3. — Supposons T IV vérifiée. Alors,

a) T VII (donc T VII') entraine la convergence en probabilité de H,
vers K.

b) T VIII entraine la convergence p. co. de H, vers K.

Démonstration. — a) Prenons ¢ > 0 et notons J, I’ensemble des indices i
tels que A, ; soit contenu dans K,. D’apres T 1V, il existe n, tel que pour
n = no, on ait §, < ¢/3. Comme tout x € K,, appartient & un A, ; qui est
alors contenu dans K,, on a:

K, = |_JA,.. (3-27)
In
De T VII et des inégalités :

P<UB;;> < card J,.(1 — m(n, K))"

1 = P(K,) > card J,.m(n, K),

lim P(ﬂBﬁ,) ~1, (3-28)
In
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ce qui entraine, compte tenu de (3-27), la convergence de P[K,, = H,]
vers 1. Il suffit alors pour conclure de remarquer que P[H, c K% = 1
dés que J, est inférieur a &/2.

b) Le résultat se déduit immédiatement de la démonstration précédente.

Applications

Exemple I'. — On suppose que T IV est vérifiée, que k(n) = card R,
est fini et qu’il existe « > O tel que pour n assez grand :

o/k(n) < m(n, K). (3-29)

. k(n) < an/Ln pour n assez grand entraine la convergence en proba-
bilité de H,, vers K.

. Zk(nY1 — o/k(n))" < + oo entraine la convergence p. co. de H,.

On utilise la croissance de y = (1 — x)"/x pour x €]0, 1].

Exemple 2'. — On suppose que T IV est vérifiée et qu’il existe une appli-
cation ¢t de R* dans R*, croissante, continue en 0 et y valant 0. On suppose,
de plus, qu’il existe « > 0 tel que pour n assez grand :

at(0;) < m(n, K). (3-30)

. l/t(é;,) < an/Ln pour n assez grand entraine la convergence en proba-
bilité de H, vers K.

- Z8,) (1 — at(8;))" < + oo entraine la convergence p. co. de H,
vers K.

Exemple 3". — Q = R°. P admet une densité ¢ par rapport a la mesure
de Lebesgue. On prend pour partition A, un pavage de coté 5, = o(1) et
'on suppose qu’il existe o > 0 tel que :

VMeK, o< oM). (3-31)

. 1/6;, < an/Ln pour n assez grand, entraine la convergence en proba-
bilit¢ de H, vers K.
- Z6,%(1 — ady)" < + oo entraine la convergence p. co. de H, vers K.

Exemple 4. — Les hypothéses sont celles de I'exemple 3’, sauf (3-31) qui
devient : la restriction de ¢ a K est continue, o = ill(lf @ est strictement

positif et il existe au moins un point M adhérent a K tel que (M) = a.

. En probabilité, on obtient alors pour condition nécessaire de con-
vergence : .
Ve >0, In’: Vn > n', 1/0) < (x + ¢)n/Ln,
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350 J. CHEVALIER

et pour condition suffisante :
In” :Vn = n", 1/8; < an/Ln.
En p. co.,, on obtient pour condition nécessaire :
Ve>0, Z6,%1 — (x+ &))" < + o,
et pour condition suffisante :

£6(1 — adl) < + 0.

REMARQUE 3.4. — Si a existe mais n’est pas connu, il suffit de prendre
k(n) = o(n/Ln) (resp. t(8,)" ! = o(n/Ln), &5 = o(n/Ln)) dans lexemple 1’
(resp. 2’, 3’) pour avoir convergence tant en probabilité que p. co.

C. Utilisation des boules ouvertes dans R®
1) INTRODUCTION

Nous nous proposons d’étudier la convergence de deux estimateurs
construits a partir d’'une famille de boules ouvertes, et cela vis-a-vis des
trois modes de convergence : en probabilité, p. s., p. co.

(Q, o) est égal & R®* muni de la tribu borélienne et d est la distance eucli-
dienne.

(p,) étant une suite de réels strictement positifs de limite 0 et E un boré-
lien quelconque, posons :

l(p,, E) = inf P(B(x, p,);  L(p, E)= sup P(B(x,p,)

B(x.pn)=E B(x,pn)<E

Bi=1{Vi=1,...,n,X¢B(x,p,) ), L={x|Jjell,....n}:X;eB(x,p,)}

et n
H, = ( (U B(. p,.)> com=UBx e o

x¢l,

2) CONDITIONS NECESSAIRES DE CONVERGENCE EN PROBABILITE ET P. CO.
Notons T IX, T IX’ et T X les hypothéses suivantes :
T IX: pour tout borélien K’ vérifiant ¢, on a:

lim L(p,, K)~*(1 — L(p,, K')y" = 0. (3-33)

T IX’: pour tout borélien K’ vérifiant .#" et tout ¢ > 0, on a, pour n
assez grand :
L(p,, K') = (1 — ¢)Ln/n. (3-34)
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T X : pour tout borélien K’ vérifiant ./¢, la série

ZL(p,, K)" (1 = L(p,, K))"
est convergente :

REMARQUE 3.5. — T IX entraine T IX’ et la convergence de H} vers K
selon I'un des trois modes étudiés entraine celle de H}, vers K selon le méme
mode.

Nous désignons par S(u) 'ensemble des points dont les coordonnées sont
des multiples entiers de u.

THEOREME 3.4. — a) La convergence en probabilit¢ de H), (ou de H})
vers K entraine T IX et T IX".
b) La convergence p. co. de H), (ou de H}) vers K entraine T X.

Démonstration. — a) Soit K’ un borélien vérifiant .#". Notons J, I'en-
semble des points x de S(2p,) tels que B(x, p,) = K’ et posons &’ = d(K’, K)
et k(n) = card J,. Comme K’ < K,,, la convergence en probabilité de H;,

vers K entraine :
P[ B_,f:| - 1.
A

Les boules B(x, p,), pour x € J,, étant deux a deux disjointes, on montre
comme au théoréme 3.2 que l'on a :

kn)1 — L(p,. K')" — 0 (3-35)

L’intérieur de K’ n’étant pas vide, il existe un pavé U(x,, 2p), avec p > 0,
contenu dans K’ et tel que le nombre 5 = P(U(x,, p)) soit strictement
positif. Posons J;, = U(x,, p) N S(p,/s). Comme p, = o(1), pour n assez

grand, U B(x, p,) recouvre U(x,, p) et k(n) vérific Iinégalité :
card J, <k(n) (2s). On en déduit :
n< Z P(B(x, p,)) < k(n)(2s)'L(p,, K'), (3-36)
I
c’est-a-dire compte tenu de (3-35), T IX et T IX'.

b) Reprenant les notations précédentes, il suffit pour établir le résultat
d’utiliser (3-36) et I'inégalité :

(ﬂB) —(1 Lip,, K'Y, (3-37)

valable pour n assez grand.
v(s) désigne le volume de la boule unité de R®.
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Applications

Exemple 2”. — On suppose qu’il existe une fonction h analogue a celle
de I'exemple 2, un borélien K’ vérifiant .#" et B > 0 tels que pour n assez
grand :

L(p,, K') < fh(p,). (3-38)

. Alors, si Hj, (ou H¥) converge en probabilité¢ vers K, pour tout ¢ > 0.
on a pour n assez grand :

h(p,)” ' < (B + en/Ln. (3-39)
. si Hj, (ou H}) converge p. co. vers K, on a :
Zhip,)~ (1 = Bhlp,))' < + 0. (3-40)

Exemple 3"”. — Exceptée 'existence de la partition A, qui devient inutile,
les hypothéses sont celles de I'exemple 3.

. Si Hj, (ou H}) converge en probabilité vers K, pour tout ¢ > 0, on a
pour n assez grand :
1/p;, < (B + €)v(s).n/Ln. (3-41)

. Si H}, (ou H}) converge p. co. vers K, on a:
Zp, (1 = Pols)pp)" < + 0. (3-42)

3) CONDITIONS SUFFISANTES DE CONVERGENCE EN PROBABILITE ET P. CO.

p, €tant donné, désignons par ¢, et p, deux réels strictement positifs
tels que :

P+ En/5/2 < pa- (3-43)

Toute boule B(x, p,) contient une boule B(y, p;) avec y € S(¢,,).
Posons

C;C = {V]: 1, R (X Xj¢B(X, p:l)}’
L= {x|xeSE), B, n/5/2) N K, # O}

et Cn:mc_ﬁ-

xely

Notons T XI, T XI' et T XII les hypotheéses :
T XI : on peut choisir p), et ¢, vérifiant (3-43) et tels que :

lim (p/e,)l(0} K)™'(1 = (o}, K))' = 0 (3-44)
T XI’ : on peut choisir ¢ > 0 tel que pour n assez grand :
lp.(1 — &), K) = Ln/n. (3-45)
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T XII : on peut choisir p’, et ¢, vérifiant (3-43) et tels que la série :

, S(pu/enl(ph K) (1 = Lo K))
soit convergente.

REMARQUE 3.6. — T XI’ entraine T XI.

THEOREME 3.5. — a) T XI (ou T XTI’) entraine la convergence en proba-
bilit¢ de H} et de H;, vers K.
b) T XII entraine la convergence p. co. de H¥ et de H), vers K.
Démonstration. — a) Posons :
.={K, cH¥ et A, ={HfcK}.
Comme P(A}) = 1, il nous suffit de montrer que P(A,) tend vers 0 avec 1/n.
L’inclusion A, > C, implique :
P@A,) < P(C,) < card J,(1 — I(p;, K))". (3-46)
Désignons par v, l'entier immédiatement supérieur a 2p,/e,. On a:
l(p:v K) Card Jn < P(K) V:; < (4pn/8n)s s (3'47)
ce qui entraine bien le résultat, compte tenu de (3-46) et de T IX.
b) Le résultat se déduit immédiatement de la démonstration précédente.
Applications

Exemple 2. — On suppose qu’il existe une fonction ¢t analogue a celle
de 'exemple 2’ et un réel a > 0 tels que pour p assez petit :

at(p) < l(p, K). (3-48)

. Alors, pour que H¥ (ou Hj) converge en probabilité vers K, il suffit
que pour un ¢ > 0, on ait, pour n assez grand :

tp(1 — &)~ ! < an/Ln (3-49)

Pour que la convergence p. co. ait lieu, il suffit que pour un ¢ > 0, on

ait :
Zt(p(1 — &)~ '(1 — atlp,(1 — &))" < + 0. (3-50)

Exemple 3". — Exceptée I’existence de la partition A, qui devient inu-
tile, les hypothéses sont celles de I'exemple 3’.

. Pour que H} (ou H) converge p. co. vers K, il suffit que pour un ¢ > 0,
on ait :

Zp, (1 — (@ — eu(s)py)" < + 0.
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. A titre d’exemple, raffinons pour la convergence en probabilité le
choix du &. 0, et 0, étant deux réels vérifiant 6, > 6, > 0, posons :

0, =(Ln + (s — DL,yn + 0,)/aw(s)n,
0 = (Ln + (s — DL,n + 6;)/ow(s)n
s = (0, — 0;)/s3/s)/(Lny ™ aw(s)n) .

. On a bien (3-43). Utilisant (3-44), on montre facilement que p, > 6,
avec 0, ! = o(1) entraine la convergence en probabilit¢ de H} (ou de Hj)
vers K.

et

Exemple 4'. — Exceptée I'existence de la partition A, qui devient inutile,
les hypothéses sont celles de I'exemple 4.
. En probabilité, on obtient alors pour condition nécessaire de conver-
gence :
Ve>0:3In" :Vn=n', P, < (a0 + ev(s)n/Ln,

et pour condition suffisante :
3e>0,:3In":Vn=n", pn S < (o0 — eu(s)n/Ln.
. En p. co., on obtient pour condition nécessaire :
Ve>0, Zp, (1 — (@ + us)p)' < + o0,
et pour condition suffisante :
3e > 0:Zp, (1 — (@ — e)(s)p})" < + ©.

REMARQUE 3.7. — Si « existe mais n’est pas connu, il suffit de prendre
t(p,(1 — &)~ ' = o(n/Ln) (resp. p, * = o(n/Ln)) dans 'exemple 2" (resp. 3")
pour avoir la convergence tant en probabilité que p. co.

4) CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE P. S.

Posons : ,
L'(p) = sup P(B(x, p)).

et notons T XIII ’hypothése :
T XIII: on a (3-44) et la série

Pu\'t s - W
(2 iee 19710 - o5 KL 20
cst convergente. "

THEOREME 3.6. — T XIII entraine la convergence p. s. de H¥ et de H,
vers K.
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Démonstration. — Reprenant les notations du théoréme 3.5, on sait
que H et H, convergent p. s. vers K si :
P(A,) - 0. (3-51)
i _
¢ SPAA,, ) < + 7 . (3-52)

- (3-51) résulte de (3-44) et du théoréme 3.5. Etudions A, nA,, .
Notons W; avec j = 1, card J, les boules B(x, p;) dont le centre appartient
aJ, et A,(j)le fait qu’il existe une boule B( y, p,) centrée sur K, contenant W,
et ne contenant aucun des points X, pour j = 1, n. A, implique I'existence
d’une boule B(y, p,) dont le centre appartient & K, et qui ne contient
aucun des X;, pour j/ = 1, n. Comme cette boule contient 'une des bou-
les W;, on a:

card J,
&< a0
Jj=1
Pour que A,,; nA(j) ait lieu, il faut alors nécessairement que X4
appartienne a la boule B(x;, 2p,) ou x; désigne le centre de W;. On a donc,
compte tenu de (3-46) :

P@A,A,+ 1) < card J(1 — [(p;, K))'L'(2p,)
p" ° ’ - ’ ny /
< 4;> s K)~Y(1 = I(p}, K))'L'(2p,) -

(3-52) résulte alors de T XIII, d’ou le résultat.

Application

Exemple 3 quart. — Q = RS. P admet une densité ¢ par rapport a la
mesure de Lebesgue et il existe f > a > 0 tels que:

VMeK, a < oM)<B. (3-53)
0 et 0’ étant deux réels tels que: 6 > ¢’ > 0, posons :
0 = ([Ln+ (s + DLon + Lyn + ... + 0L n)o(s)n,
0 =@Ln+(s+ DLyn+ Lyn+ ... + 0'L n)/ow(s)n

& = (0 = 05/ (L ny /(L) Law(s)n).

On a bien (3-43). Comme un rapide calcul le montre, p, > J, avec 0 > 1
entraine la convergence p. s. de H}¥ (ou H}) vers K.

et

REMARQUE 3.8. — Posons
®,={K, cHf K™} et @ ={K,, <H cKp,)},
ou K(p,) désigne I'enveloppe p,-convexe de K.
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Compte tenu de Pinclusion { K, < H}} < {K,, < H;} nous avons

en fait démontré aux théoremes 3.5 et 3.6 que T XI (resp. T XII; T XIII)
entrainent :

lim P(®,) = lim P(®]) = 1 (resp. P [lim ®,] = P [lim ®,] = 1 ;
IP@,) < + o0 et  ZP®]) < + o0).

IV. VITESSE DE CONVERGENCE
ET CONVERGENCE C' DANS LE CAS s=2

A. Hypothéses et notations

Les hypothéses que nous allons faire seront valables pour tout le para-
graphe IV.

a) P est une probabilité définie sur R?, de support compact K, absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue A? et dont la densité ¢
vérifie la propriété :

YMeK, O0<a<oM)<B, 4-1)

avec o et f§ réels fixes strictement positifs.

o et f§ peuvent ou non étre connus.

b) K admet pour frontiére un arc simple de Jordan (fermé, sans point
double) qui est rectifiable. Soit F la longueur de I', M, un pointde I' et s la
représentation curviligne de [0, F] sur I' d’origine M, telle que lorsque ¢

varie de 0 4 F, M = s(t) parcourt I" dans le sens direct. On suppose s deux
fois continuement dérivable et telle que :

s'(0) = s'(F) et 5"(0) = s"(F) 4-2)

On sait que pour tout t e [0, F], s'(t) est différent du vecteur nul.
Notons R, le rayon de courbure (éventuellement infini) de I" au point s(z).
On sait de méme qu’il existe un réel & > 0 que:

Vie[0,Fl Ryl > . (4-3)

. Orientons les normales Ns(,, a T vers l'intérieur, de maniére a ce que
le repére (T, Ny,) soit direct, avec T, = ds/dt.

Abandonnant les notations des enveloppes convexes, notons I'(u) la
courbe de représentation :

slt) = s(t) + uNs(t) (4-4)
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On sait qu’il existe u, > 0, tel que pour |u| < u, :
— K est | u|-convexe.

— I'(u) est un arc simple de Jordan.
— 5, est de classe C' et vérifie s/(0) = s/(F) et
Veel0, F], si(t) # 0. (4-5)

— L’application v, : s(r) — s,(t) est une bijection de I' sur I'().

— Siu est positif, I'(u) est la frontiére du rétracté K, de K, si u est négatif,
I'(u) est la frontiére du dilaté K* de K.

Pour obtenir ces résultats, il suffit de remarquer que quel que soit ¢, € [0, F],
s(to) admet un voisinage V sur I tel que pour tout |u| < | Ry | I'appli-
cation v, : s(t) — s,(t) restreinte & V soit injective. (4-5) a lieu dés que u, est
inférieur a #/2. On achéve alors la démonstration des propriétés énoncées
en remarquant que I' est compact.

Notons pour finir A(u) la bande déterminée par T' et I'(u) (frontiére
comprise) lorsque |u| < u,.

B. Vitesse de convergence de H/

Comme nous I'avons signalé a la remarque 3.8, il est facile de voir que
sous les hypotheses faites, la suite d’événements { K,, < Hj < (*(K")}
a lieu p. co. si I'on prend p? > (2 + ¢)Ln/ann, avec ¢ > 0 quelconque.

Nous allons pour I'estimateur H; étudier de maniére plus précise la
vitesse de convergence p. co. vers K.

THEOREME 4.1. — Soit (p,) une suite de réels strictement positifs avec
pn=o0(l) et Ln/n = o(p?). On peut alors choisir A > 0 suffisamment
grand pour avoir :

(1 -PK, cH,cK) < + o, (4-6)
avec :
L 2/3 .
ay = A<7"> pu ' 4-7)

Démonstration. — K étant | u, |-convexe, la relation p, = o(1) entraine :
PH,cK)=1. (4-8)

B, C et D étant trois réels strictement positifs, le premier étant considéré
comme fixe, les deux autres a déterminer, posons :

pn = BLnjomn)'; G, = {K,,, = H;}; b, = B(La/n)*3p; 153,
¢, = CLn/n)*Pp, 135 a,=b,+c¢,; A=B+C;
k = partie entiére (D(n/p,Ln)!/3).
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Notons H I'estimateur analogue 3 H* mais construit avec des boules
de rayon p;. De I'inclusion : { K, = H,} = {K,,, = H}} et de la démons-
tration du théoréme 3.5, on déduit :

PG, < + . (4-9)

Soit My, ..., M, les points de I" qui divisent I en k arcs de longueurs
égales. Les normales a I" en ces points partagent A(b,) en k sous-ensembles
notes y, ,j =1, ..., k.

Posons :

Bi={3i=1Ln:Xen,}: E~=( |E.
J

I est possible de prendre D suffisamment petit tel que, pour n assez
grand on ait :

5
Vi=1, ...,k P(y,,,j)szn/n,

ce qui entraine pour n assez grand :
_ 5 "
PE,) < k<1 - gLn/n> < D/n*3(p,Ln)"? < n= 7/ (4-10)

Comme un rapide calcul le montre, on peut choisir C suffisamment grand
pour que toute boule B(x,, p,) dont I'intersection avec K, est non vide
soit rencontre K, soit contient un y, .

(Il suffit de remarquer que si B(x,, p,) n K, est vide, B(x,, p,) rencontre
K,, et K et que toute corde de B(x,, p,) de longueur égale a 2F/k avec
1/k = o(p,) détermine une fléche dont la longueur est de 'ordre de F2/2k?p,.

On termine en utilisant le fait que I'(b,) est de classe C'). On a donc I'inclu-
sion :
E,nG,< (K, =H,]. @-11)

ce qui entraine (4-6), compte tenu de (4-8), (4-9) et (4-10).
En ce qui concerne la vitesse de convergence en probabilité de H/ vers K,
on obtient un résultat du méme ordre que celui de (4-7).

Nous pensons qu’on ne peut améliorer ce résultat. Plus précisément,
nous conjecturons que sans autre hypothése sur I', pour tout ¢ > 0, on a:

lim P(K, < H)) #1, avec a,=n"2°"".
REMARQUE 4.1. — L’étude précédente se généralise aisément aux divers
cas suivants :

. Le support de P est union finie de compacts, chacun d’eux vérifiant
les hypothéses définies en IV.A.
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. La frontiére du compact K est union finie d’arcs simples de Jordan,
chacun d’eux vérifiant les hypothéses définies en IV.A (par exemple, une
couronne circulaire).

. K est e-convexe et sa frontiére I' est un arc simple de Jordan union
finie d’arcs I';, chacun d’eux étant rectifiable et admettant une représen-
tation curviligne de classe C? (Par exemple un carré).

REMARQUE 4.2. — 1l est facile utilisant une technique analogue a celle
du théoréme 4.1 de montrer que sous (4.7), on a :

Z(1 — P(K""* c H} <« K)) < + 0.

C. Estimation du contour

Nous nous proposons d’estimer I' en prenant pour critére de conver-
gence la distance C' entre courbes. Les hypothéses sont celles définies
en IV.A. ,

Q étant un point de R?, il existe au moins un point Q’ sur I' tel que :
dQ, Q') = d(Q, I). QQ’ est la normale en Q’ 4 I'. Notons v P’application
« projection » qui a Q associe les points Q’ tels que : d(Q, Q') = d(Q, I).
On sait que la restriction de v a A(uy) U A(— u,) est une application uni-
voque.

y étant un arc simple de Jordan qui admet en tout point une tangente,
posons :

Ay, T) = sup d(Q, T) + sup sup YTy, Ty), (4-12)
Qey Qey Q'ev(Q)
ou TQ et ATQ’ désignent les vecteurs unitaires portés par les tangentes a
et I en Q et Q' et d'(Ty, To) I'angle (compris entre 0 et 7/2) des droites
portant TQ et TQ,.

Nous dirons que y vérifie la propriété S1 si y est rectifiable et admet

une représentation curviligne de classe C', s*:[0, F’] — y telle que:

(s*)(0) = (s*)(F").

Il est alors facile de voir que si y vérifie S1, pour A(y, I') suffisamment
petit, y est contenu dans A(u,) | A(— u,) et vérifie la propriété S2: la
restriction de v a y est une bijection de y sur " (sinon, il existerait Q €y
et Q' ev(Q) tels que: d'(Ty, Ty) = n/2).

On démontre aisément que si y vérifie S1, la convergence C! de y vers "
est équivalente a la convergence de A(y, I') vers 0.

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs qui tend vers 0 avec 1/n
et (0,) une suite d’arc de cercles telle que , soit contenu dans A(u,). Sup-
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posons de plus que le disque ouvert d, associé a J, ait pour rayon r, et ne
rencontre pas I'(u,). On établit alors le lemme :

LEMME 4.1. — Si r, vérifie :
u, = o(ry), (4-13)
sup sup d'(Ty, Tq) tend vers O avec 1/n.
Qedn Q'ev(Q)

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que si TQ subit une variation
angulaire de df lorsque Q parcourt une distance ! sur le cercle associé a J,,
on a nécessairement | = r,df. On conclut en utilisant la compacité de T’
et le fait que d, ne rencontre pas I'(u,). De plus, cette convergence ne dépend
que de I, r, et u, et non de la position de 9,

Soit (p,) une suite d’arcs simples de Jordan telle que y, soit contenu
dans A(u,). Supposons de plus y, formé de W, arcs de cercles y; de méme
rayon r, et tel que si &) désigne le disque ouvert associé a yi, on ait :

S3: Ud{; et  y, sont disjoints.
j

et
S4: Udi, et  TI'(u,) sont disjoints.
j

Définissons A(y,, I') en remplagant dans (4-12) d'(Tq, Tqy) par
1 e )
5 [@(Te, To) + d'(18, To)],

lorsque Q est un point anguleux de y,, T4 et T désignant alors les deux
demi-tangentes associées.
On a alors:

LEMME 4.2. — Si r, vérifie (4-13), A(y,, I') tend vers 0 avec 1/n, et pour n
assez grand, y, vérifie S2.

Démonstration. — 11 résulte du lemme 4.1 que A(y,, I') — gup d(Q, I
€Vn
tend vers 0 avec 1/n. A(y,, I') tend donc vers 0 avec 1/n. Ce résultat combiné

avec S3 permet d’affirmer que pour n assez grand, y, vérifie S2.
~ Soit T, la frontiére de H;, T, est une union finie d’arcs simples de Jor-
dan T (i), avec i = 1, W,, chacun d’entre eux étant une union finie d’arcs
de cercles de rayon p,. Notons (I}) avec j = 1, W, cette famille d’arc de
cercles.

Notons M/(1) et MJ(2) les points qui divisent I’/ en trois arcs égaux.
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r étant un réel strictement positif désignons par I')'(r) la frontiére de I'enve-
loppe r-convexe H//(r) de H;. On dit que I'”(r) vérifie la propriété S5 si
pour tout j =1, W,, I'arc de cercle MJ(1)M/(2) appartient a T”(r). Il est
toujours possible de trouver r; qui dépend de X, ..., X,, tel que pour
tout € |0, /], I,/(r) vérifie SS.

Soit 7, une suite de réels strictement positifs telle que 7, = o(/Ln/n).
On prend pour estimateur de I la courbe T, = I'/(7,) avec 7, = inf (7,, r7)
etPon pose H, = HJ/(7,). T, vérifie S5 et est union de W/ arcs de Jordan [ W(0)
(numérotés en correspondance avec les I',(i)) qui vérifient chacun S1.

Posons :

A, T) = sup (A, T) et AL, I) = sup (A(T,(), )

La convergence vers 0 de la distance C! entre T, et I' (i. e. le sup. des
distances C' entre (i) et I') est équivalente a lim A(T,,, T) = 0.

DEFINITION 4. 1. — On dit que T, converge en classe C! et en probabilité
(resp. p. s., p. co.) vers I si:
Ve >0, PIAT,, T)< ¢ - 0 (resp. P [lim A(F,, ) = 0] = 1,
Ve >0, ZPAT,,T)>¢l < + o) (4-14)

Nous pouvons maintenant établir le théoréme :

THEOREME 4.2. — a) Si la densité ¢ est continue, la convergence C! en
probabilit¢ de T, vers " entraine :

1/p? = o(n/Ln). 4-15)
b) Réciproquement, ¢ n’étant plus nécessairement continue, si 4-15)
et p, = o(1) sont vérifiées,
— T, est p. co. un arc simple de Jordan vérifiant la propriété S2,

— T, converge C! p. co. vers T.

Démonstration. — a) Sans restreindre la généralité du probléme, on peut
supposer que p, = o(1).

Soit Q le point de I" ou la restriction de ¢ a I' atteint son minimum.
Posons y = ¢(Q) et désignons par D et ¢ deux réels strictement positifs
tels que :

D/A/2 + (v + e)/29)'2 < 1.
Il existe une boule B(Q, p) telle que pour MeV = B(Q, p) n K on ait :
loM) — 7l <e.
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La convergence C! en probabilit¢ de T, vers I' entraine la convergence

en probabilité de H, vers K. H, qui contient F, converge donc en proba-
bilité¢ vers K. Pour n assez grand, on a donc:

p2 = Ln/(y + e)nn.

Nous nous proposons, a ’aide d’'une démonstration analogue & celle du
théoréme 3.5, de montrer que T, contient un arc de courbe qui « longe » I'
sur une distance finie.

On peut supposer que V contient le « pavé » limité par I, I'(t') et les
normales d’équations t =0 et t = L’ ot v’ €]0, u,[ et L’ > 0 sont deux
réels correctement choisis. Posons :

pr =Lnfy + omn,  p, =y + &/2»)"?p,; & =Dp,.

Notons V, le « pavé » limité par I'2p,), ['(3p,) et les normales d’équations
t=L'/3 et t =2L'/3 et posons:

B;‘:{ Vj,':la BIIPP ( Xj'¢B(x9 ﬁn)’ C';:={VJ’=1, RS ] n’Xj,¢B(x7 p:l)}
So=VP; 3= {x|xeS,), B(x, £/ /20, % D},

Bn=mB_i§; Cn=mc_’n‘

X€dy, xel,
De linégalité : p; + s,,/ﬁ < p, et de l'inclusion C, = B,, on déduit :
P(B,) < P(C,) < card J(1 — (y + e)mp2/2)".

Comme il existe m > 0 tel que pour n assez grand card J, < mp,/¢2,
cela entraine :

PB, </ + 8)n§ \/;n—<l - ;—:) <V + emum/D?/Ln.
n

L’événement qui consiste en ce qu’il existe une boule ouverte de rayon p,
qui rencontre V, et ne contient aucun X, pour j'=1, ..., na donc une proba-
bilit¢ qui tend vers 0. Avec une probabilité qui tend vers 1, I', contient
donc un arc I'} compris entre I" et I'(2p,), qui « longe » I' depuis la nor-
male t = L’/3 jusqu’a la normale ¢t = 2L'/3.

A et B étant des réels strictement positifs qui seront déterminés ultérieu-
rement, posons g, = A(Ln/n)'/? et p¥ = B(Ln/n)!/* et considérons le
quadrillage S, défini par T', I'(p,) et les normales d’équations t = kp¥,
avec L'/3p¥ < k < 2L’/3p}. Le nombre de « rectangles » de S, est minoré
par s/p¥, ou s est un réel strictement positif et I'aire d’un « rectangle » est
majorée, pour n assez grand, par AB(1 + ¢)Ln/n.

Prenons A et B tels que AB < 1/4(y + ¢)(1 + ¢), et notons F, I’événe-
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ment consistant en ce que chaque « rectangle » du quadrillage S, contienne
au moins un X; avec 1 <j < n On a

P(F,) < (1 — (1 — (y + &)(1 + e)ABLn/n)"y"* < (1 — (1 — Lu/dn)y¥'et,

d’ou :
L n
LP(F,) < — = l(l - —")
BV Ln 4n

lim P(F,) = 0

Supposons A tel que j, > 2p,. Avec une probabilité qui tend vers 1, il
existe un « rectangle » G de S, qui rencontre I} et ne contient aucun point
de {X,, ..., X,}. Compte tenu de la convergence C' en probabilité
de T, vers T, avec une probabilité qui tend vers 1, tout arc de T'* con/tie\nt
au moins un X;, pour j' =1, ..., n. G n ¥ contient donc un arc C,C,
de rayon p, et tel que: C,C, > p¥/2. Notons C, et C; les points qui le
partagent en trois arcs égaux. Vu le choix de 7,, il est facile de voir que
rarc C,C, appartient a T,.

Notons 6, le sup. de la mesure angulaire des arcs constitutifs de T,.
Avec une probabilité qui tend vers 1, 6, est donc supérieur a B(Ln/n)!'2/6p,.
Si pour une sous-suite n;, il existe h > 0 tel que : pZ, < hLn;/n;, on en déduit,
compte tenu de la convergence en probabilité de A(T,, T') vers 0, lim 6, = 0,
ce qui est impossible. On a donc (4-15). l

b) D’apres le théoréme 4.1, on a:

et

(1 - P(K,, = H, = K)) < + o0,
avec a, = o((Ln/n)''?), d’ou :
Z(1 = P(I, = Alg,) < + 0.

Comme q, = o(p,), {T, = A(a,) } implique pour n assez grand que T,
est un arc simple de Jordan.

I', vérifiant alors par construction S3 et S4 (ou u, doit étre remplacé
par a,) on sait, d’apres le lemme 4.2, que sous la condition { T, = A(a,) },
I, vérifie S2 pour n assez grand et A(T',, ') tend vers 0 avec 1/n. On en déduit
également, vu le mode de construction de T, que, toujours sous la condi-
tion {T, = A(a,) }, T, est pour n assez grand un arc simple de Jordan qui
vérifie S2 et A(T",, I') tend vers 0 avec 1/n.

L’é¢vénement {T, < A(a,) } ayant lieu p. co., on obtient donc les résul-
tats annoncgs.

REMARQUES 4.3. — a) L’étude précédente se généralise aisément aux
divers cas suivants :
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. Le support de P est union finie de compacts, chacun d’eux vérifiant
les hypothéses définies en IV.A.

. La frontiére du compact K est union finie d’arcs simples de Jordan
chacun d’eux vérifiant les hypothéses définies en IV. A.

b) Supposons que la frontiére I" de K est un arc simple de Jordan union
finie d’arcs I;, aveci = 1, .. ., p, chacun d’eux étant rectifiable et admettant
une représentation curviligne s; de classe C?. Notons N, les points de
raccord des arcs I; et posons :

Vi=BN,e)nl: v=[(_Jv: r=r-v

Enfin, associons a tout arc simple de Jordan y la quantité :

Ay, T)=sup sup d(Q, Q') + sup sup ‘I](TQ' T()’) .
Qey” Q'ev'(Q) Qe Q'er’tQ)
ou P'on a pos¢ v'(Q) = v(Q)NT" ety = {Qey |/ (Q) # D} .
Il est alors possible d’établir pour AT, I') un résultat analogue au
théoréme 4.2.
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