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Une extension de l’analyse canonique.
Quelques applications

J. DAUXOIS et A. POUSSE

Laboratoire de Statistique.
Université Paul Sabatier 31077 Toulouse-Cedex

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XI, n° 4, 1975, p. 355 -379.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - On propose une définition et une formalisation aussi géné-
rales que possible de la notion d’analyse canonique de deux sous-espaces
fermés d’un espace de Hilbert réel séparable. La présentation adoptée
permet d’en assurer toujours l’existence ; elle est fondée sur l’analyse
spectrale d’un opérateur autoadjoint, et la représentation qui lui est associée
de l’espace par une intégrale hilbertienne. Diverses applications à la Sta-
tistique (plus particulièrement à l’analyse des données) et au Calcul des
Probabilités se trouvent ainsi soit définies, soit resituées dans un cadre
unique.

La notion classique d’analyse canonique de deux variables aléatoires
multidimensionnelles réelles - analyse que l’on peut qualifier de « linéaire »,
en un sens qui sera précisé dans le paragraphe 2 - a été introduite par
Hotelling en utilisant une méthode itérative. Elle a été reprise, dans le cas
de variables statistiques, en analyse des données, et a trouvé là un champ
d’applications fort intéressantes.
Une extension naturelle de cette analyse conduit à se débarrasser de la

contrainte de linéarité : il est tentant, dans une première approche, de
s’inspirer de la méthode « pas à pas » de Hotelling. Toutefois, on est conduit
immédiatement à remarquer que la notion intrinsèque est celle de tribu,
et non celle de variable, et on est par ailleurs, dès les premières étapes de la
méthode, confronté à un problème d’existence. D’autre part, même si
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356 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

cette démarche peut paraître plus « parlante » au statisticien, elle n’est pas
totalement satisfaisante dans la mesure où une résolution globale paraît
préférable. Une double question se pose donc : est-il possible de donner une
définition suffisamment générale assurant toujours l’existence d’une ana-
lyse canonique « non-linéaire », et permettant de plus une solution globale ?
Diverses approches ont été tentées : dans [6.1 ou 6.2], nous avons proposé
une analyse canonique de deux tribus conduisant naturellement à une
analyse non-linéaire de deux variables aléatoires quelconques ; d’autres
conséquences indiquées ci-dessous y sont déjà signalées ; puis dans [ Il. 2),
M. Masson propose, sous des hypothèses classiques en assurant l’existence,
une analyse canonique non-linéaire de deux v. a. multidimensionnelles

réelles ; enfin sous une hypothèse du même type, G. Saporta ([18]) présente
brièvement en un langage proche de [6.2], l’analyse canonique non-linéaire
de deux v. a. r. Aucune de ces trois présentations ne répond à toutes les
conditions indiquées ci-dessus. Dans cet article, nous présentons une
nouvelle tentative qui nous semble réunir les conditions souhaitées. De
plus, contrairement à la présentation de M. Masson, elle permet de traiter
simultanément, et non comme deux types d’analyses très différents, le cas
linéaire et le cas non linéaire.

L’analyse des correspondances ( [4] ) s’est développée en analyse des
données sans vraiment user du langage des probabilités. La reformulation
avec ce langage ([6.2]), est exposée rapidement au paragraphe 2 dans le
cadre proposé ici ; elle permet de montrer que l’analyse des correspon-
dances peut être considérée soit comme une analyse canonique de tribus,
soit comme une analyse canonique linéaire de v. a. r. convenables. Bien

entendu cette nouvelle présentation ne supplante en rien celle obtenue au
moyen du langage classique de l’analyse des données, mais elle permet
d’apporter des compléments intéressants. C’est ainsi qu’une généralisa-
tion directe du type « analyse des correspondances continues », intro-

duite par [13], apparaît comme superflue : une telle analyse n’est en effet
qu’une analyse canonique non-linéaire sous une hypothèse classique
depuis Lancaster.

Enfin, étant donné une probabilité sur un espace produit, les proba-
bilités marginales sont connues. Le problème classique inverse de l’étude
de l’ensemble des probabilités de marges données n’est pas totalement
résolu. [20] montre des liens intéressants entre ce problème et celui de
l’analyse canonique non-linéaire. La question est reprise brièvement ici,
et on la rattache à la notion d’analyse canonique de tribus, ce qui permet
alors une simplification notable de la présentation des résultats de [20].
On donne, à la fin de cette partie, un exemple original d’analyse cano-
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357UNE EXTENSION DE L’ANALYSE CANONIQUE

nique non linéaire (complétant celui, classique, du cas gaussien repris
dans [6.2]). Il faut remarquer qu’il s’agit d’une analyse « non compacte »,
mais « de type dénombrable », qui se traite aisément à partir des notions
introduites ici, alors qu’elle n’est pas même envisageable dans le cadre

proposé en [11.2].
On notera qu’aucune mention n’est faite de la notion d’analyse en

composantes principales, alors qu’il est clair que certains des résultats

indiqués relèvent implicitement de cette notion. Il s’agit là d’un choix

délibéré motivé en particulier par le fait que la resituation des notions

d’analyse canonique et d’analyse en composantes principales fait l’objet
d’un développement séparé (cf. [6.4] et [6.5]).

Par ailleurs, la présentation adoptée ici ci conduit à une généralisation
de l’analyse canonique au cas d’un nombre fini, quelconque, de sous-

espaces fermé d’un espace de Hilbert, et à l’étude de ses applications statis-
tiques (cf. [6.6]).

1. ANALYSE CANONIQUE
DE DEUX SOUS-ESPACES FERMÉS

D’UN ESPACE DE HILBERT

1.1. Le cas général

Soit H un espace de Hilbert réel séparable. On note ( . , , ) (resp. [ [..[ [ )
son produit scalaire (resp. la norme associée). H~ (i = 1, 2) désigne un
sous-espace fermé de H, Pi (i = 1, 2) est le projecteur orthogonal de H
sur Hi, et 1 est l’identité sur H.

On se propose de montrer qu’il est possible de représenter t~ 1 et H2
par des intégrales hilbertiennes relativement à la même mesure (ou - ce
qui revient au même à des mesures équivalentes).

Soit A l’opérateur hermitien positif borné de H dans lui-même défini
Dar : _ 

- 

_ ~ 

.

Pour i = 1, 2, la restriction de A à H~, V~ = AIHi est un opérateur hermi-
tien positif borné de Hi dans lui-même. On a d’ailleurs :

L’analyse spectrale de A permet d’obtenir :
- d’une part une « décomposition » de A au moyen de sa fonction

spectrale P(~,), que l’on peut noter A = JA ~P(~), où A est le spectre de A,
- d’autre part, une représentation isométrique de H par une « intégrale

Vol. XI, n° 4 - 1975.



358 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

hilbertienne » (cf. [14 . 2] ), ou « somme directe continue » (cf. [9]), relative-
ment à une mesure positive ,u sur (R, G8~), d’espaces de Hilbert H(x) :

(cf. par exemple [8], [12] ; on pourra trouver en particulier un résumé de
cette question dans [9]).
A l’opérateur A correspond alors l’opérateur de multiplication par x

dans ~ : 
f - ~ é /

Par cette isométrie, le sous-espace Hi (i = 1, 2) de H est transformé
en un sous-espace ~~ de et à Vi est alors associé l’opérateur de multi-
plication par x dans ~t.

Il est toujours possible, en considérant la restriction de la mesure à la
fermeture de { x e R ; H(x) ~= { 0 ~ ~ d’obtenir une représentation isomé-
trique de H par Jf, de sorte que le spectre de A soit le support de  (cf. [8] ).
On en déduit la représentation de Hi (i = 1, 2) :

où Xi == { x e R ; H~(x) ~ ~ 0 ~ ~ est le spectre de Vi.
Soit A = ]a, b[ ne contenant pas zéro et inclus dans Pour tout x

de A, H 1 (x) _ ~ 0 } . Donc 0. Mais B = Pi 1 + P2 - 1 et

A = (Pi 1 + P2 - 1)2 commutent. Donc (cf. [12]), commute avec B :

d’où

° + ?2 - = (Pi + ?2 - 1) 0 = 0

donc o V2 = 0, ce qui implique = 0. A est donc contenu dans

d’où par symétrie :

On peut alors représenter isométriquement H~ par l’intégrale hilber-

tienne ~x Hi(x)dv(x), où v est la restriction de ,u à X. D’où la
DÉFINITION 1 . On appelle analyse canonique de H1 et H2 tout quadruplet

(X, v, ~ H1(x) H2(x) ainsi obtenu.

On peut remarquer que X est contenu dans [0, 1]. La représentation
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359UNE EXTENSION DE L’ANALYSE CANONIQUE

de H par Jf n’étant pas unique, le triplet (v, { H 1 (x) { H2(x) 
e

n’est pas unique. Toutefois la représentation de Hi par 
est unique à une isométrie près. x

12. Analyse canonique de type dénombrable

1.2.1. GÉNÉRALITÉS. - L’opérateur U = Pi o P2 de H dans lui-même
est un opérateur borné d’adjoint U* = P 2 0 Pl.

P1|H2 est un opérateur borné de H2 dans H 1. Son adjoint est l’opéra-
teur et on a Vl - (P1 (H2) o (P2~H1) et V2 - (P2~H1) o (P1 ~H2).
B = Pi 1 + P2 - 1 est un opérateur hermitien de 2(H) ; sa restriction B’

à Hi 1 + H2 est un opérateur hermitien de 1 + H2) (si t E H 1 + H2,
+H2).

On a immédiatement les relations suivantes :

Dans ce qui suit immédiatement, on donne quelques propriétés élémen-
taires concernant les valeurs propres des opérateurs Vi, V2 et B’. Aupara-
vant on peut remarquer que les valeurs propres non nulles de U (resp. U*)
sont exactement celles de Vi (resp. V2) ; que de plus la valeur 1 n’est une

valeur propre que si H n H2 ~ { 0 ~ , et alors tout vecteur propre associé
à 1 appartient à t~ n H2. Enfin le spectre de B’ est contenu dans [20141,1] ]

1).

LEMME 1. -

ce qui entraîne : ~ e H 1 n H2 = (Hi 1 + H2)1.

COROLLAIRE. - - 1 ) n’est pas valeur propre de B’.

Vol. XI, n° 4 - 1975.



360 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

En effet entraîne : 03C6 ~ Ker (P 1 + P2), d’où

LEMME 2. Si f ’ est un vecteur propre normé de Vl associé à la valeur

propre ~, ~ ~ 0), alors g = P2 ~f ’ est un vecteur propre normé de V2 associé
à la valeur propre ~,. ~ ~ P2 (

De plus ~ ~, g i = ~~ P2 f ~ _ ~g et ~ f:
En effet, l’hypothèse ~, # 0 entraîne P2 f’ ~ 0, et le vecteur normé g

vérifie V - P o P _ P2(03BBf) 
- Àg.

Par ailleurs : 
Î Î 1 ~P2f Î Î Î Î P2(03BBf) ~P2f~ Î Î

,

D’où ~, _ ~ ~ et par suite, ( = ~, P2 f ~ _ fig, et

De plus, on peut noter que, si f et J~ sont deux vecteurs propres normés
(resp. normés et orthogonaux) de Vl associés aux valeurs propres non
nulles ~.t et ~,~ distinctes (resp. égales; ~,~ est alors de multiplicité supérieure
à 1 en p osant gi - 

1 

et g J - P2i’, ), on a le

La nullité des deux premiers produits scalaires est évidente si À; est

différent de ~,~ .

Par ailleurs ~ 

LEMME 4. a) Si t est un vecteur propre de B’ associé à la valeur propre
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361UNE EXTENSION DE L’ANALYSE CANONIQUE

non nulle A, alors Ptt est un vecteur propre de Vi (i = 1, 2) associé à la valeur
propre ~.2.

b) Si J~ est un vecteur propre normé de V1 associé à la valeur propre ~.

non nulle, alors (avec les notations du lemme 1) f + Eg est un vecteur propre

de B’ associé à la valeur propre (E E E - 1) ou g = .

En effet

a) Soit t un vecteur propre (donc non nul) de B’ associé à la valeur

propre non nulle 03BB. De B’t = Àt, on déduit immédiatement : P 1 03BFP2t = 
et d’où et ~,2P2t, ce qui
fournit le résultat car P t et P2t ne peuvent être nuls (la nullité, par exemple,
de Pif entraînerait P2t = (~, + l)t, donc, puisque ~, # 0, .e~ = - 1 et

P2t = 0 ce qui est impossible d’après le lemme 1).

b) + P2(/+ eg) = (~ + s)~ d’où
+ ~g) = + Eg).

1. 2 . 2 . DÉFINITION 2. - On dit que l’analyse canonique de H 1 et H2
est de type dénombrable si le spectre de A’ ( = AH1 +H2) est dénombrable.

LEMME 5. - Soit E un espace de Hilbert réel, F un sous-espace fermé
de E un homéomorphisme linéaire autoadjoint de E sur E. Alors si

1 
= et si Im Ci ce F, Oi 1 est un homéomorphisme linéaire de F sur F.

En effet, comme C est injective, Ker Ci = {0 }. Donc, puisque C est
autoadjoint, F = Im Ci. Comme Im est l’image réciproque de F
par ~-1, continu, elle est fermée. Il en résulte que Ci est une bijection de F
sur F, et que 03A6-11 1 = (03A6-1 )IF. La linéarité et la bicontinuité de 03A61 sont alors
évidentes.
On obtient ainsi une démonstration élémentaire du :

COROLLAIRE. - Le spectre de Vl (resp. V2) est contenu dans le spectre
de A’.

En effet, si ~, est une valeur régulière de A’, ~ = A’ - est un

homéomorphisme linéaire de E = H~ 1 + H2 sur lui-même. Le résultat

précédent avec F = Hi 1 montre alors que

(A’ - = = Vl - 

est un homéomorphisme linéaire de H~ 1 sur H 1 (puisque c 

et par suite À est une valeur régulière de Vl, d’où le résultat.

Vol. XI, n° 4 - 1975.



362 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

(On peut retrouver ce corollaire en utilisant la représentation isométri-
que de Hi 1 + H2 associée à l’analyse spectrale de A.)

Si une analyse est de type dénombrable, le spectre de Vi (et de V2) est
dénombrable. On sait alors [8] qu’il existe une base orthonormale (dénom-
brable) de Ht formée de vecteurs propres de Vi. Soit ( ~n (K* ce I~ *)
la suite des valeurs propres distinctes et non nulles de Vi, B la base ortho-
normale de vecteurs propres de Vi obtenue, et B* le système orthonormal
déduit en supprimant les vecteurs de Bi 1 appartenant au noyau de Vl .
Alors l’image B2 de B* par P2 est, après normalisation de chacun des
vecteurs, un système orthonormal de H2. Désignant par H? (n E K* et
i = 1, 2) le sous-espace propre de H~ associé à ~,n, et H? le noyau de V~,
on obtient la décomposition en somme directe orthogonale de H~ :

Une analyse canonique de H et H2 est donc :

où  est la mesure de dénombrement de l’union du spectre ponctuel de Vi
et de { 0 ~ , et H? est 
On peut remarquer que l’on a ici une véritable décomposition de Hi,

et non une représentation isométrique.
Résultant de ce qui précède, il existe une correspondance « privilégiée »

notée ~2, entre la base orthonormale de H~ extraite de B* et celle de H~
extraite de B2 (ceci pour chaque n de K*) définie par :

à / norme de H" on associe P,d de Hi puis --. n - 
P2f 

Il 
de H" .

Alors, si { À; (I* c N *) est la suite pleine des valeurs propres de V l’
on peut indicer les éléments de B* et ceux qui leur correspondent par ~2 :

1 = 1 i et 2 = ~ gi = . Si pour chaque i e I*, on pose

Pi = fi = ( fi, gi~, on a alors « équivalence » entre la donnée de A et
celle du triplet :

où B? représente une base du noyau de Vi (i = 1, 2).
Ce triplet vérifie donc les propriétés :

(i ) ~ , f ~ ~ ~EI* (resp. { est une base orthonormale de H 1 Q Ker Vl
(resp. H2 e Ker V2),

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



363UNE EXTENSION DE L’ANALYSE CANONIQUE

(ii) pour chaque i E I*, 03C1igi et 

(iii) pour chaque (i, j) E (1*)2,  = (bij symbole de Kro-

necker).

DÉFINITION 3. - Un tel triplet est encore appelé une analyse canonique
de type dénombrable de H 1 et H2.

Si le sous-espace propre de V1 correspondant à la valeur propre 1

(i. e. H n H2) est de dimension infinie, l’analyse canonique de type dénom-
brable est dite « dégénérée » (un exemple trivial est celui où Hi est de
dimension infinie et contenu dans H2).

Si tous les sous-espaces propres de Vi (ou V2) associés aux valeurs propres
non nulles sont de dimension finie, on dit que l’analyse canonique de type
dénombrable est « régulière ».

1.3. Analyse canonique compacte

DÉFINITION 4. - On dit que l’analyse canonique de H1 et H2 est compacte
si l’opérateur A’ de 1 + H2) est compact.

Comme B’ est un opérateur hermitien de 2(H1 + H2), et que A’ = B’~
il revient au même de supposer la compacité de B’. Une analyse canonique
compacte est, bien entendu, une analyse de type dénombrable et régulière.
Son importance est liée à sa fréquente apparition dans les applications.

PROPOSITION 1. - Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) P1|H2 (resp. est un opérateur compact de H 1 ) (resp.

2(Hl, H2)).
(ii) V2 est un opérateur compact de 
(iii) U est un opérateur compact de 
(iv) V 1 est un opérateur compact de 
(v) B’ e,st un opérateur compact de 1 + H2).
De plus elles sont réalisées si A (ou B) est compact dans 

(i ) ~ (ii ) : la compacité de P 1|H2 est équivalente à celle de (P = P2|H1,
et est équivalente à celle de V2 = (P2~H1) o 

(ii) => (iii) : U est un opérateur borné, et U* o U = P2 o P1 o P2 = P2
est compact.

Par suite U est compact ([1]).
(iii) => (iv) : en effet la restriction de U à H l, soit Vl, est alors compacte.
(iv) ==> (u) : soit { ~.i la suite pleine des valeurs propres non nulles

de Vi . Ou bien elle est finie, ou bien elle admet 0 comme valeur d’adhérence.

Vol. XI, n° 4 - 1975.



364 J. DA UXOIS ET A. POUSSE

D’après le lemme 4, {~03BBi }i~I* fournit !es valeurs propres non nu!!es
de B’ ; si { /, }~~ est un système orthonormal de ~ formé de vecteurs
propres /, de V~ (~. associé à ~,) et si { g,},,,. est le système orthonormal
de H~ déduit de { /, }~. par 7~, alors pour chaque f de I*, r, = 

~’ ~ ~’
est un vecteur propre norme associé à !! ~ + ~ !!

Soit / appartenant à t~ i + H~ tel que, pour chaque ï de I*, ( r,, / ) = 0.
Alors pour chaque f de 1~  /., / ) = (~, / ) = 0, soit encore :

Par suite (resp. P2,1~) appartient à Ker Vl (resp. Ker V2), d’où :
P2 ° = Pi 1 ° P2,f ~ = 0 (lemme 1). Il vient donc, en vertu de
B 2f~- A’/ = P~ ° Pi./ + Pi ° 

d~où : H 1 + H2 n { Hi 1 + H2 }-" = { 0 ~ , et la compacité de B’ ( [21] ).
(v) => (i) : en effet P1|H2 = BjH2.
Remarque 1. - Si B’ = (P 1 + P2 - est compact alors

(I - B’) (Hi 1 + H2) est fermée dans ( [1]).
Donc (Pi 1 + (Ht 1 + H2) est fermée dans (H~ 1 + H2).
Comme le noyau de (Pi + est { 0 } (d’après le lemme 1),

(Pl est injective, et : Im (Pl + est égal à H 1 + H2.
Comme Im (Pi 1 + est contenu dans H 1 + H2, H 1 + H2 est fermé
dans H (cela constitue une condition nécessaire pour qu’une analyse cano-
nique soit compacte).

Remarque 2. La compacité de A (ou B - ce qui revient au même )
entraîne bien sûr la compacité des opérateurs de la proposition 1. La
réciproque n’est pas vraie en général : en particulier le sous-espace propre
de B correspondant à la valeur - 1 est (H i + H2)1, qui n’est pas en général
de dimension finie.
Un exemple simple d’analyse canonique compacte est obtenue en

considérant le cas où l’un des H~ est de dimension finie, puisque P~, donc U,
est alors compact.
Conformément à ce qui a été vu au 1. 2, si A’ est compact, on peut adopter

la deuxième formulation pour une analyse canonique. Avec les notations
de la proposition 1, une analyse canonique de H et H2 est :

où est une base de Ker V1 (resp. Ker V2),
et pl = 

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



365UNE EXTENSION DE L’ANALYSE CANONIQUE

Il est clair qu’une telle analyse n’est pas unique. Elle le devient cepen-
dant si Ht n H2 - H 1 n H2 = { 0 }, et si la suite { Pi est strictement

décroissante.

Lors de l’étude d’une analyse canonique compacte de H 1 et H2, on

rangera systématiquement les valeurs propres par ordre décroissant.

PROPOSITION 2. - Toute analyse canonique compacte ( ~ p~ 1 .li 
{ vérifie les pro pniété.s :

(i ) exprime que et sont des systèmes orthonormaux de H 1
et H2 respectivement. La première partie de (ii) est vraie puisque l’analyse
canonique est de type dénombrable. La suite de (ii) vient de ce que :

et

(iii) Vi étant compact, on a (par exemple [7])

~ 

Or, pour 1~ ~ .f~.f; i - ~ g~ g; i - 4 pour

J  f, ~ le maximum de  .f~ g i pour g = 

et vaut alors : Il 2.1 ~ ~

i

On peut remarquer que si, pour j = l, 2, les H~ sont les sous-espaces

Vol. XI, n° 4 - 1975.



366 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

propres de Vi associé à ~,n (n E K*), où { ~,n ~ est la suite strictement décrois-
sante des valeurs propres de Vi (et V2), et si H° est le noyau de V~, alors on
a comme analyse canonique au sens de la définition 1 :

et

Présentée sous cette forme, on a bien sûr unicité de l’analyse canonique.
Si, inversement, H et H2 admettent une analyse canonique de la forme :

où la suite { ~.n ~ est strictement décroissante, finie ou admettant 0 comme
valeur d’adhérence,  mesure de dénombrement de A, les H 1 étant de

dimension finie et deux à deux orthogonaux, tels que v1 = 03A303BB’nPHn1, et

neK*

= Hi (n E K*) alors l’analyse est compacte (cf. par exemple [12]).
Dans ce qui précède, l’analyse canonique, si elle est compacte, a été

obtenue par l’analyse spectrale de Vl. Il est clair qu’elle s’obtient aussi à
partir de V2. Elle peut enfin, d’après le lemme 4, être obtenue par l’analyse
spectrale de B’. D’où la :

PROPOSITION 3. - L’analyse canonique de H 1 et H2, si elle est compacte,
s’obtient par l’analyse spectrale de l’un des opérateurs suivants:

On peut expliciter le dernier point. Soit { p~ la suite pleine des valeurs
propres strictement positives de B’, et { ti une suite orthonormale de
vecteurs propres associés.

Donc )) et par suite, comme + P2ti = (1 1 + 
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Il vient également :

Par ailleurs, pour i # j :

d’où :

De plus :

d’où :

et par conséquent :

On retrouve donc :

et

PROPOSITION 4. - Si H1 et H2 admettent une analyse canonique compacte,
et si H i et H’2 sont de,s sous-espaces fermés de H 1 et H2 respectivement, il

existe une analyse canonique compacte de H i et H2.
En effet, U=P1oP2 est alors compact, donc 

est compact, d’où le résultat.
On dit qu’une suite de sous-espaces fermés de H converge vers H’,

sous-espace fermé de H, si et seulement si la suite des projecteurs
orthogonaux sur H~ converge en norme vers P’, projecteur orthogonal
sur H’ (cf. [17]). 

’

PROPOSITION 5. - Si pour j = 1, 2 la suite de sous-espaces fermés
de H converge vers H~, et si, pour tout n, H1 et H2 admettent une analyse
canonique compacte, alors H 1 et H2 admettent une analyse canonique
compacte.

En effet, Un = P i o P2 converge dans 2(H) vers U = P1 03BF P2.
Comme, pour tout n,Un est compact, U l’est également, d’où le résultat.
En pratique, on est souvent conduit à des analyses canoniques compactes

possédant des propriétés supplémentaires sur les p;, valeurs propres posi-
tives de B’.

Vol. XI, n° 4 - 1975.



368 J. DAUXOIS ET A. POUSSE

DÉFINITION 5. On dit que l’analyse canonique de H 1 et H2 est de type 1
ou nucléaire (resp. de type 2 ou de Hilbert-Schmidt ; resp. de type 3) si B’ est
un opérateur compact nucléaire (resp. de Hilbert-Schmidt ; resp. tel que

Il est clair que dire que l’analyse canonique est de type 2 (resp. de type 3)
revient à dire que les opérateurs Vl et V2 sont nucléaires (resp. de Hilbert-
Schmidt).

Remarque 3. Dans ces cas, on peut ramener leur étude à celle, classique,
d’un noyau.

Si H1 1 (par exemple) est un espace J1), où  est a-finie, alors
l’analyse canonique est de type j ( j = 1, 2, 3) si, et seulement si, il existe

Kt e A ~ A,  @ Jl) tel que :

En effet Vl (donc V2) est alors un opérateur de Hilbert-Schmidt, et le
résultat découle de [19]. Cette représentation de Vl reste valable si t~ 1 est

isométrique à un espace L~(Q, J1).
On peut expliciter K 1 (s, t) à partir de l’analyse canonique

de (Hi, H2). Il vient, d’après [8] :

Remarque 4. Si H est (représenté isométriquement par) ,u),
Hi (i = 1, 2) étant (représenté par) le sous-espace J1), où Bi est
une sous-tribu et si l’analyse canonique de H2) est de type 1 ou 2,
l’opérateur de Hilbert-Schmidt Pi 1|H2 est (représenté par) un opérateur
intégral de noyau R(s, t), de carré intégrable par rapport à J1 ([19]),
et tel que : 

-

Il vient alors :

et
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2. QUELQUES APPLICATIONS A LA STATISTIQUE
ET AU CALCUL DES PROBABILITÉS ..

Si P) est un espace probabilisé, ~/, P) (ou L~) désigne
l’espace de Hilbert réel, supposé séparable, des classes d’équivalence de
fonctions réelles A-mesurables définies sur (Q, A, P) et de carré P-inté-
grable. Le produit scalaire est celui défini comme d’ordinaire par :

Pour tout L~ et tout g E L2 : ~ f, g ~ = fgdP.On note !! . !! la norme associée. 
"

Si ~‘ est une sous-tribu de ~/, L2(~) désigne le sous-espace de L2 formé
des (classes d’équivalence de) v. a. ai-mesurables (où B est la tribu P-com-
plétée de 

2.1. Analyse canonique linéaire

2.1.1. CAS DE VARIABLES ALÉATOIRES.

Pour j = 1, 2, ~X~ _ (XJ, X~ , ..., est défini sur (Q, d, P) ; p~ appar-
tient à N*, et pour k = 1, ..., p~, X~ est une v. a. r. de L2 ; on note FXj le
sous-espace vectoriel engendré par In Ce sous-espace
est de dimension finie, donc fermé dans L2, et le projecteur orthogonal
sur Fxj est compact.

DÉFINITION 6. - On appelle analyse canonique, linéaire du couple (X1, X2)
toute analyse canonique de FX1 et FX2.
Une telle analyse, qui est bien sur compacte, peut être obtenue par étude

spectrale de l’un quelconque des opérateurs définis en 1.3 et possède les
propriétés indiquées dans la proposition 2. On obtient ainsi une analyse :

où I* peut être considéré comme une section commençante [0, n] de N*.
Il est clair que po = 1 et que l’on peut choisir fi = go = 1 n. Pour i # 0,
~~ et gi sont alors des v. a. centrées de L2, et p~ est le coefficient de corrélation
linéaire de fi et (resp. g;) est une combinaison linéaire des Xk1 (resp. Xl2)
(d’où le nom d’analyse canonique « linéaire »). On obtient ainsi une nouvelle
solution, globale, du problème étudié par Hotelling, exposé par exemple
dans [2], repris en particulier - et résolu de manière encore différente -

par [10].
Le problème d’Hotelling peut être décrit, avec le vocabulaire adopté

ici, de la manière suivante : soit ln, Si 1 = FX 1 Q vect ( f ~) et
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Tl = Fx2 ~vect (go). On cherche (f1, gl )~S 1 x Ti, vérifiant ) ) = 1 ,
tel que ( .f l, soit maximum (autrement dit, on cherche la combinaison
linéaire centrée normée des X~ et la combinaison linéaire centrée normée
des X~ de corrélation maximale). Dans une deuxième étape, on cherche

x T2 - avec S2 = Fx1 ~vect(f0, f1), TZ = Fx2 ~vect
- vérifiant )) = = 1 et rendant  f 2, g2 ~ maximum. On itère
ainsi le procédé - toujours sous contraintes d’orthogonalité - aussi loin
que possible. Ainsi décrite l’analyse canonique linéaire est une méthode
« pas à pas ».

2.1.2. CAS DE VARIABLES STATISTIQUES.

On vérifie aisément que l’analyse canonique au sens de l’analyse des
données, exposée par exemple dans [5], entre dans le cadre indiqué ici. On
peut la considérer comme cas particulier de 2.1.1, Q étant alors un ensemble
fini, et L~(Q, P) étant en conséquence de dimension finie. La présen-
tation et le langage utilisés ici ont permis d’obtenir divers résultats complé-
mentaires concernant l’analyse canonique et l’analyse en composantes
principales ([15]). Dans un autre domaine de l’analyse des données, ils

ont pu servir à la mise au point de techniques originales ([3]).

2.2. Analyse canonique de deux tribus

Soit, pour j = 1, 2, une sous-tribu complète de si. est alors

un sous-espace fermé de complète au sens de [l4 .1 ] ).

DÉFINITION 7. - On appelle analyse canonique de B1 et B2, toute analyse
canonique des sous-espaces et L2(~2) de L2.

Si Ealj désigne l’opérateur « espérance conditionnelle à », donc le

projecteur orthogonal sur L2(~~), rechercher une analyse canonique de ~’1
et ~2 revient à faire l’étude spectrale de Eall o (ou encore
EB203BFEB1/L2(B2)). Une telle analyse n’a d’intérêt, au niveau des applica-
tions immédiates, que si elle est de type dénombrable. Elle est dégénérée
si n L2(~2) _ n 812)) est de dimension infinie.

Si l’analyse est compacte, elle peut donc être obtenue par l’analyse
spectrale de l’un quelconque des opérateurs (ou 
Eall o EB2 o et + I)/L2(W ) + L2(B2)).
On obtient alors une analyse de la forme :

où I* peut être considéré suivant les cas, soit comme une section commen-

çante [0, n] de soit comme N. On peut noter que l’on a toujours po = 1
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et qu’on peut prendre J~ = go = l~, ce choix étant impératif (resp. com-
mode) si n L2(~2) est de dirnension 1 (resp. de dimension > 1).
Alors pour tout i de Il - { 0 ~ (resp. de I2 - { 0 } ), f (resp. gi) est une
v. a. r. centrée, et, pour tout i de 1* - { 0 ~ , pt est le coefficient de corréla-
tion de fi et gi.

DÉFINITION 8. - Pour i appartenant à 1* - { 0 ~ , p~ ( resp. ( f i, gi)) est
appelé ième coefficient de corrélation canonique (resp. couple canonique)
de B1 et fJl2 pi est dit coefficient de corrélation maximale.

Il vient alors :

B1 et 812 sont indépendantes si et seulement si leur analyse canonique
est compacte, et si leur coefficient de corrélation maximale est nul.

En effet, si ~1 et ~2 sont indépendantes, les sous-espaces (L2(~1 ))*
et (L2(~2))* des v. a. centrées de et L2(~2) respectivement sont
orthogonaux. Par conséquent, dim n L2(~2) = 1,

est compact, et le seul coefficient de corrélation canonique non nul est
alors po. Inversement, si l’analyse canonique est compacte, et si pi 1 = 0,
on a :

et ~’1 et ~2 sont indépendantes.
Comme application immédiate des propositions 4 et 5 de 1. 3, il vient :

PROPOSITION 6. Si, pour j = l, 2, ~~ est une sous-tribu complète de 
et si (~,, admet une analyse compacte, le couple ~2) admet une ana-
lyse canonique compacte.

PROPOSITION 7. Si, pour j = 1, 2, ~ est une suite de sous-tribus

complètes qui converge uniformément (*) vers la tribu et si, pour
chaque nE N*, (~1, admet une analyse compacte, il en est de même

pour ~2 ).
On peut remarquer de plus que si, pour n E ~l ~ ~ oo ~

(*) Autrement dit { converge vers dans J~(L~).
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représente l’analyse compacte de (B, B~), [17] montre que p? converge
vers et que, si (p")2 est valeur propre simple de o converge
vers 

L’analyse canonique de deux tribus a été introduite en [6.1] sous une
forme un peu différente. Outre son intérêt théorique, elle débouche de
façon naturelle sur l’analyse canonique non-linéaire de deux variables
aléatoires quelconques.

2.3. Analyse canonique non linéaire
de deux variables aléatoires.

2.3.1. Pour j = 1, 2, X~ désigne une variable aléatoire définie sur
(Q, ~/, P) et à valeurs dans l’espace mesurable ~~).

DÉFINITION 9. - On appelle analyse canonique du couple (X 1, X2), toute
analyse canonique des tribus ~1 et ~2, où, pour j = 1 , 2 ~~ est la tribu com-
plétée de 

On a immédiatement :

PROPOSITION 8. - Si, pour j = 1, 2, X’j est égal à fj o Xj, où fj est une
application bijective bimesurable de sur l’espace mesurable 
toute analyse canonique de (Xi, X2) est une analyse canonique de (X1, X2)
et inversement.

Là encore, au niveau des applications, c’est le plus souvent la notion
d’analyse compacte, et même de Hilbert-Schmidt, qui est rencontrée.
Conformément à ce qui est dit en 1. 3 (Remarque 3), une analyse canonique
de (Xl, X2) est de Hilbert-Schmidt si et seulement si Vi = EX1 03BF
est un opérateur intégral dont le noyau est ~ 1 Q ~2 - mesurable et de
carré P~2-intégrable. On peut donner une condition suffisante simple
rencontrée fréquemment en pratique, assurant que l’analyse canonique
est de Hilbert-Schmidt. (Cette condition a été donnée dans le cas réel par
Lancaster). PX~ (resp. désigne la probabilité image de P par X~
(resp. X2)). 

.

PROPOSITION 9. - Si est absolument continue par rapport à

Pxi 1 O PX2, et si
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appartient à L2(03A91 x A1 © Pxl O Px2), le couple (X1, X2) admet
une analyse canonique de type 2.

Sous les hypothèses indiquées, l’explicitation de Vi, conduit à : si

Xi 

D’où, si i est l’isométrie de PX1) sur P) qui à ~
associe 03C6 03BF X1, et si V est l’application de A1, PX1) dans lui-même
qui à 03C6 associe 0 = V cp défini ci-dessus, on a

Or V est le produit de deux opérateurs intégraux, de noyau f: Comme /
appartient à x dl g) d2, PX1 O Px2), ces opérateurs sont de
Hilbert-Schmidt. Donc V est nucléaire, ainsi que V1.

L’analyse canonique non linéaire de deux v. a., présentée comme cas
particulier d’analyse canonique de deux tribus, se trouve dans [6.1].
Simultanément, elle a été envisagée dans une optique différente, unique-
ment pour le cas de v. a. réelles et sous les hypothèses de Lancaster, dans [l l ],
puis dans [18].
La proposition 8 montre que la notion intrinsèque pour l’analyse non

linéaire de deux v. a. est celle d’analyse canonique de tribus.
Cela se retrouve d’ailleurs « naturellement » si l’on cherche à introduire

l’analyse canonique non linéaire de deux v. a. en utilisant une méthode

« pas à pas » analogue à celle d’Hotelling pour l’analyse canonique linéaire :
on peut commencer par poser f ~ = go = 1 ~, po = 1.

On cherche alors un couple, s’il en existe (/i o Xl, o X2),
où f1 (resp. g 1) est une fonction réelle mesurable centrée de Xi (resp. X2),
tel que !! = 1 Il = 1, et de corrélation maximale. Si un tel couple
existe, on répète la recherche de couples analogues sous les contraintes
d’orthogonalité indiquées plus haut, et ainsi de suite autant que possible.
Il est alors clair que les couples (i;, gi), lorsqu’ils existent, appartiennent
à x 

On peut remarquer que p n’est autre ici que le coefficient de corrélation
maximale de Xi 1 et X2 au sens introduit par [16].

PROPOSITION 10. - Si (Xl, X2) admet une analyse canonique compacte,
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et si, pour j = 1, 2, ij est une application mesurable de ~~) dans ~~),
f 2 ~ X 2) admet une analyse canonique compacte.

C’est un corollaire, immédiat compte tenu des définitions, de la propo-
sition 6.

2.3.2. ANALYSE DES CORRESPONDANCES.

Un cas particulier intéressant d’analyse canonique de deux tribus est
celui où les tribus ~1 et {fI2 engendrées par les v. a. Xi 1 et X2 n’ont qu’un
nombre fini d’éléments. Alors, pour j = 1, 2, ~~ est engendrée par une
partition {Bkj }k= 1,2,...,pj de Q, et qui est de dimension finie, peut
encore être considéré comme le sous-espace vectoriel F~ engendré par les
v. a. r. { 1B~ ~k=1,,..,pJ (sous-espace qui contient bien sûr 1~).

Il est clair qu’ici la notion d’analyse canonique non linéaire de B1 et B2
et celle d’analyse canonique linéaire de

coïncident.

On obtient une analyse compacte, dont on a vu plus haut les propriétés.
On est évidemment dans le cadre de la proposition 9, la densité f ~ étant

ici p‘’ , où - P B 1 n B2 , pt. - p.. - P B2 .
Si ( ~ pk ~kEI*~ ~ fx gk est l’analyse canonique de X1 et X2,

il vient, d’après la remarque 4 de 1. 3 (R étant ici J’) :

où f/(1) [resp. gk(j)] désigne la valeur prise par .fk sur B1 (resp. gk sur B~).
L’application « naturelle » à la statistique descriptive est la suivante :

si Xi et X2 sont deux variables statistiques « qualitatives » (i. e. à valeurs
dans un ensemble fini E~ (i = 1, 2) dont les éléments sont appelés « moda-
lités ») observées sur un échantillon 1 de taille n d’une population donnée,
on peut les considérer comme deux variables aléatoires définies sur

(I, P) (où est la tribu des parties de l’ensemble fini I, et P l’équi-
probabilité sur et à valeurs dans (Ei, (i = 1, 2). L’analyse
canonique (non linéaire) de Xi 1 et X2, qui entre dans le cadre ci-dessus,
conduit à l’analyse canonique linéaire des deux ensembles d’ « indicatrices
des modalités » Yi et Y2. On reconnaît là l’analyse des correspondances,
présentée dans une approche différente par [4].
Quant à l’analyse des correspondances continues, introduite dans [13]
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comme une généralisation du cas précédent, elle apparaît ici comme un
cas particulier d’analyse canonique d’un couple X2) de variables
aléatoires : il s’agit d’un couple de deux v. a. réelles, dont la probabilité
image est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
de [0, 1]2, et pour lequel les hypothèses de la proposition 9 sont supposées
vérifiées, ce qui conduit à une analyse compacte de type 2.

2.4. Analyse canonique d’une probabilité
sur un espace produit

Soit (Q, d, P) un espace probabilisé, et Z = (Xl, X2) un couple de v. a.
définies sur cet espace ; pour i = 1, 2, Xi est à valeurs dans ~~). Z est
donc à valeurs dans (Q1 x dl @ d2). On désigne par Bi la sous-tribu
complétée de si engendrée par Xi, par Px, la probabilité image de P par X~,
et par Pz la probabilité image de P par Z.

Px~) [resp. L2(Q2’ d2, Px2)] est isométrique à

on l’identifie donc à ce sous-espace, noté (resp. L 2(d2)) de

~2, d2, PJ.
Par définition, l’analyse canonique de Z est celle des sous-espaces

L2(~2) de ~, P). Or l’application de x Si2, ~10~2, Pz)
dans Pl :

est une isométrie transformant L 2(di) en L2(~’1) (i = 1, 2).
Si ( {Pf { f ~ { gi est une analyse canonique dénombrable

de et L2(~2), L2(~1 ) et L2(~2) admettent donc l’analyse canoni-
que ( { { y { ~~ appelée image de la précédente par Z,
où :

Or, (Ql x p ~2) étant donné, cette analyse ne dépend que de la
probabilité image Pz (puisqu’il en est ainsi du projecteur orthogonal
sur L2(~t)).
Ces remarques permettent de définir d’une part une relation d’équi-

valence entre couples de sous-tribus de j~, d’autre part une relation d’équi-
valence entre probabilités sur x Q2’ ~1 p ~2). On peut trouver les
définitions et une étude de ces équivalences dans [6.3].

Soit 7c une probabilité sur (03A91 x Q2, A1 ~ A2), de marges ni et 03C02.
On note (i = 1, 2) l’espace ~~, 7c,), considéré comme sous-

espace de L2(03A91 x 03A92, dl O A2, 7r).
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DÉFINITION 10. On appelle analyse canonique de la probabilité ~t toute
analyse canonique de et L2(~2).

Soit ~, 1 Q ~c2. Il vient alors :

PROPOSITION 11. Si l’analyse canonique de et L2(~2) de

Hilbert-Schmidt, ~t est absolument continue par rapport à ~, et :

En effet, d’après la remarque 4 de 1. 3, P1/H2, qui est ici une restriction
d’espérance conditionnelle, est un opérateur intégral de noyau R(s, t)
appartenant à 1 x Q~, dl Q d2, ~]. D’où :

7c est donc absolument continue par rapport à ~,, et admet R pour densité.

(1) et (2) découlent alors de la remarque 4, de 1. 3.
Cette proposition complète la proposition 9 de 2.3, et conduit à une

condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une analyse canonique
de Hilbert-Schmidt.

En pratique, la détermination de l’analyse canonique d’un couple de
v. a. se fait à partir de leur probabilité image.

Exemple : soit Qi = Q2 = [0, 1], = B[0,1], et 03C0 la probabilité
uniforme sur le périmètre du triangle de sommets A = (0, 1), B = (1, 1)

et C = (-, 0 . On appelle Xi la projection de ~ 1 x Q2 sur Q, (i = 1, 2).

~1 (i = 1, 2) est la tribu complétée engendrée par Xi. Soit 11 la mesure de

Lebesgue de [0, 1].
L’analyse canonique de n est l’image de celle de (~l, ~2), qui est donnée

par l’analyse spectrale de Vi = Si / est une application
de (Qi, dans BR) mesurable et de carré 03C0-intégrable :
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A partir de la loi conditionnelle à [X2 = y] de Xl, il vient :

De même, en explicitant la loi, conditionnellement à [Xi 1 = x], de X2,
il vient :

d’où :

c’est-à-dire, comme Xl est uniforme sur [0, 1] :

L’analyse spectrale de Vl conduit à la recherche de f ~ dans 
telle que : 

’

La résolution de cette équation fonctionnelle conduit aux résultats

suivants :

a) 0 est valeur propre, le sous-espace propre associé étant celui des
fonctions f ’ de telles que /(1 1 - x) _ - f ’(x) presque par-
tout sur [0, 1]. On note { une base orthonormale de ce sous-espace.

b) 1 est valeur propre, le sous-espace propre associé étant celui engendré
par 1 nl.

c) p est valeur propre, le sous-espace propre associé étant celui des

fonctions f de A1, 03C01) telles que f’(x) = f’(1 - x), avec = 0.
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Il est donc isomorphe au sous-espaces des fonctions centrées de L2([o, 1/2],
1 ~2~, ~’), où ~c’ est la mesure de Lebesgue de [0, 1/2]. Comme cet espace

est séparable, on peut en choisir un système orthonormal total { J~ }~E,~*.
Soit, pour définie par :

c’est-à-dire ici :

Alors, en posant ri = JP pour triplet

où { est un système orthonormal total quelconque du noyau de V2,
est une analyse canonique de type dénombrable de (Xl, X2).

Cette analyse n’est pas compacte (elle n’est pas régulière).
On peut trouver d’autres exemples dans [6:3~.
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