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Une classe de chaines de Markov recurrentes
sur un espace meétrique complet
par

C. SUNYACH (%)

SumMMARY. — In order to prove recurrence prbperties for a class of
diffusions on an infinite dimensional Hilbert space, we study the class of
transition probability on a complete metric space which satisfy the follow-
ing conditions:

1) They induce strict contractions on the space of Lipschitz functions.

2) They operate on the space of measures for which the distance to any
point is an integrable function.

We prove that there exists a unique invariant probability measure and
derive that the associated Markov chain is recurrent on non negligible
open sets. Then we construct and characterize the potential operator.
Finally we apply these results to stochastic differential equations on a
Hilbert space.

INTRODUCTION

A part la théorie des marches aléatoires récurrentes sur les groupes
localement compacts, c’est la théorie des chaines récurrentes au sens de
Harris qui est la plus développée et utilisée (cf. [7]). Il se trouve que sur un
espace de Hilbert de dimension infinie, il existe des diffusions trés simples
(gaussiennes) qui ne sont pas récurrentes au sens de Harris, mais qui
cependant sont récurrentes sur les ouverts.

Cest pour étudier les propriétés de récurrence de ces diffusions que

(*) 23, rue Daubenton, 75005 Paris.
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326 C. SUNYACH

nous considérons la classe des probabilités de transition sur un espace
métrique complet, ayant les propriétés suivantes :

1) L’espace des fonctions lipschitziennes est invariant et 'application
induite est une contraction stricte.

2) L’espace des mesures bornées intégrant les fonctions distance a un
point arbitraire, est invariant.

Dans le paragraphe 1, nous montrons, pour ces probabilités de transi-
tion, I'existence d’une probabilité invariante y et un théoréme ergodique.

Dans le paragraphe 2, nous montrons que la chaine de Markov associée
est récurrente sur les ouverts non y-négligeables.

Dans le paragraphe 3, nous construisons et caractérisons I'opérateur
potentiel de la chaine (on trouvera dans [9] une étude plus approfondie
du principe du maximum récurrent).

Dans le paragraphe 4, nous appliquons ces résultats aux probabilités
de transition définies par les solutions des équations différentielles stochas-
tiques sur un espace de Hilbert.

Je tiens a remercier D. Revuz qui a bien voulu relire et commenter ce
travail.

I. UNE CONDITION SUFFISANTE D’ERGODICITE

Dans tout ce texte (X, d) désigne un espace métrique complet sépa-
rable et Z sa tribu borélienne. On désigne par L(X) (resp. L¥(X)) I'espace
des fonctions numériques lipschitziennes (resp. lipschitziennes et bornées)
sur X. Pour tout f e L(X), on désigne par [f] le plus petit ke R, tel que

Ve, yeX /(%) = f(Y] < kd(x, y).

THEOREME 1. — Soit N une probabilité de transition sur (X, & ) telle
quexiste 0 €0, 1[ tel que si f e LX) alors Nf e L%X) et [Nf] < 0[f]

et quexiste x € X tel que Jd(x, YN(x, dy) < + oo | ce qui entraine
Jd(x’, YN(x”, dy) < + o pour tous x' et x"e€X : on pose

o(x) = J d(x, y)N(x, dy)) .

Alors il existe une unique probabilité y invariante par N telle que pour
tout xeX, y > d(x, y) soit y-intégrable et pour tous feL(X), xe X et
neN, ona

(1) INY(x) = 2] <

1-0
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CLASSE DE CHAINES DE MARKOV RECURRENTES 327

L’opérateur induit par N sur LY(X, &, ) est conservatif et ergodique (voir [6]).
Démonstration. — Pour tous feL(X), xe X et neN, on a
INY — NY(x)lx | < 6"[f1d(., x)

(On désigne par 1, la fonction caractéristique de Ae % ; lorsqu’il n’y
aura pas d’ambiguité on remplacera tly par t (t € R)), d’ou

2)  IN"(x) = Nf(x) | = NN — N (x)1x)(x) | < 0"[f1(x).

Donc la suite (N"f(x)), est convergente, or

IN(x) = N/ ()| < 0"[fld(x, y),

donc la limite ne dépend pas de x. Nous la désignerons par I'(f).
Si xe X, posons uji(dy) = N"(x, dy) et montrons que la suite (M) neny
vérifie la condition de Prokhorov. Si K est une partie compacte de X et
1 1
¢ > 0, posons @, «(x) = inf (l, —d(x, K)), qui est une fonction - — lip-
€ €

schitzienne valant 1 lorsque x ¢ (K),, ou (K), = { x, d(x, K) < ¢}.
p

4 . . €
Etant donné ¢ > 0, soient p un entier tel que 0 X — %X @(x) < 3 et
€

. €
K* un compact tel que pi(K*) 21— -pouri=1,...,p.
S 2
D’aprés (2), on a

| 1@, ko) — BE(P ko) | <

14

1-6

1

X = X @(x)
€

pour n = p, d’ou

€
HK)) S Ml Pee) S Qe + 5 < 8

pour n = p et aussi pour n < p d’aprés la définition de K°.

Etant donné ¢ >0, soient ¢ >0 tels que ¢= an et posons

J = m(K‘")an. L'espace (X, d) étant complet, J est compact et pour tout

#2J%) < Z#,‘i(((K"‘)en)‘) < Zﬁ.. =¢,

peN, on a
n

ce qui prouve que la suite (uZ), vérifie la condition de Prokhorov.
Si y est une probabilité adhérente a (42),, il existe une suite p’ T co telle
que pour toute fonction numérique continue et bornée f, on ait
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328 C. SUNYACH
gl%rralo U2 (f) = y(f). Donc y(f) = I'(f) pour tout f e L%X). Par conséquent

il existe une seule probabilité y telle que liTm Nf(x) = J fdy pour tout
f € L%X), donc aussi pour toute fonction numérique f continue et bornée.

L’inégalité (1) résulte donc de (2) lorsque f e L%X). Or il existe une
suite croissante a,e L%(X) telle que 0 < a, < 1, convergeant simplement

1
vers 1y et que lim [a,] =0 (par exemple a,(x) = inf <1, —(D(x) ou P(x)
n n

est la distance de x au complémentaire de la boule ouverte de centre x,
et de rayon 2n). Si fe L(X), en appliquant (1) a a, f et en faisant p1 co on
trouve que f vérifie (1).

Si y, est une probabilité invariante par N, on a

de)’o = JN"f‘dvo = lim JN‘”fdvo = dev
pour tout f e L¥X), donc y = y,.
Les propriétés de I'opérateur induit par N sur L!(X, y) résultent de la

proposition suivante.

PROPOSITION 2. — Soient (E, o, P) un espace de probabilité et N une
probabilité de transition sur (E, o) telle que P soit I'unique probabilité
invariante par N. Alors Popérateur induit par N sur L'(E, o, P) est conser-
vatif et ergodique. :

Démonstration. — Pour toute fonction numérique o/-mesurable bornée f,
on a lej' |dP < JN | f |1dP, donc N induit un opérateur, noté N, sur

LY(E, a, P). Désignons par N Tlopérateur sur LYE, o/, P) tel que
(fP)N = (fN)P pour tout f eL!(E, o, P). Comme IN =1 et N1 =1,
N et N sont conservatifs. Soit g € L1(E, «, P) tel que gN = g ; pour toute
fonction numérique .o/-mesurable bornée h, on a

J g(Nh)dP = j(gﬂ)th = J ghdP,

ce qui montre que la mesure gP est invariante par le noyau N. En parti-
culier si Ae.of est tel que T,N = T, (On désigne par f la classe dans

1,P
LY(E, o, P) de f e Z(E, a, P)) et P(A) # 0, la probabilité i’fK) est inva-

riante par N, d’ou 1,P = P(A)P, donc 0 = P(A) | dP, ce qui prouve
que A° est P-négligeable. Donc N est ergodique. A

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B



CLASSE DE CHAINES DE MARKOV RECURRENTES 329

Soit ge L%, o, P) tel que Ng =g; on a
(eN, @) = (& Ng). =l gllfa et [l gNll2<llgll,

d’ou gN = g. Donc si Ae .o est tel que NT, = T, et P(A) # 0, alors A est
P-négligeable, ce qui prouve que N est ergodique.

Remarques.

1) Si 'on ne suppose pas que X est séparable, le théoréme 1 reste vrai
en supposant de plus qu’existe x, € X tel que pour tout ne N les proba-
bilités N"(x,, dy) sont de Radon (Comme précédemment, on montre que
cette suite vérifie la condition de Prokhorov).

2) Sous les hypothéses du théoréme 1, il n’y a pas en général unicité des
mesures o-finies positives invariantes. Par exemple si X = R et

Nf(x) = f <2) Alors y = g, (¢, désigne la mesure de Dirac en x) et si

xeR\{0}, la mesure Zsznx est invariante par N ; il en résulte que N ne
neZ
vérifie pas la condition de Harris. On donnera un autre exemple de ce
dernier phénoméne dans le paragraphe IV, pour lequel le support de y
est X.
3) Soient N; (resp. N) une suite de probabilités de transition (resp. une
probabilité de transition) sur X vérifiant les hypothéses du théoréme 1

avec 9=st_1p 0;< 1, telle qu'existe xyeX avec sup Jd(xo, y)Ni(xo, dy) < + 0

et que hm N, f(x) = Nf(x) pour tous f € L%X) et x € X. Désignons par y;

(resp. y) l’umque probabilité invariante par N; (resp. N). Alors lim y, = y
étroitement. e
En effet si f e L(X), on a d’aprés (1)

d(xo, y)Ni(xo, dy),

INZf(Xo) = %N < 5

lim y(f) <N fd(xo, YINi(xo, dy),

-0
donc Fn y{f) < y(f) et aussi y(f) < hm 7:(f); il en résulte que lim y; = y

étroitement.
4) On peut démontrer le théoréme 1 en introduisant ’ensemble 2

des probabilités A sur (X, Z) telles que Jd(x, y)A(dy) < + oo pour tout

Vol. XI, n° 4-1975.



330 C. SUNYACH

T

x e X ; muni de la distance d(4, p) = sup =~ Pest
[f1#0, feLb(X) [f]
complet. D’autre part £ est stable par N et pour tous 4, ue Petne N,on a

d(AN", uN") < 0" Jd(x, VAMdx)u(dy) ;

donc si Ae 2, alors

ZE(/IN", INT'Y < + 0.

n

5) Plus généralement le théoréme 1 est vrai si 'on remplace L%(X) par
un ensemble de fonctions numériques lipschitziennes bornées sur X,
noté L, ayant les propri€tés suivantes :

a) L engendre la tribu borélienne et est stable par N.

b) Pour tout ¢ > 01l existe C, = 0 tel que pour tout compact K il existe
@peL, [p] <C, et un compact K" oK telsque 0 <o <1, ¢ =0sur K
et @ =1 sur (K'),).

¢) Il existe 0 € [0, 1 tel que pour tous f eL, on ait [Nf] < 6[f]. Ceci
permet d’appliquer le théoréme 1 sur un espace (X, d) = (X, d,) x (X, d5)
aux probabilités de transition N, ® N, ou N, (resp. N,) vérifie les hypo-
théses du théoréme 1 sur (X, d,) (resp. sur (X,, d,)), L étant 'ensemble
des fonctions f; ® f, avec f, e LX) et f,e L%X,).

II. PROPRIETE DE RECURRENCE

Dans ce paragraphe nous utilisons les opérateurs U, introduits dans [7].
On désigne par H I'ensemble des fonctions boréliennes sur X a valeurs
dans [0, 1]. Si he H et si N est une probabilité de transition sur (X, Z),

on pose
Uy = Z(Nll—h)nN >
neN

ou I, est I'opérateur de multiplication par f (on a remplacé 1y — h par
1 — h).

PROPOSITION 3. — Pour que UNh = ly, il faut et il suffit que pour tout
xe X on ait liTm (NI, _,)"1x(x) = 0.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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Démonstration. — En effet pour tout xe X, on a
n

Uph(x) = lim Z(le-;.)"Nh(X)
=

= lim Z(NII -w"(lx = N(lx = B)(0) = lim (Ix — (NI, )" x(x)
b=

PROPOSITION 4. — Soit N une probabilité de transition sur (X, &) vérifiant
les hypothéses du théoréme 1. Si he H n L¥(X) et y(h) > 0, alors UY'h = 14.

Démonstration. — Soit he H n LX) et posons ¢, = (NI, _,)"lx et
Q= liTm ¢, Pour tout ne N*, ona [(NI,_)"14x] < (0 + 6% + ... + 6")[H],

donc [¢,] < T_G_—O[h] et pe LX). On a NI,_,0 = ¢, o0 ¢ < Ng. La

suite (N"¢), est croissante et converge simplement vers y(¢p) d’aprés le
théoréme 1 car ¢ € L%(X), d’'ou ¢ < y(¢). Par conséquent

¢ = N(1 = h)e < y@)N(1 — h),
d’ou
W) < vl —p(h) et yekh) <O.
Donc si y(h) > 0 on a y(¢) = 0, d’ou 0 < ¢ < y(p) = 0, ce qui entraine
que UNh = 1y d’aprés la proposition 3.

COROLLAIRE. — Soit N une probabilité de transition vérifiant les hypo-
théses du théoréme 1. Pour tout borélien d’intérieur non vide A et non y-négli-
geable la probabilité de visiter une infinité de fois A est identique d 1.

En effet il existe he HN L%X) tel que 0 < h < 1, et yh) > 0. Or
Ix = UMh < UY, 1, < 1. Do UY, 1, = Iy

III. L’OPERATION POTENTIEL DE LA CHAINE

PROPOSITION 5. — Soient N une probabilité de transition sur (X, &) véri-
fiant les hypothéses du théoréme 1 et f une fonction numérique lipschitzienne
sur X telle que y(f) = 0. Il existe une fonction numérique lipschitzienne g
telle que (I — N)g = f, unique a Iaddition d’une fonction constante prés;
nous désignerons par Vf I'unique solution telle que y(Vf) = 0.

Vol. XI, n° 4-1975. 24



332 C. SUNYACH
Démonstration. — Pour tous neN et xeX, on a

IN(x) = N""1f (x) | < 0"[f] J d(x, y)N(x, dy),

d’ou pour tout m = n

) IN(x) = N"f(x)] <7

jd(x y)N(x, dy).
Or 'llTr?o N™f(x) = y(f) = 0, d’aprés (1).
D’ou o
INY(¥)| € —— [f ] jd(x, YIN(x, dy),

donc liTm I+ N+ ... + N")f(x) existe ; désignons par Vf(x) la limite.

1
Ona[I+N+ ... + N)f] < —[ f] donc Vf est lipschitzienne, et

IT-NI+N+ ...+ N")j f- N"“j d’ou (I — N)Vf = f d’apres le
théoréme de Lebesgue
Soient g, et g, des fonctions lipschitziennes telles que

I-N)g, =(1-N)g, =/
Ona (I — NXg, —g,) =0,donc g, — g, est constante d’aprés (1).
On pose L,={felX),»f)=0}, L)={felX),»f)=0} et

et £° de81gne I'espace des fonctions numériques sur X, Z-mesurables ;
(L,, [ ]) est un espace de Banach, car

1S = ’ J(f (x) —f(y))v(dy)’ <l Jd(x, y)v(dy).

On désigne par # I'ensemble des fonctions numériques lipschitziennes
sur X et nulles hors d’un borné, et B, ={ feBet y(f)=0}.

Dans la suite de ce paragraphe nous n’utiliserons que la topologie de la
norme de I'espace de Banach (L,, [ ]), et la topologie faible o(£*, .#°)
(.#® désigne I’espace des mesures bornées sur X).

PROPOSITION 6. — L’opérateur potentiel V de la chaine N a les propriétés
suivantes :

. 1
D V< s

bijection de L,.
2) Posons v" = { feLl, VfeLt}. Alors ¥ (adhérence dans L,) est
stable par V.

[(X + aV)f] pour tous o > O et feL,, et V est une

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



CLASSE DE CHAINES DE MARKOV RECURRENTES 333

3) (Principe semi-complet du maximum).

Si f eL, nest pas y-négligeable, alors Vf — f < sup Vf.

4) (Principe du maximum récurrent).

Soient A un ouvert de X tel que y(A) > 0, f,e L un filtre tel que Vf;e L
et quexistent o€ L et Yye L* avec liim fi=o@ et liim Vf. =¥ pour la

topologie o(L*, M) et que { ¢ >0} = A. Alors y — ¢ < sup v

Démonstration :

" . * .
1) Posons P, =e"2—'N" sit=0et Va=j e ¥P,dt si a > 0. Pour
n! o

tous fel(X),t>0eta>0, onaP,feL(X) (car (1) montre que pour
tout x € X la suite { j d(x, y)N"(x, dy)} est bornée), V, f e L(X) et

1

a+1—9[f]'

@ Pf1<e™ 71 et [Vf]1<

Ensuite (P,) est un semi-groupe fortement continu sur L,, admettant N — I
pour générateur. Donc

(5) V(x—(N=-I)=1 sur L,
d’ou
(6) V(I + aV) =V sur L,

et par conséquent d’aprés (4) on a

1
[V/] SoTiogd+eW/l.

+1
De (6) et (4) u résulte que lilnol V.f = Vfsi feL,, donc

I-NV=I=VI-N) sur L,,

d’apres (5). Ceci montre que V est une bijection de L,.

2) Larelation V=V, +VaV, sur L, montre que si fe¥" alors VaV, fe#®
car V,f e £*®, donc aV,f €¥". Or on a vu que hme Vfsi feL,
donc Vfe¥ si fev

3) D’apres la remarque 1 suivant le théoréme 4 de [9] (qui est applicable
car |Vf|<u+wvd(.,a) avec u, veR, et aeX), si feL, n'est pas y-négli-
geable, alors Vf — f < 32% Vf car { f> 0} n’étant pas négligeable, est
récurrent d’aprés le corollaire de la proposition 4.

Vol. XI, n° 4-1975.



334 C. SUNYACH

En particulier, si de plus f €%, alors { f> 0} est borné (relativement
a d) donc ﬁug Vf < + oo, par conséquent Vf est bornée supéricurement
>

ainsi que V(— f), donc Vf e #=.
4) Drapres le corollaire de la proposition 4, A est récurrent; donc la
conclusion résulte directement du théoréme 3 de [9].

Remarques :

1) Si feL, est nulle sur le support de y, il en est de méme de Vf. En
effet J‘|N"f|dy < Jlfldy et Vf= EN"jI
neN

2) En général V{ n’est pas borné si f ’est. Dans I’exemple de la remar-

que 2) du paragraphe 1, Vf(x) = 2 j(;) si feL(X)et f(0)=0. En
neN
particulier si f(x)=x sur [— 1, + 1], f(x)= —1 sur ]— o0, — 1] et
f(x) = 1 sur [1, + oof, alors Vf(2?) = p (pe N), donc V§ n’est pas borné.
Réciproquement, on a la '

PROPOSITION 7. — Soient y une probabilité sur (X, ¥) telle que
d(a, .)e L' (X, X ;) pour tout aeX, ¥ un sous-espace vectoriel de L}
tel que B, < ¥ et V une application linéaire de ¥~ dans ¥ (I'adhérence
de ¥~ dans L)) tels que

0) V(W) < ¥ n £~
1) Il existe 0" €]0, 1] tel que

1 .
[V/1< m[(l + aV)f]

pour tous a =0 et feV.
2) Vf < sup Vf pour tout f eV tel que sup f> 0.
r>
3) Soient f,e ¥ un filtre, ¢ et Yy € L= tels que lim f; = ¢ et lim Vf; =y
pour la topologie o(Z£*, #P). Alors il existe des x,eX tels que
liTm Y(x,) = sup ¥ et lthg o(x,) = 0.

Alors il existe une unique résolvante markovienne mesurable (V,), o sur

(X, &) laissant LX) invariant et telle que [V, f] < [f]1 pour tous

o+ 6
a>0et fel¥X), et que liPr} [Vf=V,f1=0si fe? ;y est invariante

par aV, et pour tous x,, X, € X on a d(x,, .)€ L (X, L ; V,(x,, dy)) (a > 0).

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



CLASSE DE CHAINES DE MARKOV RECURRENTES 335

Démonstration :

a) L’hypothése 1) montre que V est un opérateur codissipatif (voir [4])
et borné sur (¥, [ ). Il existe donc une unique résolvante de contraction

(Upyso sur ¥ telle que hm [Vf = U, f1=0cet [U,f] < ! [j] pour
tout fe¥.

b) Si f e v, alors
() V(f = aU,f) = U.f,

donc d’aprés 2) on a

aU,f< sup aU,f<sup f
S—aUaf>0

si sup (f — aU,f) > 0, sinon f < aU,f ; or d’apres a), on a

U1 <aU,f] <

s 0, /1,
dou [f]=0, or y(f) =0 dou f=0. Donc aU,f < sup f pour tout
fe?,dou U(¥ N L*) c ¥~

¢) Soit fie?¥ nL ™ un filtre tel que lim f;=peL™ et lim aU, f,=ye L~
pour o(Z>, #°. Daprés (7) et 3), il existe une suite x,eX telle que
lim l/l(xn) = sup !I/ et lim ((p(xn) - l//(xn)) 2 0’ d’ou

(®) Y <sup g

En particulier, si ¢ = 0 alors ¢ = 0, ce qui montre que U, | ¥ n £~
est fermable dans £ ® pour o(£*, #°). Désignons par V, cette fermeture,
dont le domaine D(V,) est contenu dans { fe £*, y(f) = 0} et soit V, le
prolongement linéaire de V, a D(V,) @ Rly tel que aV,1x = 1.

Pour tout fe D(V,), on a f— y(f)lx e D(V,) et

aVo(f — (f)lx) < sup (f — y(f)lx)

d’apres (8), d’ou aV,f < sup f.
Montrons que # < D(V,). En effet si ae# et fe%B, on a

f - %ae.@ < ¥ et il existe une suite aq, 1 1x telle que lim [q,] = 0,
a .
d’ou
1 7(/) ?(f)
lim |/~ i = - v(f)lx)] = lim e =

donc f — y(f)lxe ¥ N L= et feD(V).

Vol. XI, n® 4-1975.



336 C. SUNYACH

Si f,e#B < D(V,) et f,10, alors V,f, | car V, est positif et la limite
est 0 d’apres (8), donc d’aprés le théoréme de Daniell, la restriction de aV,
a & est la restriction a # d’un noyau sous-markovien sur (X, &), d’ou
D(V,) = £ et ce noyau est en fait markovien.

La probabilité y est invariante par aV, par construction, donc si felt

alors JaVu fdy = j fdy, d’ou JaVa(d(a, .))dy < + oo pour tout a € X, donc

aV,(x, d(a, .)) < 4+ co pour y-presque tout x, mais x > aV,(x, d(a, .))
étant lipschitzienne elle est finie partout.

Remarque. — Si A est une mesure bornée telle que A(lyx) = 0 et que
Jd(x, Y| 4Al(dy) < + oo pour tout xeX, jignore sl existe une mesure

bornée u telle que u(I — N) = A. Cependant pour tout f eL(X), on a

07!
I<ALNY O < T glf']j<jd(x, YIN(x, dy))lll(dX)-

IV. APPLICATIONS

Soient H un espace de Hilbert séparable et V un sous-espace vectoriel
dense de H muni d’une norme plus fine que celle de H, pour laquelle V est

un espace de Banach reflexif séparable. On désigne par || . || (resp. | . |,
|| . 1I") la norme de V (resp. H, V'), par (., .) le produit scalaire de H et
par { .,. » la forme bilinéaire canonique sur V x V’.

Soient A une application de V dans V’, B une application localement
lipschitzienne de V dans L(H) (L(H) désigne I'ensemble des applications
linéaires continues de H dans lui-méme) et Q un opérateur nucléaire
symétrique positif sur H tels que

(i) la restriction de A aux droites est continue lorsque V’ est muni de
la topologie faible,

(j) ilexiste a, be R, tels que pour tout xe Vonait || Ax ||’ < a+bi| x|,

(k) il existe Ae R et 8 > O tels que pour tout x eV on ait

Ol x> <Alx]?+2{x, Ax)> — Tr B(x)QB(x)*

(Tr U désigne la somme des valeurs propres de 'opérateur nucléaire U),
(l) pour tous xeV et yeV on a

0<2lx =yl +2{x~y Ax— Ay) — Tr (B(x) — B(y))Q(B(x) — B(y)*
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Etant donné un espace de probabilité (Q, .o, P) et (W,),5, un mouvement
brownien a valeurs dans H de covariance Q, posons

A =L*Q, «, P; H) et v =LYQ, &, P; V).

D’aprés [8], pour tout x € H I'équation

o yiox+ j B(y%).dW, — f A(y2)ds
0 0

admet une solution unique y*e L2 (R, ; ¥) N E(R, ; #) (LL(R, ; ¥)

loc
est ’espace des classes de fonctions de R, dans ¥~ dont la restriction a tout

intervalle [0, T] est dans L*([0, T]; ¥") (T > 0)).

PROPOSITION 8. — Qutre les hypothéses précédentes, on suppose qu’existe
A" > 0 tel que pour tous x et yeV on ait

Vlx—yl2<2{x—y Ax —Ay)> — Tr (B(x) — B(y))Q(B(x) — b(y))*.

Alors pour tout t > 0 la probabilité de transition N, sur H telle que pour
tous f € L%H) et xe H on ait N, f(x) = Ef o y¥ (Si ge LY(Q, <, P) on pose
At

Eg = I gdP ) vérifie les hypothéses du théoréme 1 avec 0 = e 2.
Démonstration. — Etant donnés x, et x,€ H, on a pour tout teR,

t

YRyt =X - X+ _[ (B(ys?) — B(ys")-dW, — £(A(y§") — A(y5"))ds -

0o

D’ou d’aprés la formule de It (voir [8])

Elyr =y P =lx,—x 1>+ f E Tr (B(y:?) — B(y5"))Q(B(y:?) — B(y:))*ds

0

- [ 2o - A0m) - a6z a5
0
donc '
Ely =y <lIx, —xllz—l'J E|y? -yt |Pds
0
pour tout teR,, d’ou
(10) Ely? =yl <e™|x, —x 7.

pour tout te R,.
Si fel®H), x, et x,eH, on a
1

INSf(x2) = N f(x) | S Ef foyy? — foy| v
S(E|foyr2 = foyP PP <e 2[fl1x — x,
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d’aprés (10). D’autre part y*eL%(Q, o/, P; H), donc pour tout xeH,
y > | y| est N,(x, dy)-intégrable.

PROPOSITION 9. — Outre les hypothéses de la proposition 8, on suppose
que la famille (N,),. o est un semi-groupe [Ceci est réalisé si V. = H et A est
localement lipschitzien (voir [11]), ou si B(x) est Papplication identique pour
tout xeV (on utilise la méthode de résolution de (9) de [I] ou les approxi-
mants sont des chaines de Markov), et vraisemblablement dans tous les cas ;
voir aussi [10]]. Alors le semi-groupe (N,),> o admet une probabilité invariante

et une seule, notée y. Si de plus il existe " > 0 et q = 0 tels que pour tout
x €V on ait

(11) Mx|? —q<2{x, Ax) — Tr B(x)QB(x)*
alors JI y *y(dy) < :1-’—' et pour tous xeH et fe®@°(H) (6°(H) est I'en-
semble des fonctions numériques continues et bornées sur H) on a

lim N,/ (x) = %(/).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 1 et la proposition 8, le noyau N,
admet une probabilité invariante et une seule y, pour t > 0, et pour tous
xeHet feé’(H)ona liTm N, f(x) = y(f). De plus si f € L®(H) la conver-

gence est uniforme sur tout borné ; en effet on a

— Ly
INg f(x) = N f(D) | < e 2 [f]Ix = y|

Pour tous s > 0 et feLbH), on a

j]dv.—hm Ns(Nmf)—hm N, (N,f) = J Sy,

ce qui montre que 7y, est invariante par N, d’ou y, = 7, ; désignons par y
cette probabilité.

On fait maintenant ’hypothése supplémentaire (11). D’aprés [8], 'unique
solution y* de (9) vérifie

E|y*|>=|x*+ J’ETrB(yf)QB(y;‘)*ds—2fE<y§,Ay§‘>ds,
d’ou d’aprés (11) ’
HwVSMP+m—WfEUWﬁ,
donc °

(12) JIZIZN,(x,dz) E|y > < |xPe* +q

1l —e” At

A"
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et

j|z|2y(dz) < lim lelzN"'(x’ dz) < %
nt o

D’aprés (12), on a sup J‘Iz |*N(x, dz) < + oo, donc pour tout & > 0 il
120

existe une boule Bgoe= {z,|z| < R*} telle que sup N, 1 (gge)(x) < &. Si
felXH)ett>n,ona 'z

INJS(x) = 2w =IN_ (N f =W N <& x 2] [,
+ sup [N, f(y) —» NI,
yeBr®
or on a vu que 'l'xtng N,f = 9(f)1x uniformément sur tout borné, d’ou
lim N,/ (x) = y(f).

Lorsque A est linéaire et B(x) est Iidentit¢ de H pour tout xeV, on
peut préciser les relations entre les propriétés asymptotiques des
semi-groupes (N,),,o et S, = e™*A ‘ou A est I'opérateur non borné sur H
de domaine {xeV;AxeH} et coincidant avec A sur ce domaine.
Si A est une probabilité sur H et ae H, on désigne par 1 sa transformée

de Fourier et par 1,(4) I'image de A par I'application x — x + a.
Dans ce cas, on montre que N/(x, dy) = 5,,(4,)(dy) ou 4, est la proba-

bilit¢ dont la transformée de Fourier est & — e_i-[’ o Q désignant la
forme quadratique ¢ — (&, Q¢).

THEOREME 10. — Soient H un espace de Hilbert séparable, Q une forme
quadratique positive nucléaire sur H et (S,) un semi-groupe fortement continu
sur H. Désignons par (N,) le semi-groupe de noyaux t,,(y,(dy), ou v, est la

o , . -3 || qsas
probabilité dont la transformée de Fourier est £ +— e *% .

Pour qwexiste une probabilité y telle que pour tout x € H, N(x, dy) con-

verge étroitement vers y lorsque t 1 oo, il faut et il suffit que hm [Sx|=0

pour tout x € H, que R(§) = I Q(S*é ds < + oo pour tout Ce H et que R
soit nucléaire. L
s . . e g . ~ _ -—3R
S’il en est ainsi, y est 'unique probabilité invariante par (N) et 5 = e 2.
Nécessité.
Soit x € H et supposons que N,(x, dy) converge étroitement vers y lors-
que t T 0. Pour tout éeH, on a

1 ~
— S*
lim /9 2 J:Q( P
tT o

=7,
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d’ou

~Jlim | Qsseps
(13) 19(E)| = e e

t
L’ensemble M des ¢ tels que liTm j Q(S*¢)ds < + o est un sous-espace
t] o 0

vectoriel de H. Donc si M # H, H\M est dense dans H ; or si ¢ M on
a (&) = 0 d’apres (13), d’ot y = 0 par continuité, ce qui est absurde. Donc

0 1
. ~ -3R
pour tout ¢ e H, on a R(¢é) =J Q(S*¥¢)ds < + w et || =e 2, donc R
est nucléaire (voir [2)). 0 1
. . . ., ~ -3R
Il est clair que y est invariante et que la probabilité A telle que A = ¢ 2
1

. . By N 5 s s ’s -5R PR

est invariante. Comme I'hypothése entraine I'unicité, ona j = e % d’ou

lim =% = 1. Donc il existe p(x, £)e Z tel que Hm (S,x, &) = 2mp(x, &).

tt o

Or p est une forme bilinéaire mesurable a valeurs dans Z, donc nulle, ce

qui montre que liTm S,x =0 faiblement, et en particulier sup |Sx|=a< + .
tf o t>

Montrons que liTm |S;x | = 0. Soit 4, la probabilité sur H dont la trans-
tT oo

1

) “Bestds.
formée de Fourier est e 21 .

On a

J | x|2A(dx) = Tr ‘[ Qo S*ds.

Or

}1112 Tr foQo S*ds = 0,
donc
(14y H‘E} Lpr Aldx) =0

pour tout r > 0, ce qui prouve que liTm A, = g étroitement, ou ¢, est la
t]T oo

probabilité de Dirac en 0. D’autre part, y = y, * 4, donc

j fdy — dev, = J{ J fx+p-—f (X)]/L(dy)}v,(dX)

pour toute fonction numérique borélienne bornée f, d’ou

(15) . jfdv - de?,‘ < 2IIflloo‘[I|> A(dy) + sup | f(a) —f(b)|,

la—b|<r
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et

(16) , f[f(y + S%) — f(y)v(dy) — f[f (y +Sx) —f(y)]v‘(dy)l

<4“f”oof A(dy) + 2 sup | fl@ = fb)].
lzr la—b|<r

Par hypothése l%m j Sfdtg (y)= j fdy pour fe%’(H) et ll%m J fdy,= J fdy
t]T o o o)

d’aprés (14) et (15), si f est une fonction numérique uniformément continue

et bornée. Donc !%m J f(y + Sx)ydy) = f Sfdy d’apres (16) et (14), si f est

une fonction numérique uniformément continue et bornée, ce qui prouve
que lgm Ts.£(y) = y €étroitement.
tT oo

L’ensemble { 75,(y), te R, } vérifiant la condition de Prokhorov, il
1
existe un compact K tel que pour tout te R, on ait J dy >5 et
K—S¢x
J dy>— dou K — Sx nK # @, cest-a-dire S,xe K — K.
K

Pour toute suite t, T oo, la suite S, x est donc relativement compacte et
converge faiblement vers 0 lorsque n 1 co. Donc il existe une sous-suite t,.1 00
telle que lim |S, x| =0; d’ou lim |S,x| = 0.

nt o " ttoo

Suffisance

Avec les notations précédentes, on doit montrer que si 11m |Sx| =0,
alors

(17) ]gg} f S(y + Sx)yp(dy) = f Sfdy

pour tout f € ¢°(H). Or (y,),», vérifie la condition de Prokhorov. En effet
soit u I'opérateur nucléaire symétrique > 0 sur H tel que R(x) = (x, ux)
pour tout xeH, et (e,) une base orthonormale de H telle que

ux = Zln(x, epe, avec A, = 0 et Zl,, < + oo, pour tout xe H. On a

n

J | ux |*y,(dx) = le J (%, €,y (dx) < zif J(x, e,)’p(dx),
sup flux [ydx) < 2/13 < + .

n

d’ou
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Or u étant compact ceci montre que (y,), » o Vérifie la condition de Prokhorov.
De plus l%m ¥, = 7 simplement, donc l%m y, = 7 étroitement. D’autre part
tf oo t] oo

la famille f(.+ S,x) converge uniformément sur tout compact vers f
lorsque t1 + oo, si f e%®(H), d’ou (17).

Remarques.

Supposons que V = H, A = 01 avec 6 > 0, que Q soit injective et H de
dimension infinie. Alors les hypothéses du théoréme 10 sont satisfaites.

1) Si t > 0 la probabilité de transition N, ne vérifie pas la condition

de Harris. Sinon pour tout x € H on aurait y « %N,,,(x, .) (On écrit
neN
A « psi A est absolument continue par rapport a u). On sait qu’existe ac H
tel que pour tout ne N* et s > 0, v, et 1,(y,,) sont étrangéres et que pour
tous be H, ne N* et me N* avec m # n, y,, et 1,(7,,) sont étrangéres. Donc
A= Z%N,,,(O, Jet A = Z%N,ﬂ(a, .) sont étrangéres; or y < A et
neN neN
y « A’ ce qui est contradictoire.

2) Soit (e,) une base orthonormale de H diagonalisant Q. Le plongement
canonique de H dans RN déterminé par (e,) permet de prolonger cha-
que N, en une probabilité¢ de transition N, sur RY. Comme I'image 7,
(resp. y) de v, (resp. y) sur RN est un produit tensoriel dénombrable de
probabilités gaussiennes sur R, N, est un produit tensoriel dénombrable
de probabilités de transition vérifiant la condition de Harris. Si &, est
la tribu engendrée par les n premiéres coordonnées, &, est invariante par N,
et la restriction de N, a &, vérifie la condition de Harris pour tout ne N*.

3) Soient (X, +) un groupe abélien topologique métrisable séparable
et d une distance invariante par translation sur X, induisant la topologie
et pour laquelle X est complet, A une probabilit¢ sur X telle que

Jd(O, Xx)A(dx) < + oo et S une application 6-lipschitzienne de X dans X.

Alors la probabilité de transition Nf(x) = f f(y + Sx)A(dy) vérifie les

hypothéses du théoréme 1. Les probabilités de transition N, du théoréme 8
sont de ce type (t > 0).

4) Lorsque H est de dimension finie et le générateur invariant par
rotation la condition de la proposition 7 est a peine plus forte que celle de
Khasminskii (voir [5]).

5) On trouvera dans [I0] la détermination des probabilités invariantes

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section B



CLASSE DE CHAINES DE MARKOV RECURRENTES ) 343

d’une diffusion sur un espace de Hilbert, d’un type différent de celles
étudiées ici.

6) Signalons une application de la proposition 7 par Doss dans [3],
en vue de I’étude de certaines probabilités quasi-invariantes sur un espace
de Hilbert. '
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