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Désintégration des fonctionnelles
de Markov
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Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. XI, n° 4, 1975, p. 317-324.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

INTRODUCTION

Soit M une variété riemannienne, ds2 sa métrique, A son laplacien,
U ouvert borné de M, u : U ~ [0, 03B10[(03B10  + oo) une fonction d’exhaus-
tion de classe C2 sur U (au sens où pour ce  (Xo, u-1 ( [0, ce]) est compact
dans U). On supposera que Au et [ ~~ sont bornés dans U ~u~ dénote
la longueur du gradient dans la métrique duale). Soit 03C8 : U ~ R fonc-

tion mesurable et sa fonctionnelle associée t^03BE003C8(Xs)ds où (XS)S est le

brownien de M stoppé au temps de sortie Ç de U, dont le générateur
1

est - A.2

Le but de ce travail est d’écrire cette fonctionnelle - qui est a priori
une intégrale de temps de séjour - comme une intégrale sur l’espace des
valeurs de u en désintégrant le processus par une famille continue de

processus du type de Cauchy sur les surfaces de niveau de U.
1 1 d2

Lorsque U = R, u(x) = x et - A = 203C8(x) dx2 ’ ce problème est résolu
dans le livre de Itô MacKean [1] par la formule

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B - Vol. XI, n° 4 - 1975.

317



318 B. GAVEAU

où i(t, x) est le temps local passé en x jusqu’à l’instant t par la diffusion (Xs)s
et dm(x) est la mesure de vitesse de (Xs)s. Dans le cas général, la formule
fait intervenir des processus du type Cauchy sur les surfaces de niveau
de u (voir 0 ).
On calcule d’abord le temps local associé à la fonction d’exhaustion u

en utilisant la méthode de MacKean exposée dans [2] ; ce temps local
diffère des temps locaux introduits par Blumenthal et Getoor dans [3].

est énoncée et démontrée la formule de désintégration.

I. TEMPS LOCAL
ASSOCIÉ A UNE FONCTION D’EXHAUSTION

On utilisera les notations de l’introduction. On va démontrer, en utili-
sant la méthode MacKean ([2], p. 68).

THÉORÈME 1.

1) Pour tout a~R+* la limite suivante existe

où Il ~u~2 est le carré de la longueur du gradient de u calculé dans la métri-
que duale.

2) i(a, t n ~) est une fonctionnelle additive de croissante en t, et

le support de la mesure (positive) z(a, dt) est contenu dans ~ et

est presque sûrement continue en ce.

3) i(a, t n ~) a l’expression intégrale stochastique suivante : pour tout
ce  ao, presque sûrement, pour tout t, on a

Preuve. Comme dans f21 on fait apparaître la quantité

en posant
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319DÉSINTÉGRATION DES FONCTIONNELLES DE MARKOV

et en développant A(u(Xt)) par la formule de Itô : il vient

Mais il existe un brownien euclidien standard bs tel que

où 03C3 est l’endomorphisme dont la matrice est la racine carrée symétrique
positive de la matrice inverse de la métrique riemannienne et où
le . est le produit scalaire. D’où on a et par
suite on déduit

Calculons l’intégrale dans le membre de droite de ( 1 ) : presque sûrement,
pour n grand, on a par une approximation en sommes de Riemann

Comme on suppose Au borné, on a

De même puisque ! ! est borné, on a presque sûrement convergence
des intégrales stochastiques (par construction même voir [2])
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320 B. GAVEAU

d’où

Introduisons

en vue d’avoir une version continue de jt(x) par le lemme suivant :

LEMME l. Presque sûrement x -~ est continu et pour tout x E Q$,
presque sûrement (dépendant de x), on a = j*(x).

Admettant ce lemme pour un moment, on déduit donc que pour tout t

presque sûrement, pour tout k, n entiers, on a

et par suite (4) devient, puisque j* est continu presque sûrement, pour
tout ce, (3 :

- ‘.. 
-

Utilisant, alors (1), (4), (5), on déduit que pour tout t, presque sûre-

ment, pour tout cx, f3 on a

a) Comme ji est continu, si f3 ~ a.

b) Si ce  u(Xt) et rx  u(Xs)’ pour f3 - a petit, ce  f3  u(Xt) et u(Xs)’
d’où la première intégrale du membre de droite de (6) tend vers - 

c’est-à-dire bien vers
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321DÉSINTÉGRATION DES FONCTIONNELLES DE MARKOV

Si u(X o)  ~), on a de même une limite égale à

et de même dans les deux autres cas.

Par conséquent le membre de gauche de (6) a une limite si f3 ~ oc et

pour tout t, presque sûrement pour tout oc on a

(7) i(t, a) = sup (u(Xt ~ ~) - a), 0) + Inf (a - u(Xo), 0) - ji(a)
d’où par le lemme 1, pour tout t, pour tout oc, presque sûrement la même

formule avec jt(«) ou D’où cela a lieu pour tout oc, p. s., pour tout t

dyadique. Comme i(t, oc) croît en t et que jt(«) et sont continus

p. s. en t, on a finalement, pour tout ce, p. s., pour tout t,

Ceci montre (3) du théorème et la formule (7) démontre le (l) avec un
p. s. indépendant de t et ce.

Preuve du lemme 1. Elle se fait de la même façon que dans MacKean
([2], p. 16) en utilisant un lemme dû à Kolmogoroff : il suffit de voir que

car Au est bornée. Or l’espérance de la puissance 4ième de l’intégrale sto-
chastique x est contrôlée par

car Il est borné et donc E( j,(y) 14) se contrôle par l’espérance
de la puissance 2 ou 4 du temps de séjour de XS dans M’ ~([x, yj) ce qui se
contrôle par la puissance 2 ou 4 du volume de u -1 ( [x, y] ) c’est-à-dire puis-
que U est ouvert borné de M par x - y 12 ou x - y 14.
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322 B. GAVEAU

FIN DU THÉORÈME 1.

donc 03C8t est fonctionnelle de Markov et !(t, ce) aussi.

(2) Supposons que u(Xt) et soit t 1  t  t2 avec 

= !(t2’ ce). La formule (7) et la continuité p. s. de montrent

que x -~ !(t, a) est continu.

II. COMPARAISON
AVEC D’AUTRES NOTIONS DE TEMPS LOCAL

a) Dans [3], Blumenthal et Getoor introduisent une notion générale
de temps local de la façon suivante : posons At = t n ~ qui est triviale-
ment une fonctionnelle additive. Soit E un borélien, par exemple de capa-
cité > 0 et finement fermé. Le temps local de E au sens de Blumenthal et
Getoor est la balayée de At sur E, i. e. la fonctionnelle de Markov qui
satisfait

où TE le premier temps de rencontre de E (de façon plus générale si 
est fonctionnelle additive et si = est son potentiel, si D est u
un borélien et si v(X) = alors v est le potentiel d’une fonction-
nelle unique B).
Dans le cas présent, on a supp BE = E.
Cependant, cette fonctionnelle BE ne coincide pas en général avec le temps

local i(t, a) si E = u -1 (a) est la surface de niveau de u.
Prenons par exemple le disque unité de C, A, le brownien standard

stoppé au temps de sortie To et utilisons comme fonction d’exhaustion

u(x) = Ex(T&#x26;) de sorte que 1 2 0394u = - 1, d’où
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323DÉSINTÉGRATION DES FONCTIONNELLES DE MARKOV

Prenons Er = u -1 (r) : Er est le cercle de centre O et de rayon 1 - 2r .
D’après [3], on aurait partant de 0,

Calculons alors r)) : posons YS = u(bs) c’est la diffusion sur f~

solution de dYs = 1 - 2YSdbs - ds où bs est brownien sur f~.

Notons E l’espérance pour YS on a

, 
1 

~ 
l d" d

ou s( y) = -log ( 1 - 2y)-1 est l’échelle de l’opérateur -(1 - 2y) y - -
(voir [1]),

b) Soit dXs = un brownien changé de tcmps sur R de généra-
j d2 ’

teur - 03C82(x) dx2 et prenons u(x) = x, alors Il |~u ~2 = et on a alors
2 dx

le théorème 1

puisque r est continue.
~ 

dx
Mais 

03C82(x) 
= dm(x) est précisément la mesure de vitesse du processus# (X)

au sens de [I] et par suite le temps local a) est exactement le temps
local naturel défini par Itô et MacKean pour une diffusion linéaire qui est
un brownien changé de temps (voir [l]) ; d’autre part il est immédiat de
montrer la formule

ou ici on a posé = avec cc~ -~ ci~ conservant la probabilité,

b un brownien standard ci~ et Bt = et i 1 est le temps local du
brownien standard b : en effet °

si B ~ 0 puisque le support de i 1 (t, a) est {03B1} et que 1 = bu.
Vol. XI, n° 4 - 1975.



324 B. GAVEAU

III. DÉSINTÉGRATION
DES FONCTIONNELLES DE MARKOV

Reprenons les notations du  et soit !; l(S) l’inverse contenu à droite
de la fonction croissante s --~ ï(x, s). Posons = XLcX 

THÉORÈME 2.

(l) est un processus de Markov à trajectoires continues à droite,
ayant des limites à gauche tel que E u-1(a) Vs.
@ pour toute fônction mesurable ~, on a

Preuve. On a par la définition du théorème 1

Posant x - ~(x) et intégrant d’abord en s la relation (9) multipliée) 
Il Vu Il 2 

g ( )

par puis ensuite en a, on a que

Posant s = !; 1(u), on a alors la formule (8).
La première partie du théorème 2 résulte de la continuité de XS, du fait

que T est fonctionnelle de Markov à support dans 
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