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SUMMARY. — It is shown that the laws (P,),.g on C(R,, R) of the diffusion
process (X,),»o With elliptic generator L defined by:

L) = 3a(x)/"(x) + b(0) /()

are quasi-invariant under the translations of 2(R¥, [R) if, and only if:
a(x) = o, where o is a positive constant.
Moreover, we have the following:

( ‘ﬂd:—f) A4 —exp f:Q,(s, X)ds )
Q0 = (x+ )6 + T+ f0) - V) Sea (R, B)
, V(%) = — (olt bb' + %b")(x). 2)

Conversely, if u is a probability on C(Ri, IR) which is quasi-invariant
(under the same translations), markovian, and has its density a, given
by (1), then there exists a process (F(f, ¢, X))o such that:

asja(i, s < 0) = exp ([[Quts, Xods + F(£,1,%,).

() Labo. associé au CNRS, n° 224.
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128 M. YOR

Regularity hypothesis on F—or on the Markov semigroup attached
to p—imply that p is a diffusion process with coefficients («, b) verifying
equation (2).

INTRODUCTION

Dans la lignée des idées présentées par Cartier au début de [/], sont
construites en [2] et [9] les mesures de probabilité sur C(R, R) des champs
euclidiens avec interaction (non nécessairement polynomiale, voir [9]) en
dimension d = 1.

Ces mesures sont quasi-invariantes par les translations de 2(R) (%) :
si u désigne la probabilité sur C(R, R) du champ euclidien avec inter-
action Q et si, pour f, fonction de Z(R), T, désigne I’application de C(R, R)
dans lui-méme définie par : ® — » — f, alors p/ = T(u) vérifie :

(1) vfe 2R),
S
%‘;(w) - a,(®)

exp fj: 3 (w(t) + —; S z)) (1) = P(w(t) + f()) + P(w(p)) ¢ dt

ou P est tel que P’ = Q.

A Yorigine, ce travail avait pour but de classifier les champs euclidiens
a l’aide de leur module de quasi-invariance (a;, f€ 2(R)), c’est-a-dire
de montrer I'unicité de mesures de probabilité u sur C(R, R) ; markoviennes,
euclidiennes, et de module de quasi-invariance donné par (1) (ou P est
une fonction donnée). Une telle étude a été faite en [2], sous certaines
hypothéses de régularité. Nous nous proposons ici d’étudier une classe
importante de mesures quasi-invariantes sur C(R¥, R) = #°*(3), de module
de quasi-invariance donné, a I’aide d’un probléme de martingales, lorsque
I’on suppose ces mesures markoviennes (mais non euclidiennes).

Le paragraphe 1 est consacré a ’étude des liens entre les mesures quasi-
invariantes (*) sur les espaces # = C(R,, R), #* = C(R%, R) et
W.=CR;, R)N{w]|w0)=x}

Dans le paragraphe 2, on étudie la propriété de Markov pour les mesures
quasi invariantes sur #*.

(?) En fait, elles sont quasi invariantes par les translations de S(R), et la formule (1)
est encore valable pour fe€ S(R) (voir [2] et [9]).

(®) On préfére #* a C(R, R), pour unifier la présentation (voir § 3).

(*) Mesure quasi invariante signifiera toujours : quasi-invariante sous les translations

de (R}, R)
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On résout la question suivante au paragraphe 3 : sur #" = C(R,, R),
on désigne par (F,‘),go la famille croissante de tribus F, = o(X,, s < 1)
avec X () = w(s=). Soit P la loi sur #° d’un processus de diffusion inhomo-
géne. Quelles sont les applications ¢ : R, x R — R telles que ¢ (£,X,)
soit encore un processus de diffusion de loi P? et que P? | F- Soit équiva-
lente & P | g-, pour tout ¢? Une fonction ¢ répondant a la question est
dite admissible pour (X, P), et on note af’ = ii_PPf . Les applications y, :

€
t,x)>x—f@) ( fe 2(R*)) sont un exemple de telles fonctions ¢, lorsque
X est une diffusion du type « mouvement brownien avec drift ». On calcule
explicitement a}” et ¢l = lim a}’.

t— o0

La notion et I’étude des Z(I)-cocycles permettent au paragraphe 4,
sous certaines conditions de régularité, de donner une formule explicite
du module de quasi-invariance d’une mesure quasi invariante sur #*.

Sous les mémes conditions, on montre, au paragraphe 5, que les mesures
de probabilité quasi invariantes, markoviennes sur #°* sont les lois de
processus de diffusion pour lesquels les transformations (y € @(Rﬁ))
sont admissibles.

Enfin, au paragraphe 6, on donne des conditions suffisantes pour que
les conditions de régularité précédentes soient réalisées, et on étudie les
processus de diffusion, pour lesquels les transformations y, sont admissibles,
qui sont aussi des processus gaussiens.

La rédaction de cet article était terminée lorsque nous avons eu la connais-
sance de l'article de G. Royer : « Unicité de certaines mesures quasi inva-
riantes sur C(R) » (3 paraitre aux Annales de I’Ecole Normale Supérieure),
dans lequel ’auteur obtient en particulier les résultats du théoréme 4 lorsque
le module de quasi-invariance est donné par :

ay (w) = exp f

-

+ o0

(00 + 370) 77 = Pwt@) + 70 + Pew(®)

sans aucune condition de régularité, mais en prenant pour P un polynome
borné inférieurement. De plus, les méthodes utilisées par G. Royer sont
entiérement différentes des notres.

1. PRELIMINAIRES

1.1. L’¢tude de mesures quasi invariantes sur
#* = C(RY; R) (resp #'y0 = Clla, b; R)

Vol. XI, n° 2-1975.



130 M. YOR

sous les translations de @(RI :R) (resp 2(Ja, b[; R)) est un probléme naturel,
du point de vue de I’analyse fonctionnelle. Cette étude est trés liée, via la
méthode utilisée dans cet article, 4 celle des mesures quasi invariantes sur
# = C(R,; R) sous les translations de @(Rﬁ; R) : cette seconde famille
de mesures est également intéressante, étant donné le role important de #~
dans la théorie des processus de diffusion.

Nous nous limiterons a I’étude de mesures quasi invariantes, réguliéres
(en un sens a préciser) sur #'* = C(Ri; R), sous les translations de
@(Ri ; R). Dans toute la suite, on écrira seulement « mesure quasi invariante
sur #°* » sans préciser « sous les translations de Z(R* : R) ».

1.2. Notations

=R - (0}
# =CR,.;R); We=W{w|wo)=1x}; #w* = C(R* ; R).
La notation n'™® signifie : n lorsque Iespace considéré est W (éventuel-
lement #",), n* lorsque Iespace est W'*.
Sur #'™, on note X, les projections habituelles :

X(w) = (1) ;

avec

Fi=0X;;s<1); F =0(X;55>1); Fj=Fp,p=0X,;a<s<b)

Soit fe 2(R*; R) ; on note supp f < ¢ lorsque (x esupp f = x < 1)
et + G f lorsque supp f < ¢ ou supp f > ¢
Soit T, : '™ —

oo —f(fe2(R% ; R)).

Si p est une mesure de probabilité sur # ™), on note T (u) = p’ et si
S
de plus, p est quasi invariante, on note W _ . 1> €t on appelle a; module

du
de quasi-invariance de p, suivant la terminologie utilisée en [2].
Une mesure p quasi invariante sur % est dite locale (%) lorsque :
Va<b;a beR, suppf<la, b[ > a;€Fpp

vfe 2(RY),

() Cette propriété joue un role important pour le caractére markovien de © quasi-
invariante. Voir 6.4.2 de [2], ou le paragraphe 2 ci-dessous.
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Les mémes définitions s’étendent au cas ol ’on remplace le couple
(w™®, a(R*)) par { C((a, b ; R); 2(la, b]) }, ol (a, b[ désigne indiffé-
remment la, b[ ou [a, b[.

Rappelons qu’une mesure pu sur % (*) est markovienne lorsque :

vt, ¥Feb(F,), u[F |F;] = ulF | X,
On note (0,)r¢ les opérateurs de translation sur % * .
voe#™® , (0,0)s)= o+ s).

Une mesure g sur #'* invariante par ces opérateurs est dite invariante
par translation.

On définit de méme (0,),x et s [opérateur de symétrie s(w)(u) = o(— u)]
sur C(R ; R) ; une mesure p sur C(R ; R) invariante par (6,),cz et s est dite
euclidienne.

1.3. Remarques sur les tribus de certains espaces
de probabilité

(Ces remarques seront utiles en plusieurs points au cours de I’article).

LemME 1. 3. — Soit (E, &) un espace mesurable et Q = %(R ., E) I’ensemble
des fonctions mesurables de R, dans E. On note X, I’application w — (f)
et E[a.b] = J(Xs, a < N < b).

(@) Soit F : Q — R, Fyy ,; mesurable ; elle est Fy, 4, mesurable si, et seule-
ment si : B B

o(t) (@<t<b)
F(w) = F(wf), ot wi(t)= < w®) (=5
w(@ (@<1)

(if) Soient a < b < ¢ ; Fry yy N Fpp o= Fy
= {foX,:/e&)
Preuve :
(i) Considérons £, , = { FeFo, o) Vo, F(w) = F(a)‘;)}
Fa €St un espace vectoriel, stable par passage a la limite simple, conte-
nant les constantes. De plus,

o> | FIF@ = | [1X@)sa<u<b:fics]
i=1

D’aprés le théoréme de classe monotone, £, > __F_[a,b] : inversement,
I’application w — wj est
[Fia,51 Fro,)] mesurable.

Vol. XI, n° 2-1975.



132 M. YOR

(if) Soit 1€ Fy 4y N\ Fyy (, ; alors, F() = F[(e)?]
= F(a?).
On définit ensuite f eéz” par f(x) = F(*w), ou “w(t) = a. On a alors
X)) = F(o}) = Fow).
Remarquons que ces résultats restent valables lorsque E est topologique
et Q = Cadlag (R‘PE) ou C(R‘f), E), mais ne le sont plus pour
Q = CXR, ; R) (fonctions k-fois continiiment dérivables).

1.4. Quasi-invariance sur C(R, R) et C(R,, R)

— Les mesures de probabilité u considérées dans le cadre de la théorie
des champs (voir [2] et [9]) sont en particulier définies sur C(R, R), quasi
invariantes sous les translations de 2(R, R), euclidiennes et locales.

Soit i, : C(R, R) - C(R,, R). La mesure i, (u) est donc

o — o/R,
quasi invariante sur #” (sous les translations de Q(R’i, R)) et suffit pour
déterminer u de fagon unique (u est euclidienne). De plus, i, (u) a pour
module de quasi-invariance ;zf, avec ;f(w) = ay(wy) ol

jo@) t20

wo € C(R, R) et wo(t) = ? 0(0) 1 <0 (1 est locale).

On note (;, = i, (ay).

On peut donc se borner, pour étudier les mesures p quasi invariantes
euclidiennes sur C(R, R), & étudier les mesures quasi invariantes sur #".
De plus, si u est locale, ’application i, préserve le module de quasi-inva-
riance.

— De fagon générale, les remarques faites en 1.1 conduisent & examiner
les relations entre les notions de quasi-invariance sur #7, y €t W, -

Soit @ < ¢ < b. On note i, :

W aot = W ie
® = O b
etj,:
W tar = W a0r
W —> O 14 pr-

Si la mesure p sur #', , est quasi invariante et locale, sous les trans-
lations de 2(Ja, b[, R), pour tout a < ¢ < b, la mesure i, (1) est quasi
invariante et locale, sous les translations de 9(]c, b[, R), de module de quasi-
invariance i(a,) ; on fait une remarque analogue pour I’application j,.
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En particulier, puisque I’on ne s’intéresse ici qu’a la quasi invariance, il
suffit, pour I’étude de p-mesure quasi-invariante, locale sur #”, de consi-
dérer son image jo(u) sur #°*.

— Enfin, 2 I’aide de la désintégration réguliére des mesures de probabilité
sur %, on montre que I’on peut passer — sous certaines conditions (voir
la proposition 1.4) — de I’étude de la quasi-invariance sur %/, a celle de la
quasi-invariance sur ¥, ,cg.

On munit #® = C(R¥, R) (resp #",) de la topologie métrisable de la
convergence uniforme sur les compacts de R, La tribu borélienne de
W™ (resp #',) coincide avec Fy, ; enfin, (% ™, F,) est un espace standard
(voir [8], pages 132-150) : en =particulier, si p est une probabilité sur #,
il existe donc une espérance conditionnelle réguliére (i, xeR) de p quand X,.

PRrOPOSITION 1.4 :

1. Soit p une probabilité quasi invariante sur ¥, et (y4,, x € R) une
version réguliére de I’espérance conditionnelle u(. | X,). S’il existe une
version a,(w) du module de quasi-invariance de u telle que :

1. a) L application (f, w) — ay(w) de 2(R*) x # dans R est séparément
continue (@(Ri) est muni d’une topologie & qui en fait un espace séparable,
avec injection (2(R*), @) s # continue)

eW,
1.6) %) ve
Vfe 2(R
alors, sauf sur un ensemble N de u, = Xy(u) mesure nulle, on a :
, 1(Xo = xo) =1

et u, est une mesure quasi invariante sur %, de module de quasi-inva-
riance ay.

*) afw)a_go+f)=1,

2. Soient u, une mesure de probabilité sur R et (x, A) — u,(A) un noyau
borélien sous-markovien sur R x F (#") vérifiant :

2.9) 1x(Xo = X) =1 po(dx) p. s.
2. b) po(dx)p.s, p, est une mesure quasi invariante sur #”. Alors,

n= f oty

est une mesure quasi invariante sur %",

(®) Remarquons que la relation de cocycle donne seulement :
ap, () = a(® + g)a (@) p. s.

Vol. XI, n° 2-1975.



134 M. YOR

- 3. Le support de y, mesure non nulle, quasi invariante sur %* (resp #",)
est W™ (resp #° )

Preuve :

1. Par définition de la version réguliére, (1,) g, il existe Nj, avec po(N;) =0,
tel que : Vx¢ N;, p(X, = x) = 1.

Soient ¢, ¢; des fonctions de %,(R), des réels positifs ¢, <1, <—< 1,
et f appartenant & 2(R*).

Par définition de (a,), et (1,)ez, ON a :

W[scxo] Jax, ~ fa))| = u[qs(xo)ﬁqbi(x,..)af]
i=1 i=1

et donc :
oo Jo:X, = 03] = uokoma] [94X,a,]]

Cette identité étant valable pour tout ¢ e %B,(R), il existe un ensemble
Nig:.t0:2a.1 d€ 1o mesure nulle, hors duquel :

m[ﬁ@(x,i — /@) = ux[ﬁqs,-(x,..)af] .
i=1 i=1

En faisant varier n dans N, (#,);<, dans Q", f dans une suite (f,),ey dense
dans Q(Ri) (pour la topologie & spécifiée en 1. @), on obtient I’existence

d’un ensemble N, de y, mesure nulle tel que, d’aprés le théoréme de classe
monotone,

Vx ¢ NZ’ VP € N,
VFeb(F) ulF(@ = £, = i [F(@)ag (o).

D’aprés la continuité de f — a;(w), on obtient, lorsque F : # — R

est continue et positive :
Vx ¢ N2a

vf ea(r%)

(Si F est bornée, le lemme de Fatou donne le résultat ; si F est non bornée,

on I’approche par F A n et on utilise le théoréme de Beppo-Levi). Inverse-
ment, pour F continue positive,

[F(w)a(@)] < u[F(0 —f)] = T (u)(F)

1
V€ Na, lF© =) = | Flo = (o) .
1 ST
< Uy [F(w) m] (inégalité précédente et 1.a)
= p[F(w)a,] (d’apres 1.b).

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B
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Finalement, on obtient le résultat en prenant N = N; U N,.

2. Quitte & modifier (u,) sur un ensemble de p, mesure nulle, on peut
supposer i, quasi invariante pour tout x € R. On désigne par a7(w) un module
de quasi-invariance de u,. D’aprés un lemme bien connu de Doob, et le
caractére borélien du noyau (x, A) — p(A), pour f donnée, il existe une
version — notée Zz}(w) — de aj(w), mesurable pour Z(R) ® F(#").

11 est alors immédiat que p est quasi invariante, de module de quasi
invariance

al(w) = af* (o).

3. Le support de y mesure non nulle contient au moins un point @y,

et donc w, + 2(RY), par quasi-invariance. D’ou :

Supp y = #°* (resp #,) par densité de w, + @(R%) dans #* (resp #",).

2. CARACTERE MARKOVIEN
D’UNE MESURE QUASI INVARIANTE SUR #~

2.1. Remarque préliminaire

La question de savoir si une mesure quasiinvariante sur #'* vérifie
la propriété de Markov est intéressante en elle-méme. De plus, cette question
est tout 4 fait naturelle dans le cadre de la théorie des champs (voir [2], [9]
et les travaux de E. Nelson, [6] par exemple). Enfin, cette propriété joue
un role fondamental dans la méthode utilisée ci-dessous pour I’étude des
mesures quasi invariantes.

2.2. Lethéoréme suivant (") donne des conditions suffisantes pour que y,
mesure quasi invariante sur #* soit markovienne.

THEOREME 1. — Soit y mesure de probabilité quasi invariante sur #*,¢ > 0
et F e b(F;).
Si les conditions suivantes sont réalisées :

i) 1l existe une application a : 2(R*) x #* >R
(f, w)—~>a f(w)

telle que : ;
d,
vfe2(R*) d—’; () = ay®) p.p. s.

() Son énoncé et sa démonstration figurent également en [2] (voir la condition (*)
en 6.4.2 de [2]).

Vol. XI, n° 2-1975.



136 M. YOR

if) vt eR, vfe 2(RY),
supp f<t=azeF,.

iii) 1l existe une version Z continue en o de u[F I E,_](w). Alors,
u[FIF7] = ulF | X,]

Le corollaire découle du théoréme de classe monotone.

COROLLAIRE 1.1. — Soit u mesure de probabilité quasi invariante sur % *
vérifiant les conditions i) et ii) du théoréme précédent, ainsi que :

iii) Pour tout couple (f, u) avec 0 < ¢ < u, pour toute fonction
¢eCY(R, R)
il existe une version Z, continue en , de u { #(X,) | E,’} ().
Alors, u est markovienne pour les tribus (f ,_) :

vFeb(F') , p{FIF }=p{F|X,}.

DEMONSTRATION DU THEOREME. — Soient (f;);<, fonctions boréliennes
bornées, F e b(_lf:'), t; <t et fe Q(Ri) telle que supp f < t. Soit Z une
version continue de

u[F F/J(o).
Montrons alors que TH(Z) = Z

u[ﬁﬁ(x,,. — f(t)F| = u [ﬁf,(x,i — )]
i=1 i=1

= ”[Hfi(xn)T- 1{Da ,] (Définition de a,).

i=1

D’autre part, d’apres les rappels de 1.3, on a : T(F) = F. D’ou :

u[ﬁfi(X,.. -f (ti))F] = uﬂ_[ fiX,)a fF] (Définition de a,)

= u[[ Trxaz]  (aeF)
i=1
D’aprés le théoréme de classe monotone, on a donc :
af(w)Z(w) = T(Z)(w)a (@)u.p s.
Or, aj(w) > 0, p.p.s. D’ou : Z(w) = Z(w + f)u.p.s.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section B
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D’aprés la continuité de Z et 1’égalité supp u = #°* (proposition 1.4),
ona:
Voe#™, vfe d(R3), supp £ < t > Z(0) = Z(w + f)

La continuité de Z entraine encore :

o, 0 eWw*

o(s) = w'(s), s > ¢~ AD) =2

D’aprés le lemme 1.3, ceci entraine Z e F;'. D’ou :

ZeF/ NF; =F.

2.3. Un exemple de mesure quasi invariante sur %",
non markovienne

Le cadre particulier des processus gaussiens permet de mieux comprendre
les hypothéses faites dans le théoréme précédent :

Soit [(X,)er¢ ; P] processus gaussien, centré, de covariance K, dont les
trajectoires sont des éléments de %™ et u image de P sur #"® par I’appli-
cation @ — X(w).

On sait alors que ([7], pages 54-55 et 174) :

1) p est quasi invariante si et seulement si, 2(R*) C #(K), ou #(K)
désigne I’espace auto-reproduisant associé 3 K;

2) p est markovienne si, et seulement si, K est triangulaire :
K(u, s)K(s, t)
Vuss<t,Kut)= —2"—>"

uss<t, K@i K(s, 1)

Les mesures W, sur #",, du mouvement brownien partant de x, sont a la
fois quasi invariantes et markoviennes

K D=sA10

Voici un exemple de mesure u sur %, gaussienne, quasi invariante et non
markovienne :
Soit

t (s

K(s,t)=sAt+ f f d(Wp)dudv, ot ¢ >0, deC>([0, »));
0J0

K est de type positif. Elle est triangulaire si et seulement si, ¢ est constante

(cas que nous excluons).
Une réalisation du processus gaussien de covariance K est :

X, = B, +0(1)¢,

Vol. XI, n° 2-1975.



138 M. YOR

ou B, est un mouvement brownien issu de 0, { une variable aléatoire normale,
indépendante de B., et
=¢; ®0) =0.

On peut prendre pour espace de probabilité

1 =

Q=¥, x R;Q=W0®u0(uo(dx)= _ de).
4211

On note sur cet espace Fx = d(X,, s < 1). On obtlent facilement les for-

mules suivantes :

E[LFY] = 1

W2
‘1 + f0(¢ (w) du)
Vu > t, E[X, | Ff] = X, + (¢(u) — ¢p(1)E[¢ | F¥]

[pox. - [l

(La propriété de Markov n’est donc pas vérifiée, mais E[X | Fx] admet
une version, fonction continue de X.(w))

E Q' exp! f FUXds— f £ (s)ds— f 1)d(s)ds. cg

FY] =exp | f fl()Xds— > f ( f’(s))zdsg [e“fo"sf”“’"’“”

do’

Q dQ’

aQ

Ce module de quasi-invariance de Q | ljo’ﬁ ne vérifie pas la condition ii)

du théoréme, sinon { serait Fo, mesurable, ce qui n’est pas (d’aprés la
1re formule, par exemple).

x]

3. PROCESSUS DE DIFFUSION A VALEURS DANS R
ET MESURES QUASI INVARIANTES SUR C(R,, R)

La loi de certains processus de diffusion, a valeurs dans R, sur C(R,, R)
est quasi invariante, et locale : le but de ce paragraphe est de caractériser
les processus de diffusion tels que cette propriété soit réalisée, et de donner
une formule du module de quasi-invariance des mesures en question.

Inversement, on remarquera, a la suite du théoréme 4 (§ 5) que ces mesures
sont les prototypes des mesures quasi invariantes, markoviennes et locales
sur C(R,, R).

3.1. Définitions

(Q, G, P) désigne un espace de probabilité, muni d’une famille croissante,
continue  droite de sous-tribus G, de G; G est supposée compléte pour P,
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1. On appelle processus de diffusion de coefficients ¢ et b, un processus
(X0):3 0, défini sur (Q, G, P), solution de I’équation stochastique :

E(x,0,b) : X, = x + f ‘o(s, X,)dB, + f "b(s, X,)ds, ot
0 o

— (B)y»o est un (G,, P) mouvement brownien réel.
— Les fonctions g, b : R, x R — R vérifient la condition (U) :

(U.1) o est bicontinue en (¢, x), ne s’annule pas, et

VT, vt < T, vx, [ o(t, x) | < Ke(1 + [ x])

(U.2) o et o sont localement lipschitziennes en x, sur R, x R
| (U.3) b est localement bornée sur R, x R.

L)

On note P* la mesure X.(P) sur #,.

2. On appelle transformation de diffusion toute application y : R, x R—R,
de classe C'**(R, x R), vérifiant la condition (V) :

[(V.1).50,%) = x
(V.2).vt =2 0, y(¢, .) est bijective sur R et

VT, vt < T, vx, 3, ') < Ke(1 + | x])
V)

o . . )
(V.3). =Y est bornée uniformément, et ne s’annule pas.
oOx

A o
Les dérivées Z}Ty et a—rsont localement lipschitziennes en x,surR , x R.
= X
\
Remarquons, d’aprés la formule de Ito, que si X est un processus de
diffusion de coefficients (o, b), le processus X’ définit par X} = y(t, X,)
est encore un processus de diffusion, de coefficients 67 et 47, avec :

o ot, ) = [% t, o, .)] o3(t, )
Y. 2
B, ) = [";—1 t b )+ 20 ) + 12T e .)]oy(t, )t

‘3. Une transformation de diffusion y : Ry x R — R est dite admissible
pour le processus de diffusion X, si et seulement si,

PX” et P* sont équivalentes sur chaque tribu F, de #.

3.2. Absolue continuité de processus de diffusion

En [11] et [3] (en particulier), figurent des énoncés de théorémes sur I’abso-
lue continuité de processus de diffusion.
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Le théoréme suivant est bien connu, mais semble souvent cité dans la
littérature sous des hypothéses plus restrictives, ou seulement avec la condi-
tion suffisante.

THEOREME 2. — Soit (X,);50 et (X;);>o deux processus de diffusion,
a valeurs dans R, de coefficients respectifs (g, b) et (¢’, b’). Alors, PX et PX’
sont équivalentes sur F,, pour tout ¢, si, et seulement si :

a’(t, X)) = (0")*(t, X (0))dt ® PX et dt ® PX p. s.

On peut démontrer ce théoréme en se ramenant tout d’abord au cas
b =b" =0, a l'aide de la formule de Cameron-Martin. Ensuite, on peut
utiliser les résultats généraux de [4], aprés les avoir étendus aux processus
de Markov non homogénes, 4 I’aide de la transformation d’espace-temps [5]
(voir également la remarque 3.5.2).

CoROLLAIRE 2.1. — Soit (X,),», un processus de diffusion de coeffi
cients (g, b) et y une transformation de diffusion. Alors, 7 est admissible
pour X si, et seulement si, les processus

2
Pex@) et g e )] o e X

sont indistinguables.

Preuve. — Cest la conséquence du théoréme, de la premiére formule (2,)
et de la continuité en ¢ des deux processus.

COROLLAIRE 2.2. — Les seules transformations admissibles du mouvement
brownien sont les applications y, et — y;, avec y/(f, x) = x — f(¢), ol
f: Ry — R est de classe C', avec f(0) = 0.

Inversement, les applications y, sont admissibles pour un processus de
diffusion de coefficients o et b si, et seulement si, o(x, 5) = 8(s), ol J est
une fonction continue de s, ne s’annulant pas.

Preuve. — Si les applications y, sont admissibles pour X, la loi de X,(t>0)
sous P* est quasi invariante par les translations de R, et a donc pour sup-
port R.

On déduit donc du corollaire précédent, et de la continuité de ¢ en x
Vi, Vx, 6*(t, x) = a*(t, x + f(1))

o ne s’annulant pas, et étant continue en 7, on obtient, en faisant varier f(¢),
a(t, x) = 4(t), ou 6 est une fonction continue en 7. W
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On note ensuite X* = X/, et si les applications y ; sont admissibles pour X,

dp*’
on note M/ = 7% L_.

=t

3.3. Formule explicite de la densité M/

PrOPOSITION 3.3. — Soit X processus de diffusion, de coefficients
a(s, x) = d(s) et b(s, x). Les applications (yp)pcir,):f)=0 sont alors
admissibles pour X et si fe C'(R,), f(o) =0, on a :

() M/=exp % ftC(S)[b(s, X, + £(5)) — b(s, X,) — f'(s)]dX,
(V]
1 ,
+3 [ 61805, X, + 1) = b6 X) = 6 eto)
0

ou

X, =X, —x— f 'b(s, X)ds ; 6%(s)e(s) = — 1
0
Si, de plus, be C""'(R, x R), 6 e C'(R,), fe C*(R,), Mest donnée par :

@ Mi=exp 3 o OX,~ )b, XSOV =B X+ 5 DO (0)

+ [t s, XD a5 X = YO %ot 3709) |
o |

ou
B, x) = f b, y)dy

et

Y 6,58 X) = %éc(s)bz(s, x) + 2c'(s)i7\(s, x) + 2¢(s) g—f - g—i (s, x)g

Preuve. — Soit fe C'(R,), f(0) = 0. L’équation stochastique vérifiée
par X/ = X, — f(¢) est :

t t
X/ =x + f (s)dB, + f [6(s, X! + £(5)) = f'(s))ds.
V] 0
En appliquant la formule de Cameron-Martin aux processus X' et X,
et en utilisant la formule de définition de ¢ : §%(s)c(s) = — 1, on obtient (3)-

Si de plus be C"'(R, x R), e C}(R,), fe C*(R,), en posant

B, x) = f b, y)dy,
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et en appliquant la formule de Ito &

d(1, X)) = () ()X, — c(t)blt, X, + (1)) — Blt, X,)]

on obtient la formule (4) & partir de (3).

Remarque. — Cette méthode a également été utilisée en [9] pour des
diffusions homogénes.

Le corollaire suivant concerne le probléme de I’unicité de mesures de
diffusion quasi invariantes, de module de quasi-invariance donné.

COROLLAIRE 3.3.1. — Soient X et X deux processus de diffusion, de
coefficients respectifs (o(s, x) = 3(s), b(s, x)), et (a(s, x) = 3(s), b(s, x)), ou
les fonctions b et b appartiennent & C'**(R, x R), § et e C(R,).

On a alors :

62 — ( 5‘)2
Wed(RY), My = (MZPTp.s= Y o\ DY o o
ox Ox

Preuve. — P* étant une mesure quasi invariante sur %, d’aprés la propo-
sition 1.4, et la continuité de w — M”%(w), ou (M), (), I’égalité M7, =(M")/,
a lieu en tout w e #,.

On en déduit, en dérivant M¥(w) = (M)*(w) en A = 0, ’égalité :

o, [ 5 6.6 X070 = e Y OX s

wea®) = [TT6.56 X)) - (@ OX (o)

d’ou le résultat, en identifiant les distributions de méme ordre.

3.4. Quelques problémes de martingales

Remarquons tout d’abord que comme cas particulier de la formule (4)
de 3.3, on a obtenu lorsque X est le mouvement brownien a valeurs dans R
1
et fi(t) = — A, 2eR, M/* = exp g X, — ilzt (

(

Or, le seul processus X, a trajectoires continues tel que

M/* = exp g X, — ;-lzt

soit une martingale pour tout 1 est le mouvement brownien.
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Plus généralement, on est ainsi amené, connaissant les formules (3)et(4)
de 3.3, & poser le premier probléme suivant :

" Les fonctions ¢, ¥ et b étant données, quelles sont les probabilités P
sur C(R4, R) telles que pour toute fe C°(R,, R), avec f(0) = 0, Mf
soit une (P; F,“) martingale ?

Notons, enzparticulier, que la transformation de la formule (3) en (4)
permet de poser un probléme « naturel », ¢’est-a-dire ne faisant pas inter-
venir d’intégrales stochastiques.
~ La proposition suivante donne les solutions de ce probléme, posé pour
simplifier dans le cadre homogéne

(c=—1; #(s, x) = P(x); bz, x) = B(x)).

Sa démonstration figure en particulier dans la démonstration du théoréme 4
au paragraphe 5.

ProPOSITION 3.4. — Soient B, P : R — R deux fonctions de classe C2.
S’il existe une probabilité p sur C(R,, R) telle que

M/ = exp  BCX, +.0) = BOX) = X,/0) = 100
+ Jlas} (%, + 3r00) 0 = pex. 1) + o |

soit une (/1, F, ) martingale, pour toute fe C*(R,, R), alors, on a :
(B')? 4 2B” = 2P + Cte,
Si cette égalité est réalisée, u est alors la loi du processus (X,) solution de :

X, =X, + Y, + f BI(X,)ds,
0

ol Y, est un F; mouvement brownien.

3.5. Remarques

3.5.1. Plus généralement, on aurait pu étudier les processus de diffu-
sion (X,),»¢, C’est-a-dire les solutions de

0<s<DX, =X, + f ‘o(u, X,)dB, + f Cu, X,)du

pour obtenir des mesures quasi invariantes sur #"* (non forcément portées
par #°). Les calculs sont alors identiques. On peut se reporter au théoréme 4,
ou de tels processus apparaissent alors de fagon naturelle.
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3.5.2. On s’st intéressé spécialement ici & la classe des applications
translations 7y, : ces transformations apparaissent naturellement dans le
probléme a Iorigine de ce travail. D’autre part, elles sont admissibles pour
une classe importante de diffusions.

De méme, on pourrait poser des problémes analogues, avec d’autres classes
de transformations, aprés avoir établi la formule (4) de 3.3 correspondante.

3.5.3. On peut généraliser les différentes parties de ce paragraphe
dans le cadre général des processus de Hunt, & 1’aide des résultats de [4],
sur I’absolue continuité des processus de Hunt, de la notion du générateur
étendu d’un processus de Hunt (voir également [4]), de la transformation

d’espace-temps [5], et de la formule générale de changement de variables
de Kunita-Watanabé.

4. EXPLICITATION DU MODULE DE QUASI-INVARIANCE

Nous cherchons maintenant & donner une formule explicite du module
de quasi-invariance a, d’une mesure de probabilité u, quasi invariante,
sur #'* « réguliére » en un sens a préciser (voir les conditions R1 et R2
énoncées dans la proposition 4. 3 et le théoréme 3). Dans ce but, nous étudions
en préliminaire les 2(I).cocycles (définition 4.2) qui apparaitront largement
dans la suite de 1’étude.

4.1. Définitions et notations

CP(1 x J) : I et J sont deux intervalles ouverts de R; (p, g) e N? ;
JIxJ—=R
& )=~ f(x, )

appartient 2 C?%1 x J) si, et seulement si, elle est p.fois dérivable en x, g fois

dérivable en y, et les (p + q) dérivées ainsi définies sont bicontinues sur
1 xJ.

f

.D"(2(R*), #*) : n est un entier, supérieur ou égal a 1.
=1F : #* — R appartient 3 D' (@(R*); #*) si et seulement si,
pour tout fe #*, il existe ‘%F(f) e 2’ (R*) telle que: Vhe 2(R*), ’appli-
cation A — F(f + Ah) soit continiiment dérivable, avec

d d
ZﬁL U+ ) = < Lrep), h>
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(En particulier, F est 2(R*). faiblement différentiable au sens de Géteaux.)

n > 1 F appartient 2 D'(2(R%), # *) si F appartienta D'(2(R*), % *)
et pour tous fe #*, he D(R?), l'application 2 — F(f + Ah) est n fois
dérivable.

On définit de fagon semblable D"(2(R*), 2(R*)) que ’on note sim-
plement D"(2(R*)).

.CP(2(R*) x 1): (p, q) € N?, avec p > 1; 1 est un intervalle ouvert de R;
F: @(Rﬁ) x I - R, appartient a C"’q(@(Ri) X I) si et seulement si,

;D —>F(f D)

pour tout ¢, F(., t) e D"(@(Rﬁ)) et pour tout (f, g) € @(Ri) X @(Ri),
I’application (4, 1) — F(f + Ag, t) appartient a C»4R x I). On pourrait
évidemment faire des définitions analogues dans des situations plus générales.

4.2, Etude des 2(I).cocycles

DEFINITION 4.2. — Soit I un intervalle ouvert de R et 2(I) les fonctions
définies sur I, de classe C*, a support compact dans I. Une application
G : 2(I) x I x R — R est appellée 2(I).cocycle si elle vérifie

Col (®) : vVtel, vxeR, G(0, ¢, x) =0
Co2 : Vf, ge 2(1) 3

vtel, vxeR’ G(f+ gt x)=G(f, t, x + g(t)) + G(g, t, x).
Co3 :vtel,fe2(0),t & f = G(f, t x)=0.

Les 2(I).cocycles vérifient les propriétés immédiates suivantes :

— Les 2(I).cocycles forment un R.espace vectoriel, sont stables par
multiplication par une fonction de ¢, et par dérivation en x : si G est par-

. . bl
tiellement dérivable en x, —(x} est encore un 2(I).cocycle.

— Si T, est une distribution, I’application (¢, f) — T(f) est un
9(I).cocycle si et seulement si supp (T,) < {t}.

— Supposons G, Z(I).cocycle, faiblement 2(1).différentiable (au sens
de Giteaux) en f = 0; alors, G est faiblement 2(I). différentiable en tout f
si, et seulement si, G est dérivable en x (propriété Co2).

De plus, si pour tout x de R, G(., ., x) e C*%(2(0) x ) (p = 1), alors
pour tout fe 2(), G(f, ., .) e C»YI x R) (d’aprés Co2).

— Soit G, 2(I).cocycle. Supposons que pour tout (£, x) eI x R, G(., ¢, x)

(®) Co2 entraine évidemment Col, propriété que 1’on a voulu néanmoins dégager.
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appartient a Dl(@(I)) D’aprés les propriétés Col et Co3, le support de la

distribution fG(o, » X) est alors inclus dans { ¢t }. En particulier,

G(o t, x) est d’ordre fini.

of

PROPOSITION 4.2. — Soit G un 2(I).cocycle vérifiant de plus :
i) vt el
vxeR’
ii) vg e 2(1), I’application (¢, x) — < fG(O t, x), g >é,xm appartient
a CP(I x R)[(p, q)eN’].

G(., t, x) e D (2(])).

iii) L’ordre de 3 fG(o, t, x) est majoré uniformément en (¢, x) par k € N.

11 existe alors une fonction ¥" € C»4*{(I x R), des fonctions (C
appartenant a CP(I) telles que :

r)l <r<k

k
G(g, t, x) = 7(t, x + g(t)) — ¥(t, x) + ZC,(t)g(’)(t).

r=1

Notations. — Un 9(I).cocycle vérifiant les hypothéses de la proposi-
tion 4.4.2 est dite de classe (p, ¢ + 1) (et d’ordre < k).

Démonstration de la proposition 4.2. — D’aprés iii), il existe (k+ 1) fonc-
tions ¢'(¢, x) telles que :
k

fG(o fx) = Zé”(— 1Y 4(t, x).

r=0

Soit pour €1, g° € 9(I), avec g°(u) = 1 dans un voisinage de .
D’aprés i), ¢° € CP4(I x R) puisque cela est vrai pour

< 560, .. ),g°>.

Il en est de méme, par itération, pour toutes les fonctions ¢", en utilisant
g"e 2(I), g'(u) = v" dans un voisinage de ¢.

1
D’aprés Col, G(g, t, x) = f < fG(/'Lg, t, x), g>

Co2 implique : < 3 fG(lg, t,Xx); g> < 3 fG(O t, x + Ag(t)) ; g>
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D’ou :

k
G(g, 1, x) = Zg")(t) j %+ A

r=0

k. ®
=U%%, x + g(t)) — U, x) + Zgg(g) [0, x + g() — U(, x)]
r=1

(a) lorsque g(?) # 0

k

- zg“’(t)qs'(t, x) lorsque  g(t) =0,
r=1

avec

U, x) = J "¢, v)dv.
1]
En reportant ’égalité (a) dans I’identité Co2 des 2(I).cocycles, on obtient :

Vf, g€ 9(1),

(f+g)®

® Tro == OIU@, x + () + g() — UG, x))

i‘\f(r)
= Z, 7

k
(r
+ z E_ ()[U(e, x + g(t) — UT(t, %))

r=1
f(@,80)#0 et (f+ (1) #0

=C .. oo
&) dans un voisinage de ¢, il vient :

f(w) = Au
—— U, x+ C+ 2t) = U'(s, x)]-—[U (t, x4+ C+ A4)=UY(t, x + C)]

U't, x +£(0) + g(0) — U@, x + g(0)]

lorsque

En faisant g

A
it+C

En divisant les deux membres par A, et en faisant tendre 4 vers 0, puis
en prenant x + C = 0, on obtient que U'(z, .) est affine. En reportant
ce résultat dans (b), on obtient 1’équation (b) avec des sommations de
2 3 k. En prenant ensuite g(u) = Cet f (1) = Ju®, on obtient le méme résultat
pour U2, puis pour tout U?, ce qui termine la démonstration.

4.3. Forme explicite du module de quasi-invariance

Si p mesure quasi invariante sur #'* vérifie les conditions de régu-
larité R1 (voir proposition 4.3), on peut donner une forme explicite de son
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module de quasi-invariance a,. Si, de plus, u est markovienne, et vérifie
les conditions R2 (voir théoréme 3), on peut donner une forme explicite
de y[a, | _lf,_] pour tout ¢ (module de quasi-invariance de p | F, ).
On pose, pour simplifier, a(w) = /. La relation de cocycle donne
I’égalité :
(CONVS, ge D(RY), Ay (@) = Ao + ) + Afw) p.s.

— §’il existe une version a/(w) du module de quasi-invariance, avec
a, continue, pour tout fe @(Ri), I’égalité (CO) a alors lieu partout (car
supp pu = #*; proposition 1.4).

— Si, de plus, pour tout w, A, appartient a DI(Q(Rﬁ)), alors, pour tout
fea2(R%), A, eD'[2(R*), #*].

On peut maintenant énoncer la :

PROPOSITION 4.3. — Soit y mesure de probabilité quasi invariante sur % *.
On suppose qu’il existe une application A : 2(R*) x #* — R telle que
dy!
du

R1 a) Vfe @(Rﬁ ), l’application A, : # * > R est continue.

R1b) A est local : Vfe D(RY), supp fe[a, b] = A, € Fi

Rl c) Vo e #™*, lapplication f —> A(w) appartient 2 D'(2(R*))

Ar(w)

(w) =e , Vérifiant les propriétés suivantes :

D.
et, pour tout fe Q(Rﬁ),a—w A (o) (9) est une mesure sur R}, égale a

D (s, w)ds, avec D, fonction bicontinue en (s, o).
11 existe alors un Q(Rﬁ).cocycle D tel que :

Vf, Vs > 0, Vo, D(f, 5, X(@)) = D(s, o)
Si, de plus, R1d), D est un @(Rﬁ).cocycle de classe (1,1), d’ordre < k,
o
il existe alors une fonction ¥" € C2(R* x R), avec %:e CY!(R* x R)

des fonctions (d,); <,<x de C!(R*) telles que :

(D Agw) =A[0) + f:ds {776, X(@) + f(5)) = ¥(s5, X () )

— (s, £ () — 75 O)] + X, (o) (Ed,,(S)f“”(s))\
p=1

() D’aprés R1 a) et les remarques précédant cet énoncé, Are D‘[@(R:), W
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Preuve :

o) D’aprés R1 a), la relation (CO) a lieu pour tout w e #'*.
On en déduit : VAieR, Vf, he 2(R%), avec Supp f(h) C Ly (M%)

AL+ ) = A0} = {Ayo +1) = Ay(@))

D’aprés R1 c), la limite de ces expressions lorsque (1 — 0) existe et est
égale a :

g ©__
< 3o A(w), h > = fo D(s, w)h(s)ds
D’aprés R1 b), <D% A(w), h > € E N E,h: soit (#,) une suite de fonctions

. . 1 1 .
régularisantes, approximant I’unité, avec supp 4, C [— ; s + ’—1] la conti-

nuité de D (., w) entraine (4, * D/(., w)) ()

~ Dy, w). On a donc :

(n— )
EERA A L

d’aprés le lemme 1.3 et la continuité de D, +(y, .), il existe une fonction

D(f;, s, x) (bicontinue en (s, x)) telle que : D( £, 5, X,(w)) = D +(s, ) partout.

B) D est un Q(RI).cocycle :
— La relation (CO) vérifiée par A entraine :

o o ns
a—wAf+g(w) = mAf(w + g) + % Ag(w)7
et donc :
Co2 : D(f + &, 5, x) = D(f, 5, x + g(s)) + D(g, s, x)

— L’égalité D(0, s, x) = 0 est évidente.
— Soit f, he@(Ri), de supports disjoints; A, étant F, mesurable,
d’aprés le lemme 1.3, on a : Ajw + Ah) — Aj(®) = 0, et donc

f "D (s, X(@))h(s)ds = 0
o

Par régularisation, on obtient finalement Co3 : s¢ f = D(J, s, x) = 0.

y) Supposons que D est un @(Ri).cocycle de classe (1,1), d’ordre < k.
Soit he 2(RY).

() If et I, sont deux intervalles fermés.
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On a alors :
1/ D
Ayh) = A 0) + f <a—A,(,1h), h>dl
0 w

= AL0) + lez f:D( £, s, Ah(s)h(s)ds
0 1
= A,0) + fo dsh(s) f (dID(f, 5, 2h(s)
= AL0) + f:ds{ﬁ(f, 5, h(s)) — D(, 5, O),

ou ﬁ( f,s, .) est une primitive de D(/, s, .).
La proposition 4.2, appliquée & D, permet d’écrire la formule (I) lorsque
o = h. L’égalité (I) se prolonge alors 3 #°*, par densité de 2(R¥) dans #* m
Soit u mesure quasi invariante sur #°*, dont le module de quasi-inva-
riance a/(w) est égal a e, ou A, vérifie la formule (I), que 1’on note
pour simplifier :

o Af) = A0) + f:Q,(s, X (@))ds

Si I’on suppose de plus que u est markovienne, il existe alors une fonction-
nelle F : 2(R%) x R* — L(R, dx) telle que :

a e, | F7] = exp 3 f Quls, Xu@)ds + F(; (X))

Les conditions de régularité R2 du théoréme ci-dessous portent sur la fonc-
tionnelle F.

THEOREME 3. — Soit u mesure de probabilité, quasi invariante, marko-
vienne sur #*, dont le module de quasi-invariance ay(w) est donné par
afw) = e*®), ou A est défini par (*) :

Afw) =AL0)+ f:Q (5, X (@))ds
Qs(s, x) = [7(s, x + f(5)) — ¥(s, )] = [V (s, f (s)) — ¥ (5, 0)]

zd,,(S)f“”(S) %

l\ ¥ eCY2(R* x R), avec a—nVeCI’l(R"; x R), d,e C'(R*).
. ax p

@ + X

(*Y) Les résultats de la proposition 4.3 permettent d’énoncer de telles hypothéses.
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Si la fonctionnelle F : 2(R*) x R* — LR, dx) définie par :

a  ufa, | F]=exp

fO'Q,(s, X (@))ds + F(f, /(X))

vérifie les conditions suivantes :

R2 a) V(t, ), F(f, t) admet une version continue en x, notée F(f, ¢, x).
R2 b) Vx,’application (£, f) - F(f, t, x) appartienta C1'2(2(R*) x R¥)

P .
R2 ¢) L’ordre de —.F(0, ¢, x) est majoré uniformément en (¢, x) par k.

of
il existe alors deux fonctions ¥ (1, x) et U(z, x) de C12(R* x R), (k +1) fonc-
tions ¢, (b,);<,<x de C'(R?) telles que :

(1) log ulay | F7]
= [0 Xt )= X~ €607+ e @) (X 370

k

UG X+ (0) = U X)+07'0[X+ 57 0]+ D 10080

r=1

et :
@) Ay=loga;
-7 3 70 X (0) =70 Xl= @ ) et "@) (X 370)

0

Preuve. — On note

_ t
tog ula, | F71 = A(f; 1, ) = f Quls, X (@))ds + F(f, 1, X,()
- 0
La relation de cocycle donne :
A(ft+gtL,0)=Afit,o +g) + Ag t, o)u.p.s,

et donc partout, d’aprés R2a). De cette identité et de la forme de Q,
donnée par la formule (I), on déduit :

(@ F(f+gtx)=Ft x+g1)+ F(g, t, x)
+ f(:ds[“/f (5, £ (s) + g(5)) — V(5. £(5)) — ¥V (s,8(5)) + ¥ (s, 0)]

- f;dsg(S)(idp(S)f‘”’(S))-

p=1
D’aprés R2b), et la relation (@), on déduit que pour tout fe 2(R*),
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Iapplication (t, x) — F(/, t, x) appartient 3 C"2(R* x R). L’identité (a)

g
entraine alors que 3x F vérifie Co2 : (I = R*)

SR+ 81, %) = 5 Ff x4 8(0) + o Fle 1, ).

— On a évidemment F(0, t, x) = 0.
— Si supp f < t, u[a, | F, 1 = a, (d’aprés 1a formule (I).

Si supp f < t, ula, | F;] = 1 (définition de ay)
= exp F(f, t, X).
On en déduit donc : t¢ f= F(f, t, x) = 0.

On a donc démontré que F posséde les propriétés Col, Co3, et vérifie (a)
>
(égalité analogue a Co2); de plus, > F est un @(Rﬁ).cocycle.

En reprenant le début de la démonstration de la proposition 4.2, on
obtient :

D’aprés R2 ¢), il existe (k + 1) fonctions ¢" (de classe C! en x, d’aprés
R2 (b) et (a)) telles que :

k
—%F(O, f, x) = zs?’(— 1Y ¢'(t, x).

r=0
D’aprés (a) : '

< fF(f t, X), g> <2}fF(0 t, x + f(1), g>

f [ V(s, £(s)) — —“I/' (s, 0)] g(s)ds
- J;f(S)(de(S)g"”(S))ds

F(f, t, x)—f < fF(O t, x + Af(2)), f>dl

D’ou :

f dlf [ V(s, Af(s)) — ——"V (s, 0)] f(s)ds

— foldllj; f (S)de(s) £ (5)ds
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On a donc :

F(f, 1, x) = f 0 [‘//(s, £(s) = ¥ (s, 0) — aix ¥(s, 0) f(s)] ds

_bf ®)
3 [ 7@ Py

k
1 r )
+ fo dAZO¢ @, x + Af () f70).

k
U9 - Ll‘“z = # 0 %+ OO0
r=0

est donc un Q(Rﬁ).cocyc]e qui vérifie les conditions de la proposition 4.2 :

ceci est possible si, et seulement si, les primitives dei}_x ¢, donc ¢", (r= 1)

sont affines en x. On pose alors

¢"(t, x) = a(O)x + b,(1) (r 2 1)
(;5\0 = U (primitive en x de ¢°).
D’ou :

® R0 = a6 - 760 - 56 056)]

ol Swornole

+ U@, x + f(2)) — U, x)

+ if ()

En reportant cette égalité dans (@), on obtient :

a0 (x + 3£0) + 40|

(© Vf,ge2(RY), vi >0,

r=1

k k
> a0 - 7o+ [[a> a0 -arox = 0

En dérivant en ¢, et en identifiant les différents termes, il vient :

d1+a’1=0

ga,so pour r>1
d2+a1=0

d=0 pour r>2
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On pose a; = C. En reportant I’expression de F figurant dans (b), ainsi

simplifiée, dans la formule (II), on obtient la formule ITI en posant :
D.
Py ¥ (u, 0)x.

La formule (I') se déduit de (IIT), avec ¢ > Supp f.

17(u,x)=‘//(u,x)—

5. RESULTAT FINAL

Nous terminons I’étude des mesures p, quasi invariantes, markoviennes
sur #°* de la maniére suivante :

Soient ¥" € CV2(R* x R) et ce C!(R*) deux fonctions.
On note :

t>0;a,(r) = AU _ ef;Q,(s,xs)as+F(ﬂt.x,)
0<s<t;alsf) = AU _ ej ‘QsluX)du+ F(£X0)
Qs(u, x) = V" (u, x + f(w)) — ¥'(u, x)
av) — WS + o @ x + /)
F(f, t, x) = U@, x + f(1)) — U(¢, x)

k

+ 0L Ox +370) + > 108

r=1

\
\

ot Ue CI¥(R* x R) eth, e C'(R*) sont des fonctions arbitraires.
Les fonctions ¥ et ¢ étant données, quelles sont les mesures u sur #'*
telles que (e*"?, t > 0) (donné par les formules (IV)) soit une (i, li,’),>o

martingale pour toute fonction fe 2(R*)? Les résultats précédents per-
mettent de poser le probléme en ces termes, pour des mesures u vérifiant
de plus les conditions R1 et R2.

Le lemme suivant permet de considérer des fonctions f € C®([s, «)), s > O.

LeMME 5.1. — Soit s > 0 et u probabilité sur #* telle que pour
Fe (s, »f), (AU, 1 > s) soit une F; martingale.

Alors, pour toute fonction fe C*([s, )), (e*/*", s < 1) est une F;. mar-
tingale (avec F = mE§+e>

£>0

Preuve. — Soit fe C*([s, «)) et f, € D(]s, ), avec f, = fsur [s + }1, n] ;
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pour s < t, on a : eAY*(w) = lim e*Y"*)() et donc d’aprés le lemme de

n—o0
Fatou, E[eAV*"] < 1.
Soit s < u < t; en prenant n tel que f, = f sur un voisinage de [u, 7],
on obtient, d’aprés I’expression de A(f; s, t),

E[eA(f;s,t) } Ez] — eA(f;s,u)

Cette égalité se prolonge en u = s. En effet (AU, ue]s, 7[) est une famille
équi-intégrable de variables aléatoires, qui converge, pour tout w, vers
A5 = gFUX)  Cette convergence a donc également lieu dans L'(y),
ce qui donne le résultat.

La méme démonstration permet de faire la remarque suivante : soit u
mesure quasi invariante, markovienne sur #°, avec a,(s, t)(0 <s < 1)
donné par les formules (IV) : si les fonctions (¥, U) et (¢, b,) appartiennent
respectivement 4 CY%(R, x R) et CYR,), alors, pour feC*(R,),
(2, t > 0) est une (u.f,_ ) martingale intégrable continue.

On définit, pour les besoins du théoréme 4, la notion suivante :

DEFINITION 5.2. — Soit u une probabilité sur (% *; F,). On appelle

p.mouvement brownien indexé par R¥, un processus (I’ >0, & trajectoires
continues, tel que, pour tout s > 0, (I',,, — [',),», soit un (Fj+,; 1) mou-
vement brownien. B

THEOREME 4 :

a) Soit u mesure markovienne, quasi invariante sur # ¥, dont le module
de quasi-invariance est a, = e*, avec :

) A=
fo § 3 ¥ty X f () =¥, X))~ (@) f ) + c(u)f"(u))(xu+ %f(u)) gdu,
ou

v eClYR¥ xR) et ceC”(R*)

la fonction ¢ ne s’annulant pas.
Si I’on suppose de plus que p vérifie la condition R2, alors, pour tout
s >0, (X,));», est solution de :

X, = X, + f S(u)dB, + f “Cu, X,)du,

‘Vol. XI, n° 2-1975.



156 M. YOR

(1) (By);>o est un pu.mouvement brownien indexé par R%.

@) 5= —-

(3) { est la dérivée en x d’une fonction { € C1*2(R* x R) et vérifie
V(t, x) =29(t, x) + $(t),
ou
2 s of 14
Vi(t, x) = o()0(t, x) + 2" ()2, x) + 2c(2) 56X = 532G x)
et ¢ est une fonction arbitraire de .

b) Réciproquement, soit p probabilité sur #7* et (B,),>, un p. mouvement
brownien tels que :

Vs>0,X, =X, + f '5(u)dB, + f U, X)du

. . >~
ou 6 est une fonction de Cl(Rﬁ) ne s’annulant pas, et { = % ¢, avec

fec?(R* x R).

Alors, p est quasi-invariante, markovienne sur #°*, vérifie R2, a pour
module de quasi-invariance a, donné par la formule (I'), ol1 ¢ et ¥~ vérifient
respectivement (2) et (3) de la partie a).

Preuve :

i) Supposons tout d’abord u portée par ¥, avec les fonctions (voir
formule (IV)) ¥, UeCY* R, x R), b,e C!(R,), et ceC®(R,), ne
s’annulant pas. On pose, pour simplifier,

k

an=2§ﬂon

r=1

(formule (IV)). Soit fe C*([0, ©)). En dérivant a,(¢) en A = 0, on obtient,
d’aprés la remarque suivant le lemme 5.1 :

U/ = oK, f0) + 52 (6, X)/(0) + V(2. /)

+ ftdu
0

est une (uf,’) martingale locale.

— (€S + S )Xy + e XS @) |

t 1
¢ ne s’annulant pas, et étant de classe C® sur [0, =), f,(t) = —du

oc(w)
appartient a C*([0, «)). Soit f, la fonction constante 1.
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On a donc :
U = X, 526 X0 + VL) + [1 3L 0 X0
U= 20, X) + J:du 2w x)

sont deux martingales locales.
En développant U/* 4 I’aide de la seconde égalité, il vient :

Ul =X, + f Fi(s)dUL + f‘ D—U(s, Xo)ds + V1, f1)
0 0

t 1 oU

X, —Xo + f % 5= (s, X)ds + V(, f1) — V(O, 1))

oc()

est une martingale locale, nulle en ¢ = 0, que I’on note N,. Soit { N},
son processus croissant.

A laide de ce résultat, en utilisant la formule de Ito pour exprimer
U@, X, + (@) — U@, X)) et c(t)f' ()X, en fonction de N et {N), on
obtient :

@ Log a ()= A
- [ ex+ror - 6%+ qro)m + ven
+ f O, X, + £@) — ¥ (e, X))du + : L o) f(@)*du

- [oro[gRmex s Femasr,
ou :
L= 35 e s - 326 ),

- (G x+70p —a—‘j(, X)) (5755 & X0 + e 6. 70)ds
e [P x v - Vo x+ Wi, + 16

On utilise ensuite le résultat suivant :

Soit M, une martingale locale continue et A, processus continu 2 variation

bornée, avec M, = A, = 0; U, = exp g M, — %At

est une martingale
locale si, et seulement si, ( M ), = A,.
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En appliquant ceci 4 a(t), on obtient, d’aprés () :
{[oU U PRE
@ [|50 X0 - Fo6. %)+ d0r o] dv,
- - fo'c(sxf'(s))’ds — 2V, £) = VO, 1)
-2 J "V, X, + f @) — ¥ (u, X,))du

+2[ 10 |56 X0+ a0 5y (sfl)]ds

On remplace fpar ( f + Ag) dans (f), et on dérive les 2 membres en A = 0.
En égalisant les termes en g’ = A, on obtient :

@) f '[?E (s, Xs + f(s)) — ?E(s X)) + c(s)f ’(s)] c(s)h(s)d { N ),

= = [letwrrmsras + [ nere S o 1 Z(b,(t)h" D)

t U U - br(O)h(' D))
+ foh(s)ds[a; (s, X;) — % (s, X;+ f (s)] .
On remplace dans (y) f par 1f, et on dérive en A = 0.
D’ou :
[‘e@romoand, = - [ oo
On a donc :

®) d(NY, = — ()ds:><N> J:c%ds

En reportant ceci dans (y), on obtient : b, + b,_, =0 2<r <k)
et by =0; dot : b,=0 (1 <r<k).
D’autre part, d’ap@i (6), 1a fonction ¢ est constamment négative.

On note § = ’\/ - ];; la martingale B, —J 5G )dN a pour processus

croissant ¢ : c’est donc un F, mouvement brownien, et N, = f o(s)dB;.
La définition de N, donne : °
X, = X, + f S(s)dN, + f s, X))ds
si I’on pose : ° °
1 2U

(s, x)= — c(_s)b_x (s, x)
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D’aprés les hypothéses, il existe bien { € C""2(R, x R), primitive de { en x.
ii) Soit maintenant y probabilité sur #°*, satisfaisant aux hypothéses
de la partie @) du théoréme :

Par la démonstration précédente, on a montré que pour tout s > 0,
il existe un F:,,.mouvement brownien B tel que :

- s+
Ys,s+t = Xt+s - Xs - f tC(u’ Xu)du
s+
_ f "8(u)dBY

Or,si0<s<s,ona:Y; o =Yoo+ Yorrgse
D’ou, 6 étant continue, et strictement positive,

s+t ) s'+t (s+1)
o(u)dB,” = . o(u)dB,
s+t s+t
entraine :
+
BU1Y = B, — BY,
Soit une suite S = (s,),eny de réels décroissants vers 0. En remarquant,
uesis’ <s, 5,5 €8, les processus B¢ — B®” et B (1 > ) sont indis-
q p u s u
tinguables, on a alors :

v0<e<T, lim E[ Sup (B® —B¢)?] = lim E[(B£)?]

s,s' €S e<u<T s,s’ €S
5,8’ =0 s,s' =0
= lim(s'—5)=0
5,8’ €S
(s,s'>0)

On en déduit, par un raisonnement classique, ’existence d’un processus B,
a trajectoires continues. De plus, si u, < u, on déduit de I’égalité :

(seS)s <uy < u =B —BY = B“,

par passage a la limite en s, que (B,), > est un g.mouvement brownien indexé
par R%, ce qui est le résultat cherché.

iii) On démontre simultanément 4) et (3) :

Inversement, soient p probabilité sur #™* et (B,),», un p.mouvement
brownien vérifiant :

X, = X, + f '5(s)aB, + f Us, X)ds, (¢ > 1),
to to
ot e C'(R*) ne s’annule pas, et
avec  CeCM2(R* x R).

u est alors quasi invariante, d’aprés le corollaire 2.2. La formule (4)
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de la proposition 3.3 (et ant) = M) entraine le résultat (3) du théoréme.
D’autre part, on sait que u est markovienne [(X,) est une diffusion inho-
mogene] et vérifie R2, d’aprés la formule (4) de la proposition 3.3.

Remarque. — A posteriori, on a montré que les fonctions (b,) interve-
nant dans la formule (IV) définissant F sont nulles, pour u satisfaisant aux
conditions énoncées dans la partie (a) du théoréme. Remarquons alors,
que si cela était connu a priori, on pourrait supposer seulement, dans la
partie a), que ceC’(Ri), le lemme 5.1 s’étendant alors aux fonctions

feC(s, ).
6. REMARQUES FINALES

6.1. Vérification de la condition R.2

On a essayé, dans I’étude faite précédemment, de rester dans [’esprit
d’un « probléme de martingales », ¢’est-a-dire de ne considérer qu’une seule
mesure u (quasi invariante et markovienne), et de se limiter & des hypo-
théses portant sur le module de quasi-invariance de u.

Nous nous proposons de donner ici des conditions suffisantes pour que
la condition (R2) soit vérifiée.

Soit u mesure quasi invariante sur #°*, de module de quasi-invariance
a; = e™ avec

o 1
A= [0 X4 70 = 70 X0 = (Y@K + 37 0)
avec ¥ e CU%(R* x R), ce C*(R*), ne s’annulant pas. On suppose

qu’il existe des fonctions «, B, y : R, — R, continues, croissantes, nulles
en 0, des fonctions C, D, E : RY¥) x R — R, telles que :

Vy€eR, |7 (u, x +y) — ¥(u, x) | < Cu, x)u(|y )
S VxeR, ’ %—?(u, x+y) —%Zx/(u, x)j < D(u, x)B(| y ).
i 2 2
’ YueR¥, %;—:(u, x +y) — %;—: (u, x) | < E(u, x)y(| y ]).

La proposition suivante concerne les mesures quasi invariantes dont le
module de quasi-invariance a, est « homogéne » (7" ne dépend pas de u,
¢ = C*) (voir les études faites en [2] et [9]).

PROPOSITION 6.1.1. — Soient (P,),x les lois d’un processus de Markov
homogéne, a valeurs dans R, a trajectoires continues, telles que p = P,
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soit une mesure quasi invariante, de module de quasi-invariance donné pai :

ay(w) = exp J:o

(X -+ 370) 7760 = @O, +£ @) — PR {

ou P est une fonction de classe C2.
Si les conditions suivantes sont vérifiées :

(8.1) Vvfe2(R), I'application x — E [a,] est continue.
(S.2) vxeR,VK >0,V >0V, yeDR),

avec

K K 2 K 2 2 ”
¢1=1+(qu¢(u)du) +f®(Xu)du‘; ®=P%+D*+|P'|+E
0 0

o5 = p f:C(X.,)du + \ fo"d)(u)xudu + f:n//(u)xudu

E.[¢%e*] <

Alors u = P, vérifie la condition R2.

Preuve. — Les probabilités (P,) étant les lois d’un processus de Markov
homogéne, on a :

Vfea2(RY)  ald) = pla;|F;]

Vi>0 = exp ( LQ (s, Xs)ds)Ext [exp f:Q (5, Xs)ds]
ol
Q%) = (x4 37)) 7760 = (P +£@) ~ PCo)
Sflw) =1t + u)e 2(R)
D’aprés la condition (S.1), on peut donc prendre
F(f, t, x) = Log { E«a,) }

et la condition R2 a) est vérifiée.

La condition (S.2) assure que (4, 1) - F(f + Ag, t, x) appartient a
C>(R x R), et que I’on peut faire les dérivations correspondantes sous
le signe E,.

En particulier :

a ® " ’
<5_fF(O’ t x),f> = Ex[fo X Sf"u+1)—PX)f(u+ t))du]

et I’on peut appliquer le théoréme de Fubini : ainsi, R25) et R2 ¢) sont
réalisées.

Vol. XI, n° 2-1975.



162 M. YOR

Remarque :

1. Lorsque P désigne un polynéme borné inférieurement, non constant
(c’est le cadre de I’étude de [2]), les probabilités P® (notées P2 en [9] : pour
la correspondance entre les fonctions p et P, voir le lemme 1.5 de [2])
construites en [9] vérifient les hypothéses (S.1) et (S.2) :

(S.1) est une conséquence de la formule de Cameron-Martin.

On vérifie (S.2) a 'aide de la formule (III, ) du théoréme 7 de [9]. En
effet, on a :

o' PGB #5e%%) = W[ p 00ttt Tirn]

ou W, désigne la loi du mouvement brownien partant de x. P étant un
polyndme de degré 2n, on peut prendre C(x) = R(| x|), ol R est un
polyndme d’ordre < (2n — 1). La fonction

P(x) = BC(x) — | x| | ¢(w) |

est donc bornée inférieurement; enfin, p € S(R), et I’on sait que ¢ appartient
a4 LY(W,) (en prenant pour D et E des fonctions du type S(| x |), avec
S polyndme).

2. Notons de maniére générale que si la fonction P et ses deux pre-
miéres dérivées sont bornées, avec P” uniformément lipschitzienne, d’ordre
o >0, (S.2) se réduit a :

Ex[% 1+ (J:(Xu<l5(u)dz¢)2 ‘ o Joxeowan |+ [ x“"’(“)d“] <

Revenons maintenant a la situation générale, ol n’est donnée que la
seule mesure u, quasi invariante sur #* de module de quasi-invariance
donné par la formule (I'), et markovienne : la quasi-invariance de p entraine
que, pour tout ¢ > 0, la loi X,(u) = u, est équivalente a la mesure de Lebes-
gue. Soit 0 < u < t et ¢ e L'(u,).

On désigne par I:I,,u(b I’élément de L'(u,) déterminé par :
N, $(X,) = ulo(X,) | X,]

1 étant markovienne, on a aussi : N, ,¢(X,) = ul¢(X,) | F;'] et (N, Jo<u<:
est un semi-groupe généralis¢ 0 < u <s <t = ltl,,,, = I:I,,s ° Ns,,,) d’opé-
rateurs respectivement contractants de L'(p,) dans L'(gw,).

Enfin, y désigne I’application identité de R. On peut alors énoncer la :

PROPOSITION 6.1.2. — Soit u mesure quasi invariante, markovienne
sur #°*, de module de quasi-invariance donné par la formule (I').
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Si p vérifie les conditions suivantes :

(T.1) Tl existe une application p : R} x R—>R}

(1, x) = px)
appartenant 3 CU2(R* x R), telle que ; du(x) = p(x)dx.
(T.2) VK Compact de R,

IR

N (u’ Xu)
TR~ ~ (o7 o
(T.3) Lesapplications N, ,x(x) et N""(—D_x (u, .)(x)) , définies du @ u,(dx)ps

+lXu|§du]<oo

ox

et appartenant a L'(Ig(w)du ® p(dx)), pour tout compact K de RY,
admettent respectivement les représentants @, ,(x) et ¥, ,(x), tels que les
fonctions ® et y, définies sur D; = {0 < u <t} x R sont de classe c?
en x, et pour tout (u, x), dérivables a droite sur [u, ool.

Toutes les dérivées considérées sont supposées continues sur D; x R,
alors p vérifie la condition (R2).

Preuve. — On utilise les notations suivantes :
a/(@) = exp A (w) = exp [AF (1) + A ()]

af(@) = pla, | iz—] (t>0),
avec

Asw) = [, X,0)

A7(r) = f ;dqu(u, X)du ; AF(t) = fowdsQf(s, X )ds.

a) Soit t > 0. Par approximation de f sur [¢, ©) par une suite de fonc-
tions ( f,) de @(R’i), A support dans ]¢, o[, au sens de la convergence uni-
forme des fonctions, et de leurs deux premiéres dérivées, sur les compacts de

]Jt, [, on obtient u[e” (’)] < 1, Yfe @(Ri), d’aprés le lemme de Fatou.
On note G(, t, x) I'élément de L'(x,) (*?), défini par :
G(f, 1, X)) = ule* ® | F;], p étant markovienne.

b) Par application directe du lemme 5.2.1 de [2], d’aprés la condi-
tion (T.2), VF : #* — R, continue, bornée, I’application
A — /"[F(w)a).f(w)]

(2) On utilise abusivement une notation de fonction. 4 posteriori, sous les hypothéses (T),
il existe un représentant de G(f, ¢, .) de classe C? en x.

Vol. XI, n° 2 -1975.



164 M. YOR

est continiment différentiable sur R, pour toute fonction f de @(Ri),
et :

d
7 L.=;. ulF(w)a; (w)] = It[F(w = Aof) % L:oA ; f(w)] .

En particulier, pour Fe F,, on a :

G MF@=1/1= 5

=lo

@i (o)) = Fw=107) 37 A

A=

_ _ > - h +
~n[Fe-tonlg; | mo 5| asol]].
) \ a - a + . N 1
D’aprés (T.2), = At) et — | A;{(t) appartiennent a L*(p),
O =0 O =0
et en posant

W% = a5

A0 F,"] (1 est markovienne)
=0 =

il vient :

o d d
* dj{l=oﬂ[F(w—1f)]=a

u[F(@)a; ()]

- u[F(co ~ 4of) g 2 L=OA;f(t, ©) + (%) {]

¢) En particulier, en prenant F(w) = ¢(X,(w)), avec ¢ : R — R, continue,
bornée, a support compact, et 1, = 0, on a, avec les notations de (T.1)
et (T.3) :

fPQ(X)fl)(x)de 0= fpt(x)¢(x)l//}(x)dx

+ u[qb(X,) j:du [ﬁ %—?(u, )

(X)) — (cf')'(u)ﬁ,,ux(x,>]]

- f PO () + f P)P(x)dx f(:du[t//,,.,(x)f(u) — (Y @r)]
D’ou
¢ w0 = 2870 — [ lh,00 ) = (o Y0,
d) D’apreés la formule (*), on a :

U[F(@)aly(@)] = uF©)]

+ u[F@) [ duasy (@ g 2| Ao +un +vix@ +wol]

pour toute fonction F, continue, bornée, F, . mesurable.
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D’aprés (T.2), cette égalité s’étend a toute fonction F, F, .mesurable,
bornée. Si I’on note

K@) = 5| A o) + U

le lemme de Gronwall entraine ’unicité des applications ¢ : R, — Ll(;t,f,' ),
bornées, et solutions de :

VFelF;),  WF@] = WF@) + u[F) [ duba @+ )|
Vi>0

En effet, si ¢, et ¢, sont deux telles fonctions, on a alors :
VA < A, p[Sup | o) |{n;|$:(d) — ¢2(D) ]

ust 5
<u [Sup ()| {n; fodu | 61(1) — 62(1) 1]

u<t

x Sup | (o + pf) |

{o]lo@) | <aVus<t}:p<A

D’aprés la formule (**) et les hypothéses (T.1) et (T.3),
Sup H (o + pf) < o,

{ollo@) | <nvu<t} x(u<A)

et on peut alors appliquer le lemme de Gronwall a

f@) = p[Sup|o@)|<n;]| o) — d2(A) [}

ust

De plus, ’unique solution ne peut étre que :

A
$(2) = exp f A (@ + wf)du.

e) On obtient donc finalement :

as@)=exp [ A+

t
=exij
]

} | +f lw}(x,+uf(t»du§
0

On avait par définition : a{(w) = exp Af(t, ®)G(, t, X))
Avec les notations du théoréme 3, on a :

F(f, t, X,) = Log G(f, t, X))
= [ v @) + urpan

¥, X 0) £0) ¥ (1, X~ V@ (X + 30) gdu
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On peut donc prendre pour fonctionnelle F, d’aprés la formule (**) :
F(f, 1, x)= Log p(x+/ (1)) — Log p(x)

+ 705 | YO+ )= 00+ B+ 0) =, 1)
si f(£)#0
= [[aulr Y 01,00+ G0 i /=0

Les hypothéses (T.1) et (T.3) entrainent alors que (R.2) est vérifie.

La proposition suivante est intéressante dans le cadre de la théorie des
champs, ol les mesures quasi invariantes considérées sont euclidiennes (**)
(voir [I] et [2], par exemple).

PROPOSITION 6.1.3. — Soit u probabilité markovienne sur #°*, dont le
module de quasi-invariance est a; = e™, avec :

@ A=

ot ¥ e CU2(R* x R) et ce C*(R*), la fonction ¢ ne s’annulant pas.
On suppose de plus que les variables (X,);», ont méme loi py(dx).
Si u vérifie les conditions (T) (**), qui s’écrivent ici :

P, X+ @) = ¥ X) = @YX+ 370) gdu,

(T.1 Uo(dx) = p(x)dx, avec peC*R); p >0,
(T.2) VK compact de RY, f duf dxp(x)[, %1—; u, x) |+ | x l] < ©

K R
(T.3) ("
alors :
Vo<s<t, X=X, + f '5(u)dB, + f ", X,)du,
ou :
)] (B,);> 0 est un x.mouvement brownien

1
2 = e—
@ &=
1P 1

3 {(s, x) = a5 R;)- X o(s)

Preuve. — La proposition 6.1.2 et le théoréme 4 entrainent ’existence d’un

(*?) Voir 1.2.
(%) Voir la proposition 6.1.2.
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p.mouvement brownien (B,),», et d’une fonction ¢ e C'(R* x R) tels
que :

t t
VO<s<t, X, =X, + f 8(u)dB, + f C(u, X,)du.
§ S

Soit F primitive d’une fonction ¢ de 2(R). La formule de Ito entraine :
t
F(X,) =F(X,)+ f "F/(X,)8(4)dB, + f " duF' (X)), X,)+ % f F/(X,)6%(u)du.

Par définition de F, il existe une constante C telle que
|F(x)| < CA + | x ).
D’aprés (T.2), F(X,) est donc dans L*(x). D’ou :

EIF(X,)] = EIFCX)) + [ duE[F ()0, X))+ 5 [ aubF (%0150

Les variables (X,),-, ayant méme loi, et les fonctions
u — E[F' (X))l X,)] et u — E[F'(X,)6*(v)
étant continues, on a :
Vs > 0, 0 = E[F'(X,){(s, X)] + %62(s)E[F”(XS)]
Or, F' = ¢ € 2(R). D’ou :

[readsocaces, = = 5526 [oeor was,

ce qui entraine (3).

Remarque. — La formule (3) de la proposition 6.1.3 est I’'une des for-
mules fondamentales figurant en [2] (1.5, chapitre 1) et [9] (formule p)
paragraphe 2), ot ¢(s) = — 1 et la fonction { qui y est étudiée est ici (— ().

6.2. Remarques

Il est intéressant — malgré les cadres différents des études faites en [2]
et ici : les mesures p considérées en [2] sont markoviennes, quasi invariantes
et, de plus, euclidiennes — de comparer les conditions de régularité RE (1-2-3)
figurant dans 1’énoncé du théoréme 6.1 de [2] et les conditions T (1-2-3) :

(T.1) est analogue a la premiére partie de RE 3 : la mesure y, admet
une densité p partout positive et C*.

L’analogue de (T.2) figure dans la proposition 6.3.1 de [2] : Q € L)(R, 1)
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(Voir également la condition L2 de la proposition 5.2 de [2]). La seconde
partie de RE 3 est : Qe L3(R, ).

L’analogue de (T.3) est (RE 2) : le domaine de H contient Z(R). Notons
que (RE 1) : la valeur propre de 0 de H est simple et isolée, qui intervient

dans la démonstration de la proposition 6.3.2 de [2], n’a pas d’équivalent
ici.

2. Supposons que le semi-groupe ICI,,,, soit induit par un semi-groupe de

)<=

L > ~ Y . .
et que les applications N, (x, x) et N,’“(x, % (u, .)) soient continues en X.

En prenant soin de définir les termes employés, la condition (T.3) signifie
en particulier :

ny4
1€D(A); -5}-(”, DED(A), ol (A)u>o

noyaux I:I,,,,(x, dy) tel que IN\I,,,,(x, lx ) < oet 1\~I,’u (x, %?—(u, )

~

désigne le générateur infinitésimal du semi-groupe N, ,.

En rapprochant ceci du théoréme de Dynkin 5.7, chapitre 5 de [10],
sur la caractérisation des diffusions, on peut alors poser la conjecture :

Soit p mesure quasi invariante, markovienne sur # ., de module de
quasi-invariance donné par la formule (I') et vérifiant la condition (T.3).
1 est alors la loi d’un processus de diffusion (inhomogéne) partant de x,
ent =0.

On peut formuler une conjecture analogue dans le cadre de I’étude de [2],
vis-a-vis de ’hypothése (RE 2).

Notons que, dans le cas homogéne, la condition (S.2) (plus restrictive
que (T.2) permet de parvenir a4 (R.2) sans aucune hypothése sur le semi-
groupe (P,) du processus de Markov (X,).

3. Si I’on suppose que g mesure quasi invariante sur % ,, de module
de quasi-invariance donné par la foimule (1') est la loi d’un processus de
diffusion de coefficients o et b, avec

be C"* (R, x R), se C'(R})
On a, d’apres le corollaire 3.3.1 :

o(s, x) = 8(s), avec 0% (s)c(s) = — 1
oY oY
\ % 00 =3¢

4. La propriété, pour une mesure u quasi invariante sur #°*, d’étre
portée par ¥, est trés liée, lorsque u vérifie les hypothéses du théoréme 4,
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au comportement en 0 des fonctions {(s) et {(s, x) — définies dans le théo-
réme 4.
En particulier, & ’aide des majorations habituelles sur les équations

stochastiques, si f&z(u)du < o et f u| l(u, X,) | du < o, on voit facile-
1] V]
ment que u est en fait pseudo-portée par #".

6.3. Mesures quasi invariantes sur %
et processus gaussiens

On a déja montré en 2.3 que I’étude de la quasi-invariance et de la pro-
priété de Markov pour les processus gaussiens dont les trajectoires sont
presque sfirement a valeurs dans %~ ,(*) est particuliérement simple. Il est
donc intéressant de caractériser les solutions (X,),»o d’équations stochas-
tiques E(J, {) (intervenant dans le théoréme 4) qui sont des processus
gaussiens. On énonce, pour simplifier, la proposition 6.3, pour des mesures
portées par # .

PROPOSITION 6.3 :

1. Soit 6 : R — R, fonction continue, ne s’annulant pas,
{ : R, x R — R, fonction continue vérifiant :

V(m’ n) ENZ, Sup I g(u’ x) - C(u, y) I < C(n’ m) | x =Yy |

<15 <m
et (B,) mouvement brownien défini sur (Q, F,, P).
= t
(X,):>0 est une solution de E(x, 6, {) : X, = x + f (s)dB, + f,C(s, X)ds
1] 0

et 1’on suppose de plus que le processus {(u, X,),so est continu dans L*(P).
(X0 est alors un processus gaussien si, et seulement si, { est une fonc-
tion affine de x : {(u, x) = a(u)x + b(u).

2. p = X.(P) est une mesure de probabilité quasi invariante sur ¥ ..
Si, de plus, 8, a, b appartiennent 3 C'(R ), le module de quasi-invariance a;
de p est donné par la formule :

(1) log a(@) =
[T} 10 7@ - @ Y@ + 5A607%0) - 5 @) + BEI®

avec

8%c=—1; A=ca®> +ca+ca; B=abc+ b+ cb.
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Enfin, la probabilité u vérifie la condition de régularité (R.2).

Preuve. — Supposons que le processus (X):>0, solution de E(x, 8, ()
(unique, d’aprés la condition de lipschitzialité sur ¢) soit un processus
gaussien.

Soit Fx =0(X;,s < ?f);ona FX C F, (par exemple, 2 cause de la méthode
d’itération utilisée pour construire (X,))

On en déduit :

t

VO<s<t, (tTls) E[X, — X, IEi‘] = t—l—sfduE[C(u, X)) | l‘j‘]

Le processus (X,),5, est markovien pour les tribus (F ):>o et la proba.
bilité¢ P (C’est une diffusion inhomogéne). On a donc :

E[Xt - Xs l Ei(] = E[Xt - Xs | Xs]

Le processus (X,) étant supposé gaussien, il existe deux réels ofs, t) et
B(s, 1) tels que :

E[X, = X, | F¥] = o(s, )X, + B(s, 1).

D’aprés ’hypothése de continuité de C(t, X):»0 dans LY(P), on a :

{(s, X)) = LY(P). hm )[a(s X, + B(s, 1)

J étant supposé continue et strictement positive, on a, d’aprés la formule
de Cameron-Martin, g = X.(P) quasi invariante. En particulier, le sup-
port de X(P), (s > 0) est R, et aucune des variables gaussiennes X8>0
n’est dégénérée. On déduit de ceci que la limite précédente existe si, et
seulement si, les deux expressions :

a(s) = lim —l—oz(s 1) et b(s) = lim L B(s, 1)
t tls t—s

tyst T
existent. D’ou : {(s, x) = a(s)x + b(s)dxp.s, et donc partout, par conti-
nuité de {(s, .).
2. La seconde partie de la proposition est une application du théoréme 4-b
lorsque {(s, x) = a(s)x + b(s).
Rappelons enfin qu’il est démontré en [2] (proposition 6.4.1), quilya

unicité des mesures de probabilité u sur S’(R, R), quasi invariantes sous les
translations de S(R, R), de module de quasi-invariance a; donné par :

as@) = [ = @) + 177 = 0]
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avec m > 0, ’'unique mesure étant la mesure 4™ du champ libre de masse m,
portée par C(R, R). Le résultat est une conséquence de I’injectivité de la
transformée de Fourier des probabilités sur S'(R), et du fait que 1’appli-
cation X, : f — f” — m*f de S(R, R) dans lui-méme est bijective (voir la
proposition 6.4.1 de [2]). Une telle méthode ne s’applique pas dans le
cadre choisi ici — quasi-invariance sous les translations de @(Ri), ou
2(R) — Z,, n’étant pas bijectif de 2(R) dans lui-méme, d’aprés la formule :

E 0 = [ e s

(formule 2.6.3 donnée en [2]).
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