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Formule de Ito pour des processus non continus

à valeurs dans des espaces de Banach

J. B. GRAVEREAUX et J. PELLAUMAIL

Laboratoire de Probabilités, Rennes, ERA 250

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. X, n° 4, 1974, p. 399-422.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - On prouve la formule de Ito pour un processus non continu
à valeurs dans un espace de Banach E et de variation quadratique finie
en moyenne et pour une fonction également à valeurs dans un espace de
Banach G. Dans le cas où E est un espace de Hilbert et où G = I~, les
hypothèses sont plus générales que celles utilisées en [3].

SUMMARY. - An Ito-formula is proved for a non continuous Banach
valued process with has a mean finite quadratic variation and for a Banach
valued function. Even for Hilbert space, the hypotheses are more general
than those of [3].

INTRODUCTION

Dans [2] et [4], une « formule de Ito » est prouvée pour un processus
réel non nécessairement à trajectoires continues. Dans [3], une formule
de Ito est prouvée pour un processus non continu à valeurs dans un espace
de Hilbert, la fonction considérée étant à valeurs réelles. Dans [6] une
« formule de Ito » est prouvée pour un processus continu à valeurs hilber-
tiennes. Nous donnons ici une démonstration de cette formule pour un
processus X à valeurs dans un espace de Banach -E et pour une fonction f
également à valeurs dans un espace de Banach G. Si E et G sont des espaces
de Hilbert et si X est une martingale de carré intégrable, cette formule
est prouvée sous la seule condition que la différentielle seconde f " de .r
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400 J. B. GRAVEREAUX ET J. PELLAUMAIL

soit uniformément continue sur les parties bornées de E. Si E est un espace
de Banach quelconque, si G est un dual d’espace de Banach séparable et
si le processus X étudié admet une variation quadratique finie en moyenne,
on prouve une formule de Ito « faible » (cf. théorème D-3-2°) si la diffé-
rentielle .l~" est faiblement uniformément continue sur les parties bornées
de E.

Il est à noter qu’on obtient ainsi une formule de Ito dans un cadre non
hilbertien contrairement à ce qu’aurait pu laisser supposer [9].
Même dans le cas où E est un espace de Hilbert et où G = (~, la formule

de Ito est prouvée sous des hypothèses plus générales que celles de [3]
(cf. contre-exemple E-l).
La démonstration proposée est totalement différente de celle utilisée

en [2] : elle est, pour une part, assez voisine de celle adoptée en [3] et [4]
et généralise celle utilisée en [7].
Au paragraphe A, on donne les données et conventions valables pour

toute la suite. Au paragraphe B, on donne une définition de l’intégrale
stochastique à la fois très élémentaire et très générale et qui suffit pour
prouver la formule de Ito. Au paragraphe C, on établit quelques lemmes
préliminaires relatifs à un processus dont la variation quadratique est

« localement finie en moyenne ». Au paragraphe D, on donne le théorème
fondamental sur la formule de Ito et on considère le cas particulier où
l’on a des espaces de Hilbert et une martingale de carré intégrable. Au
paragraphe E, on donne quelques contre-exemples en liaison avec ce qui
précède.

A. DONNÉES ET CONVENTIONS GÉNÉRALES

A-1. Pour toute cette étude, ON SE DONNE
- un ensemble des temps T = [0, 1],
2014 un esspace probabilisé (Q, F, P),
- une famille croissante de sous-tribus de F contenant toutes

tous les ensembles de mesure nulle de ~,
- trois espaces de Banach E, F et G et une application bilinéaire continue

de F x E dans G qui à ( y, .v) élément de F x E associe y. x élément de G

(en général, on aura F = G)) .

A-2. PAR CONVENTION

- si V est la partie vide de T, on pose 
- quand on parlera de processus adapté, prévisible, de temps

d’arrêt, etc., ce sera toujours par rapport à la base de processus

(Q, ~~ P, 
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401FORMULE DE ITO POUR DES PROCESSUS NON CONTINUS A VALEURS

- pour tous les espaces de Banach considérés, la norme sera notée )!.)),
- on notera x® 2 l’élément x 0 x de E 0 E,
- E0E sera toujours muni d’une norme telle que Il y Il,
- si / est une fonction deux fois différentiable de E dans F, on notera f ’

la différentielle première et f " la différentielle seconde de f’ : cette diffé-
rentielle seconde sera considérée comme une application linéaire définie
sur E 0 E ; si u est un élément de E et v un élément de E 0 E, on notera

,l’"(u)(v) la valeur dans F de la différentielle seconde f " en u appliquée
au vecteur v,
- on notera L~(Q, ~, P) l’espace des variables aléatoires 3’-mesurables,

à valeurs dans E, muni de la convergence en probabilité.

B. INTÉGRALE STOCHASTIQUE

B-I. INTRODUCTION

On va maintenant donner une définition de l’intégrale stochastique à
la fois très élémentaire et très générale et qui nous suffira pour prouver
la formule de Ito.

B-2. DÉFINITION DE d

On désignera par ~/ l’algèbre de parties de Q x T engendrée par les
« intervalles stochastiques » ]r, y’] où r et r’ sont deux temps d’arrêt
tels que (1  Q’. 

B-3. DÉFINITION DE YJX POUR Y A-ÉTAGÉ
Soit X = (X,),eT un processus fortement cadlag (c’est-à-dire continu

à droite et admettant des limites à gauche). Soit x la fonction simplement
additive à valeurs dans F, P) et définie sur j3/ par x(]y, ~’J) = XQ. - X~
pour tout couple (r, (1’) de temps d’arrêt tels que (1  Q’ (on vérifie facile-
ment que ceci définit bien une telle fonction). Soit Y un processus /-étagé,

c’est-à-dire que Y = 1 A(i) avec, pour tout élément i de I, A(i) élément

de j3/ et a; élément de F. On peut alors poser

(vérification immédiate).

Vol. X, n° 4 - 1974.



402 J. B. GRAVEREAUX ET J. PELLAUMAIL

B-4. DÉFINITION DE 9"B, ~2 ET!/ 3
On dira que X appartient à ~1 (resp. !/2’ ~3), si les conditions sui-

vantes sont réalisées :

(i) X est à valeurs dans E et fortement cadlag,
(ii) pour tout E > 0, il existe a(E) > 0 tel que, pour tout processus

YA-étagé à valeurs dans F (resp. dans E, dans 2(E, R)) uniformément
borné par 1,

La définition de ~2 dépend donc de la norme que l’on a choisie sur EQE.
Dans ce qui suit, on ne considère que le cas où X appartient à ~1 mais

on aurait évidemment des résultats analogues pour X élément de ~2
ou de ~3.

B-S . LEMME

Soit Y un processus à valeurs dans F fortement cadlag (c’est-à-dire
continu à gauche et admettant des limites à droite). Alors il existe une suite
croissante o de temps d’arrêt telle que :

(i) lim  il = 0,

(ii) pour tout n, t  implique ~ ~ Yt(ay Il K n.

Preuve. - Il suffit de considérer la suite de temps d’arrêt définie par :

B-6. LEMME

Soit Y un processus à valeurs dans F fortement cadlag. Alors Y est limite

uniforme (sur S2 x T) d’une suite de processus o tels que ( pour tout n)
quel que soit E > 0, il existe un processus ~=étagé Yn tel que

Preuve. Pour tout n, on pose 6(n, 0) = 0 et, pour tout k,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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et H(n, k) = Ensuite, soit :

Enfin, il suffit d’utiliser le fait que, pour tout n, k et e’ > 0, il existe une
variable aléatoire H(n, k, telle que

B-7. DÉFINITION DE L’INTÉGRALE STOCHASTIQUE (PROPOSITION)
Soit f l’ensemble des processus Y à valeurs dans F fortement cadlag.

Il existe une application bilinéaire unique, définie sur J x [/1’ à valeurs

dans ~’, P), qui à (Y, X) associe YdX et qui satisfait aux condi-

tions suivantes : ’
(i) en restriction aux processus /-étagés, cette application coïncide

avec celle définie en B-3 ;
(ii) si (Y, X) appartient à (f x ~1), il existe un processus cadlag

Z = unique à l’indistinguabilité près, tel que, pour tout t,

(iii ) soit K > 0 ; soit (Y")" > o une suite de processus fortement cadlag
qui converge uniformément vers un processus Y et telle que, pour tout t,
cc~ et K ; soit Z (resp. Z") le processus cadlag défini par

Z, = Y . dX (resp. Z: = Alors, pour tout t, (Zi )" > o con-

verge en probabilité vers Zt. De plus, il existe une application croissante g
de N dans N (une « sous-suite ») telle que la suite de processus o

converge P. p. s. uniformément par trajectoires vers le processus Z. 
’

Preuve. - Compte-tenu de B-S, il suffit d’étudier le cas où Y est uni-
formément borné. Si Y est /-étagé, l’existence de Z est évidente. Il en est
de même si Y est un processus Y~ du type indiqué au lemme B-6. Prouvons
d’abord la propriété (iii) pour une suite (Y")" > o de processus /-étagés
(convergeant uniformément vers Y quelconque). Pour tout n > 0, soit

d(n) > 0 tel que, pour tout processus V~-étagé à valeurs dans F et borné

par 1, on ait P Il VdX ~ d(n)]  2-n (cf. B-4) ; puis, soit g(n) tel que,
pour g(n), -’

Vol. X, n° 4 - 1974.
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Pour tout k, soit u(k) le temps d’arrêt défini par :

on a

donc P[)tZ~ - Z~’!! ~ 2-"] ~ 2-B
Autrement dit,

On déduit de ceci et du lemme de Borel-Cantelli que la suite de pro-
cessus est, sauf sur un ensemble de mesure nulle, uniformément
de Cauchy par trajectoires. Soit (Z,) le processus limite, défini à l’indistin-
guabilité près. Ce processus est cadlag. De plus, ce processus est tel que,
pour tout temps d’arrêt Q :

On déduit de ce qui précède et du lemme B-6 les propriétés (i) et (ü)
dans le cas général. Enfin, la propriété (iii) se prouve dans le cas général
en reprenant le raisonnement qui précède.

B-8. LEMME

Soit X un processus appartenant à Soit Y un processus à valeurs
dans F, fortement caglad. Soit Z le processus cadlag défini par

Pour tout temps d’arrêt Q on a :

Preuve. Il suffit de considérer le cas où Y est uniformément borné.
La propriété indiquée se vérifie immédiatement pour les processus

Ensuite, on considère le cas où Y est limite uniforme d’une
suite (Y~)~>o de processus /-étagés ; d’après la condition (iii) du para-
graphe qui précède, on peut trouver une sous-suite o telle que la
sous-suite associée converge P. p. s. uniformément par trajec-
toires vers Z ; on en déduit la propriété annoncée par passage à la limite,
compte tenu du lemme B-6.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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B-9. REMARQUES

a) Dans ce qui précède, on n’a pas supposé que l’applioation A ........1 dXJA

est a-additive, ni, a fortiori, qu’elle admet un prolongement a-additif
à la tribu des prévisibles ; pour une étude dans ce cas, cf., par exemple,
[5] ou [8].

b) Soit X un processus à valeurs dans E fortement cadlag ; alors X appar-
tient à ~1 si X est tel que la « semi-variation » de la « mesure stochastique »
(cf. [8]) associée est finie, c’est-à-dire si :

cette borne supérieure étant prise pour tous les processus Y, 
à valeurs dans F et uniformément bornés par 1.

c) Soit une suite croissante de temps d’arrêt telle que
 lJ = 0 et X un processus tel que, pour tout n, (Xt03C3(m))t~T

soit un processus qui appartienne à J1; alors X appartient à J1.

C. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES
SUR LA VARIATION QUADRATIQUE

C-I. DÉFINITION

Soit X un processus à valeurs dans E. On dira que X admet localement
une variation quadratique finie en moyenne s’il existe une suite crois-
sante de temps d’arrêt satisfaisant aux conditions suivantes :

(i)  1] = 0,

(ii) pour tout n > 0, si X" désigne le processus arrêté à y(n), on a, pour
toute famille finie croissante (Q’(k))1, k,~ de temps d’arrêt,

C-2. LEMME

L’ensemble des processus à valeurs dans E qui admettent localement
une variation quadratique finie en moyenne constitue un espace vectoriel.

Preuve. Compte tenu de la définition qui précède, il suffit de noter

que, pour deux variables aléatoires f et g à valeurs dans E, on a

Vol. X, n° 4 - 1974.
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C-3. LEMME

Soit X un processus cadlag à valeurs dans E admettant localement une
variation quadratique finie en moyenne ; pour P-presque toute trajectoire
la famille {~ Xr - j2 est sommable donc on peut définir, par tra-
jectoires, un processus U continu à droite (à variation bornée par trajec-
toires) en posant : 

-

Par ailleurs, soit X un processus cadlag à valeurs dans E tel que, pour
presque toute trajectoire, la famille { [ X, - Xt- [ (2 est sommable ;
soit f une fonction définie sur E, à valeurs dans F, deux fois continûment
différentiable et dont la différentielle seconde est bornée sur les parties bor-
nées de E ; alors, pour P-presque toute trajectoire cv, la famille

est sommable donc on peut définir, par trajectoires, un processus Q(t) continu
à droite à variation forte bornée, par trajectoires, en posant :

Enfin, les processus U et Q sont adaptés aux tribus 

Preuve. Par localisation, on peut se ramener au cas où X est borné

par a et où la variation quadratique de X est bornée, en moyenne, par b,
ce que nous supposons désormais. Pour tout n, soit

Par hypothèse, b.

Soit H = lim. inf. Hn. On a 03A3 ~ X, - H ce qui prouve la

première partie du lemme, la continuité à droite de U étant évidente.

De plus, d’après la formule de Taylor, pour tout t et tout on a :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Puisque f " est bornée sur le domaine Il x il existe une constante c

telle que Il x t  a implique [ c ; les membres de l’égalité ci-dessus

sont donc majorés en norme Xr - I (2 d’où la deuxième

partie du lemme. 
~

Il reste à prouver que U et Q sont adaptés. Nous ferons la démonstration

pour U, celle pour Q étant analogue. Comme précédemment, on se ramène
au cas où X est borné et admet une variation quadratique bornée en

moyenne. Pour tout n > 0, soit (r(M, o la suite croissante suivante :

(si l’ensemble ci-dessus est vide, on pose a(n, k + 1) = t). Puisque le pro-
cessus X est cadlag, pour tout n, lim. k)  1] = 0.

Pour tout n, soit Zn la variable aléatoire définie par

variable aléatoire bien définie d’après ce qui précède.
De plus, ce qui précède montre que la suite converge P. p. s.

vers une variable aléatoire Z (telle que ~ ~ Z ~ ~  H) ; ceci montre que Z
est un élément de !Fr, P). Or Z = U(t) P. p. s. donc U est un pro-
cessus adapté. Notons aussi que U est défini à l’indistinguabilité près
puisque continu à droite.

C-4. PROPOSITION ET DÉFINITION

Soit X un processus à valeurs dans l’espace de Banach E. Soit hune

application bilinéaire continue de E dans l’espace de Banach G. On pose
h(u) = h(u, u).
On suppose que X appartient à ~1 avec F = G). On peut alors

considérer le processus V~ défini, à l’indistinguabilité près, par :

l’intégrale h(X" -, dXu) étant définie comme l’intégrale stochastique,
par rapport au processus X, du processus ), processus continu à

gauche, localement borné et à valeurs dans F = G). On notera

( h(X,, X,) ) ce processus Vfl. Soit o une suite de processus qui appro-

Vol. X, n° 4 - 1974.
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che uniformément le processus X comme indiqué au lemme B-6 avec

Soit (V")n ~ o la suite de processus définie par

sur l’intervalle ]a(n, k), + 1)]. Alors, la suite o converge P. p. s.

uniformément par trajectoires vers le processus Vh.
On suppose, de plus, que X admet une variation quadratique finie en

moyenne. Le processus (V~) est alors à variation forte bornée en moyenne ;
si la norme de h est inférieure à 1, l’espérance de cette variation totale est
bornée par l’espérance de la variation quadratique de X. De plus, soit U~
le processus défini par :

Le processus S~ = V’’ - Uh est alors à trajectoires continues (et admet
une variation forte bornée en moyenne). Les processus V~, U~ et S~ sont
cadlag et adaptés. On notera ( h(X, X) ~‘ le processus S".

Preuve. La preuve est tout à fait analogue à celle indiquée aux para-
graphes e), f ) et m) de la preuve du théorème D-1 ci-après.

C-5. PROPOSITION

Soit un processus à valeurs dans un espace de Banach et dont

la variation quadratique est finie en moyenne. Soit l’ensemble des

partitions finies de Q x T constituées d’intervalles stochastiques ]r, a~’].
Pour tout élément p et tout élément A de d, soit ap(A) la borne

supérieure de l’espérance de la variation quadratique de X quand on se
restreint à A et aux partitions plus fines que p. Soit a(A) = inf. ap(A).pE~

La fonction a( . ) est alors une fonction positive définie et a-additive sur si.
On peut lui associer un processus croissant « naturel » A qu’on appellera
processus naturel associé à la variation quadratique de X.

Preuve. Pour tout élément p de la fonction ap( . ) satisfait à la condi-
tion suivante :

AEd, Bed, AnB=0 implique u B) > ap(A) + ap(B)

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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et il y a égalité si p est plus fine que la partition {A, B }. De plus, si p est
plus fine que p’, a p( . )  a p.( . ).

Soit a = inf. x T) ; soit une suite d’éléments de 9, suite
pe9’ p

de partitions de plus en plus fines, telle que a = li m x T). Soit,
pour tout élément A de 

"

On a aussi :

Soient A et B deux éléments de d avec A n B = 0 et, pour tout n, la

partition p’(n) plus fine que p(n) et que la partition { A, B }. On a
a( . ) = li m donc a(A v B) = a(A) + (par passage à la limite).

Il est clair que a ne charge pas les processus évanescents. Il reste à prouver
que a satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme I-D-2, p. 20 de [8] ; il

suffit de prouver ces propriétés pour l’une des fonctions par exemple
celle qui correspond à la partition triviale { 0, Q x T ~ et qu’on notera lie

Prouvons d’abord la condition (i) par l’absurde. On suppose donc

qu’il existe s e T tel que lim. â(S2 x ]s, t) ) = e > 0. Soit u > s tel que

4 
rtS

a(Q x s, u) )  3 E ; on a aussi x ]s, e ce qui implique qu’il

existe une famille finie croissante de temps d’arrêt compris
entre .s et u telle que

il existe alors v avec s  v  u tel que, si Xv désigne le processus arrêté
à v. on ait :

ceci et .~l impliquent â( ]v, u] ) > 8/2; or â( ]s, v] ) > 8 u] ) > - 3 s
d’où la contradiction. 

~

Prouvons maintenant la condition (ii). On raisonne également par
l’absurde. On suppose donc qu’il existe une suite (~(n))n > o croissante de
temps d’arrêt telle que lim. P[a(n)  1] = 0 et telle que

On construit une application croissante f de N dans N (une « sous suite »)
par récurrence de la façon suivante : f’( 1) = 1, puis, J’(n) étant déterminé,

Vol. X, n° 4 - 1974.



410 J. B. GRAVEREAUX ET J. PELLAUMAIL

puisque â( ]~( f ~(n)), 1] ) > E il existe une famille finie croissante (Q’(i )) 
de temps d’arrêt compris entre 6( f (n)) et 1 telle que

puisque lim . P[Q(n)  1] = 0, il existe j’(n + 1) > j’(n) tel que, si X désigne
le processus X arrêté à + 1)), on ait :

ce qui implique n( ]~( f (n)), 6( J’(n + 1 )) ] ) > E/3. Mais ceci implique
âc( ]©, 6( J’(n)) ] ) > nE/3 ce qui contredit le fait que â est bornée.

L’existence du processus A est classique (cf. [1] ).

D. FORMULE DE ITO

D-1. THÉORÈME

1) On considère les données indiquées en A avec F = ~(E, G). De plus,
soit X un processus qui appartient à ~2 B-4) et qui admet localement
une variation quadratique finie en moyenne (cf C-1 ). Soit f une fonction
deux fois différentiable, définie sur E et à valeurs dans G, dont la différen-
tielle seconde j’" est bornée sur les parties bornées de E.

Soient U, Q, V et S les processus définis par :

Alors les processus U, Q, V et S sont des processus à variation Jorte
bornée par trajectoires et S est à trajectoires continues : dans ces égalités,
les sommations sont définies par trajectoires et l’intégrale

est une intégrale stochastique au sens indiqué en B-7.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Soit A le processus naturel associé à la variation quadratique de X comme

indiqué en C-5. Soit B le processus défini par B, = (2. Pour
s,r

tout couple de temps d’arrêt (a, a’) avec a  ~’ on a

et

2) Sous les hypothèses du 1), si X appartient à ~1 (cf B-4) et si j’" est
uniformément continue sur les parties bornées de E, on a :

Dans ces f ôrmul es :
- les sommations sont définies par trajectoires,
- l’intégrale est une intégrale stochastique au sens

indiqué en B-7,

- les intégrales et dS" peuvent être

déterminées par trajectoires,
- l’égalité est une égalité de processus définis à l’indistinguabilité près.
3) Sous les hypothèses du 1), si X appartient à ~3, et si f " est faiblement

uniformément continue sur les parties bornées de E, soit L(t) le processus
cadlag défini, à l’indistinguabilité près, par :

les intégrales et les sommations considérées pouvant être déterminées par
trajectoires.

Alors, pour tout élément x’ du dual G’ de G, ~ L(t), x’ ~ est indistinguable

Vol. X, n° 4 - 1974.
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du processus 1( f ’(X" - ), x’~. dXu, ce processus étant lui-même une inté-
grale stochastique au sens indiqué en B-7 avec G = R : dans ce cas, le symbole

correspond donc à une intégrale stochastique « faible ».

Preuve. Pour alléger la présentation, nous allons prouver simulta-
nément le 1) et le 2) et donc nous placer sous les hypothèses du 2).

a) Les processus U et Q sont bien définis d’après le lemme C-3. Il en

est de même de V, et donc de S, puisque X appartient à $~’ De plus, tous
ces processus sont continus à droite ; de même, toutes les intégrales consi-
dérées définissent des processus continus à droite : il suffit donc de prouver
la formule pour t = 1.

b) Soit la suite croissante de temps d’arrêt définis par

a(n) = > n ~ ; puisque X est cadlag, li m  1] = 0.

Il suffit donc de prouver la formule annoncée pour chaque processus
Compte tenu du lemme B-8, il suffit donc de prouver la formule

annoncée pour les processus de la forme

c’est-à-dire pour des processus uniformément bornés.

On suppose donc, désormais, que X est uniformément borné par a.

De même, on suppose que X admet une variation quadratique finie en
moyenne.

c) Soit b = Sup. Il f "(x) Puisque X appartient à pour tout n > o,

il existe c(n) tel que, pour tout processus YA-étagé à valeurs dans la boule
unité de F, on ait :

De même, puisque X appartient à ~2, pour tout n > 0, il existe e(n) tel

que, pour tout processus YA-étagé à valeurs dans la boule unité de E,
on ait :

Pour tout n > 0, soit :
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d) Pour tout n > 0, soit (y(M, suite croissante de temps d’arrêt

définie par récurrence par 0) = 0 et

O’(n, k + 1 ) = inf. { t : t > k) et Il X, - > d(n) ~
Pour tout n, lim. P([a(n, k)  1]) = 0 puisque X n’admet pas de discon-

tinuité oscillatoire.

e) Pour tout n > 0, soit V le processus défini, pour tout couple (t, ce)

appartenant à [y(~, k), + 1 )[, par :

et par

Nous allons d’abord montrer que la suite de processus (V")n > o converge
P. p. s. uniformément par trajectoires vers le processus V.
On a:

( la première somme étant évidemment égale à X® 2 - 
Soit Z"(t) le processus prévisible défini, pour tout couple (t, apparte-

nant à ]a(n, k), + 1 )], par Z"(t) = 
Posons : 

’

On a V"( 1 ) = et, si t E [~(n, k), a(n, k + 1 )[,
V"(t) = (X, - 

Par construction, pour tout t et tout Zi (c~) - ~ d(n).
Par construction de d(n), on a donc, pour tout temps d’arrêt a :
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ceci étant notamment satisfait pour le temps d’arrêt a défini par :

On en déduit :

D’après le lemme de Borel-Cantelli ceci montre la convergence uniforme
par trajectoires des processus V" vers le processus V sauf sur un ensemble H
de mesure nulle, d’où le même résultat pour les V".

f ) On se propose, maintenant, de prouver que V est P. p. s. à variation
forte bornée par trajectoires. D’après ce qui précède, il existe H(n) élément
de ~ tel que P[H(n)]  2-"+ et tel que, si m fi H(n), pour tout t et tout 
Il I Vk(~) - 2’". Il suffit de prouver que, en restriction à QBH(n),
V est à variation forte bornée en moyenne (ce qui impliquera que V est
aussi à variation forte bornée par trajectoires).

Soit une famille finie croissante d’éléments de T ; on a,
pour i 

 2k.2-‘ + espérance de la variation quadratique de X
d’où le résultat escompté.

g) Pour tout n et k, soit :

De plus, pour tout n > 0, soit U"(t) (resp. W"(t)) le processus défini sur
k), + 1 )~~ par

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



415FORMULE DE ITO POUR DES PROCESSUS NON CONTINUS A VALEURS

Si ro e A(n, k) et si t = il existe un entier k’ tel que cc~ e A(n + 1, k’)
et t = + 1, donc U"(t) converge vers U(t) et la variation totale
de [U(t) - U"(t)] décroît vers 0 par trajectoires.
De plus, sur A(n, j),

et

donc

ce qui montre que la suite de processus (W"(t))" > o converge vers le pro-
cessus U(t) quand n tend vers l’infini, uniformément par trajectoires.

Soit S"(t) le processus défini sur [a(n, k), a(n, k + 1)[ par

Ce qui précède et le f ) montre que, sauf sur H, la suite S" converge
P. p. s. uniformément par trajectoires vers V(t) - U(t) = S(t).

h) Pour tout n, on a :

D’après la formule de Taylor, pour tout n, k et cv, il existe 

pouvant être majoré comme indiqué au j) ci-après et étant tel que

(en fait, l’identité qui précède ne sera utilisée que sur B(n, k + 1).
On a donc :

avec
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On se propose, maintenant, de montrer converge P. p. s.

pour 1  i  4, quand n tend vers l’infini. ~

i) On a

où Z" est le processus défini au e).
On a, par définition de d(n) (cf. c)) :

D’après le lemme de Borel-Cantelli, ceci montre la convergence P. p. s.

de vers f f’(Xt-). dX, .

j ) Puisque j’" est uniformément continue sur les parties bornées de E,
pour tout s > 0, et pour n assez grand, on a, si cv e B(n, k + 1 ) :

, _ _ _ 

~__,__ _ _ , .. ~..,.., ..

Le fait que X admette une variation quadratique finie en moyenne

montre que converge dans L 1 vers 0 quand n tend vers l’infini.

D’une part, 03A3 a6n,k converge vers d’après le g) et le
k~0 ]0,1]

fait que la suite (K,~)" ~ a de parties de Q x T est croissante et épuise les
sauts de X, en posant :
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On a donc (cf. le e)) :

ceci et le lemme de Borel-Cantelli montre converge P. p. s.

vers f 

1) En considérant une sous suite, on voit que converge P. p. s.

k>0

vers Q(I) d’après le lemme C-3, les propriétés de la suite (K")" > o (cf. le

début de k) et la définition de A(n, k) (cf. le milieu de g)).
En considérant à nouveau, une sous-suite, on peut déduire de la conver-

gence dans Li 1 de une convergence P. p. s. ce qui établit la formule

de Ito annoncée. ~
m) Soit a un temps d’arrêt, le lemme B-8 et la définition de S(t) montrent

que S~ = Sa-. On en déduit que S(t) est à trajectoires continues ce qui
achève la démonstration des 1 ) et 2) ; en effet, la mesure définie sur la tribu
des prévisibles et associée à la variation totale de S est majorée par la
mesure a associée à la variation quadratique de X comme indiqué en C-5 ;
puisque S est prévisible, on en déduit que, pour tout couple (a, r’) de temps
d’arrêt avec a  a’, on a ~ ( S~. - Aa’ - A~ Il P. p. s.

n) Il reste à prouver le 3). Or L(t) est bien défini d’après le 1). De plus,
pour tout élément x’ du dual G’ de G on a « f, x’ ))’ =  f’, x’ ~ et

(~ f; x’ »" =  f ", x’ ~ : le 3) se déduit alors du 2) en prenant G = R.

D-2. REMARQUES

1) Si Xi 1 et X2 sont deux processus qui satisfont aux hypothèses du
théorème qui précède, il en est de même de Xi 1 + lX2 quel que soit A réel.

2) Si X est à variation forte bornée en moyenne, X appartient à 
et ~3.
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3) Si E est un espace de Hilbert, si on munit E 0 E de la norme de
Hilbert-Schmidt, et si X est une martingale de carré intégrable, X appar-
tient à [/2 et admet une variation quadratique finie en moyenne ; en effet,
pour tout processus YA-étagé à valeurs dans E et borné par 1 on a :

4) Si X est une martingale de carré intégrable et si G est un espace de
Hilbert, X appartient à f/1 ; en effet, pour tout processus YA-étagé à
valeurs dans F = 2(E, G) et borné par 1 on a :

D-3. THÉORÈME

1) On con.sidère les données indiquée.s en A avec F = G). De plus,
soit X un processus qui appartient à ~1 (cj: B-4) et qui admet localement
une variation quadratique finie en moyenne (cJ: C-I).

Soit f une fonction deux fois différentiable, définie sur E, à valeurs dans G,
et dont la différentielle seconde j’" est uniformément continue sur les parties
bornées de E.

On a alors :

Dans cette jôrmule :
- les sommations sont définies par trajectoires ;
- la première intégrale est une intégrale stochastique au sens indiqué

en B-7 ;
- la somme des deux derniers termes définit un processus continu ;
- le processus Wt = ~ f "(X t - )(X t Q X t) ~ est un processus cadlag à

variation forte bornée par trajectoires qu’on peut construire de la ,façon
suivante :

Soit (6(n, k)) une famille de temps d’arrêt telle que, pour tout n,
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si

(cJ: B-6). Pour tout n, soit W n le processus défini, sur ]~(n, k), k + 1 )]
par

Alors la suite (W")"~o converge P. p. s. uniformément par trajectoires vers
le processus W.

2) On considère toujours les données indiquées en A. On suppose, de
plus, que X appartient à ~3 (cf B-4) et admet localement une variation

quadratique finie en moyenne (cf. C-1 ). On suppose que G est un dual d’espace
de Banach séparable. Soit f une fonction définie sur E, deux fois diffé-
rentiabl e, à valeurs dans G, dont la différentielle seconde f " est faibl ement
uniformément continue sur les parties bornées de E. On peut encore donner
un sens à  J"(Xt- )(Xt p Xt)~ = Wt; le processus (Wr) est un processus à
valeurs dans G, cadlag, dont la variation forte est bornée par trajectoires ,.
si f " est uniformément bornée par K, si B est le processus cadlag défini par

B, = ( et si A est le processus naturel associé à la variation

quadratique de X C-5), la variation totale de W est majorée, par tra-
jectoires, par celle de K(A + B).

Le processus W est le processus cadlag unique à l’indistinguabilité près
tel que, pour tout élément x’ de J, si G est le dual J’ de J, on ait

pour tout x’, le processus du membre de droite de cètte égalité ayant le sens
indiqué au 1) qui précède (avec G = 

Soit alors L(t) le processus cadlag défini par

les sommations étant déterminées par trajectoires.
Pour tout élément x’ de J, L(t) o x’ est indistinguable du processus
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[0,t][f’(Xu-)03BF x’] . dX", ce processus étant lui-même une intégrale stochas-
]o,r]

tique au sens indiqué en B-7 avec G = R : dans ce cas le symbole

correspond donc encore à une intégrale stochastique

« faible ».

Preuve. - 1 ) Pour l’essentiel, la preuve est la même que celle du théo-
rème D-1 : la seule différence réside dans l’étude de la convergence de

03A3a5n,k c’est-à-dire dans l’étude de la convergence des processus W" indi-
qués ci-dessus. On peut supposer que l’espérance de la variation quadra-
tique de X est bornée par K.

Soit (X"),~>o une suite de processus telle que, pour tout n,

(on procède comme en B-6 et on utilise le fait que toute variable aléatoire
est limite uniforme de variables aléatoires 03C3-étagées).

Pour tout n, soit X" =03A3X? chaque processus X? étant de la forme
Xni = a?. les (A(n, étant deux à deux disjoints et appartenant
à j~ et les a" étant des éléments de E. On pose X" = X. .1 Atn,i>. Pour tout n,

soit W" le processus défini par W" = I  X") ~ (cf. C-4).
iEI

Alors la suite (W")" > o converge P. p. s. uniformément par trajectoires
vers un processus W =  f "(Xr -XXr, Xt) ~ : en effet,

puisque l’espérance de la variation totale de W" - est inférieure

à 2-". K (cf. C-4). Ensuite, n étant fixé, il existe k > n tel que

où W~ est le processus défini par

sur ]~(k, h), a(k, h + 1)] (on utilise la construction indiquée en C-4 et le

fait que X appartient à 
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Enfin, la variation totale de W~ - Wk est inférieure à 2"BK ce qui
donne le résultat escompté (et W = W).

2) Notons d’abord que les hypothèses sur f " impliquent que 1" est
bornée sur les parties bornées de E. Par ailleurs, ce 2) est évidemment
l’analogue du 3) du théorème D- 1 . Le problème est, qu’ici, il faut d’abord
construire le processus W,.
On peut supposer que l’espérance de la variation quadratique de X est

finie et que /" est uniformément bornée par K.
Ensuite, on considère une suite o dense dans la boule unité de J ;

pour tout n, on peut définir le processus (W, o xn) ; ceci permet de cons-
truire (W,) par trajectoires sauf sur un ensemble de trajectoires de mesure
P-nulle parce que, pour tout n, le processus (W, o xn) a une variation totale
majorée, par trajectoires, par celle du processus K(A + B) (ceci se prouve
comme dans le théorème D-l).
La fin se prouve comme au théorème D-1.

E. CONTRE-EXEMPLES 
’

E-1. PROCESSUS DÉTERMINISTE NON A VARIATION BORNÉE

Le but du contre-exemple qui suit est de montrer qu’on peut avoir un
processus déterministe, à valeurs dans un espace de Hilbert séparable,
dont la variation quadratique est finie, continu et de répartition en moyenne
d’ordre deux (cf. [8]) mais dont la variation totale n’est pas finie. Ceci
montre que, même si E est un espace de Hilbert et si G = R, les hypothèses
du théorème D-1 sont plus générales que celles indiquées en [3].
On pose E = L2( [0, 1], m) où m est la mesure de Lebesgue. Soit X

le processus à valeurs dans E défini par, quels que soient t et m, 
étant donc considéré comme un élément de E). On vérifie facilement

que ce processus X satisfait aux propriétés indiquées (la mesure stochas-
tique associée à X est dominée par m (8) P si P est la probabilité donnée
sur l’espace de base).

E-2. MARTINGALE DONT LA VARIATION QUADRATIQUE EST INFINIE

Le but du contre-exemple qui suit est de donner un exemple de mar-
tingale à valeurs dans un espace de Banach réflexif E, telle que

Mo 112]  + oo et dont la variation quadratique n’est pas
localement finie en moyenne.
On pose E = 14 = sous-ensemble des suites de réels muni de la
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norme ( |an|4)1/4 + oo. On considère une martingale discrète o

n~ 0

à valeurs dans E et telle que, pour tout n > 0

où UII est la suite dont tous les termes sont nuls sauf le nième qui est égal à 1
et où A(n) et B(n) sont tels que

On vérifie facilement que la martingale M satisfait aux propriétés
indiquées.
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