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Recherche de plans d’expérience
adaptés a des hypothéses a priori
dans certains cas particuliers

par

X. GUYON, E. LESQUOY, F. SCHAEFFER

SumMARrY. — If RT is the space of all possible values of the parameter ¢
of an analysis of variance problem, we shall consider a « model » as a linear
subspace V of R™. This paper gives, in certain particular cases, the answer
to the following problem:

What experiences have to be fullfilled so that the functions A of the
mean ¢(t) of Y, is estimable, when A belongs to a certain class.

INTRODUCTION

Dans son article [/], D. Vaguelsy propose une formulation globale
des plans d’expérience en présentant le probléme en ces termes : étant
donnée une hypothése a priori, quelles sont les expériences a réaliser pour
répondre & certains problémes statistiques : existence d’estimateurs sans
biais de certains parameétres, précision de ces estimateurs.

Nous donnons ici quelques exemples de recherche de plans d’expérience
adaptés a I'estimation de certains paramétres, dans un modéle fixé.

Si le choix du modé¢le est fixé par la donnée d’un sous-espace V de RT
(T est 'ensemble des traitements), espace des valeurs possibles de la fonc-
tion moyenne ¢ :

o(t) = EY,, teT

on va considérer les deux problémes suivants :

1) Etant donné le modéle V, quels sont les plans adaptés et minimaux
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370 X. GUYON, E. LESQUOY, F. SCHAEFFER

adaptés qui permettent d’estimer ¢ (C’est-a-dire d’estimer ¢(f) pour cha-
que t).

2) Etant donné le modéle V, quels sont les plans adaptés et adaptés
minimaux qui permettent d’estimer ¢, ol @, est la composante de ¢ sur Vi
relativement & la décomposition V=V, @ V,.

NOTATIONS. OPERATEURS ESTIMABLES

Un plan d’expérience est la donnée du couple (U, s) ot

{ U=1{1,2,...,n} est I'ensemble des unités expérimentales,

s: U — T associe a la i*™ unité le traitement s(i) qui lui est appliqué.
Un plan est également caractérisé par I'application linéaire y :

Y:V > RY  définie par  Y(@p) = pos

OPERATEUR ESTIMABLE

Soit A un opérateur de V dans E, espace vectoriel \Y
réel et Yg le vecteur des observations / lw
Ys = ‘(Ysap - - > Yom): E«2— RV Q

On dit que (U, s) rend estimable 'opérateur A si il existe un estimateur
linéaire sans biais de A¢ c’est-a-dire s’il existe A :

A:RY 5 E  EAYg = Agp
pour tout ¢ de V, condition équivalente a
(1) Aoy =A soit  ker y < ker A.

Exemples. — On va réexaminer les deux problémes d’estimations for-
mulés dans Iintroduction, et les reformuler en termes d’opérateurs esti-
mables.

1. Etant donné un modéle V, trouver un plan adapté a I’estimation
de la moyenne ¢ revient a trouver un plan adapté a lidentité I de V. I
sera adapté a ’estimation de tout opérateur de V dans V. Une condition
nécessaire et suffisante est I'injectivité de .

2. Considérons la décomposition V =V, @ V, du modéle. Le plan
est adapté a I'estimation de la composante de la moyenne sur V, pour
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cette décomposition si opérateur PY! de projection sur V, parallélement
a V, est estimable.
De plus, tout opérateur A tel que :

kerA2V,
est estimable pour ce plan.
En effet, si: ker A2 V,, V, = ker PY, on a

A=G.P"

et G o PY{(Yg) estime sans biais Ag si PV'YS est un estimateur sans biais
de PVig.

Remarque. — 11 apparait plus clairement, en utilisant la notion d’opéra-
teur estimable, qu'un plan adapté a I'estimation de PV'¢ est adapté a l'esti-
mation de PYigp pour tout supplémentaire V) de V, dans V. Un tel plan
est donc caractérisé par V,, et non par V,.

On supposera que I’ensemble des traitements T s’écrit :

T=A, XA, x ... X A, (n facteurs)
ou A, est I'ensemble des niveaux du i¢™ facteur. Un traitement serait donc
t=(t19 t2’ s ey ti) "'atk)’

le facteur i est au niveau t;,. On note K = { 1,2, ..., k}. RT est muni du
produit scalaire canonique.

Dans la suite, on considérera toujours que la décomposition V=V, @V,
est orthogonale, condition qui, d’aprés la remarque précédente ne limite
en rien I'étendue du probléme.

* E'est 'ensemble des fonctions de RT qui ne dépendent que des niveaux
des facteurs A;, ie I ou I est une partie de K c’est-a-dire ¢ € E' est réalisé

si @(t, tie) = @(t, t{c) pour tout ¢; dans A, [ A; = | |A, ), i et t} dans A,..
i I I I
iel
** Qg est I'ensemble des fonctions constantes.
*** Q) est le sous-espace de E; qui est le supplémentaire orthogonal

de tous les Q;, J < I
1
(a4

Jgl

RT = @ Q,
}

le®(1,2,...,k

On sait que [2]:
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372 X. GUYON, E. LESQUOY, F. SCHAEFFER

et que @ appartient a Q, est équivalent a :

pour tout j de I, Z(p(tl, ceotisn b tieg, oo ty) =0,

tjeA;

Cecl, pour tout ty, ty ..., tj_y, tisq, ..., L, dans Ay, A, cu Ay,
Aj+1’ ...,A

I. — LE MODELE EST COMPLET
1
On a donc : V = R7, et une décomposition : V =V, @Vf
On démontre alors :

PROPOSITION. — Dés que V, contient un espace Q,, un plan adapté a V,
doit étre complet, c’est-a-dire
SU)=T

La condition (1) pour I'opérateur PY', projection orthogonale sur V,
est équivalente a (2)

) { ¢ nulle sur S(U) et ¢ dans V entraine ¢ € V, soit :
SU*nvey,

ou (S(U))* = {(PGRT§(P|S(U) =0}.
Ici, la condition se réduit a :

(SU))* >V, (onaV,>Q)
a)Cas 1 =90:

La fonction 1 ne s’annule pas ; (S(U))* est donc vide.
b) Cas Card I = 1.

Alors I={j} et Aj=A;={a,,a,; ...,a,}.

Le systeéme des e;, ou i varie de 1 & p — 1, définis par :

1
ety ti) = 04, — ; t;eA;
est une base de Q;

Supposons (S(U))° non vide ; soit (¢ o, t;) un élément de (S(U))°. Comme Q;
est contenu dans [(S(U))]*, les éléments de la base sont dans ((S(U)))*,
en particulier si a; # tp :

1
ei(tjo, tf) - - ;

ce qui contredit I'hypothése. Donc (S(U))° = 0. Le plan est complet.
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c) Cas, Card I > 1.
Supposons que : S(U)" # 0.
Soit (t;, t;) un point de S(U)‘. Construisons une fonction f de €, non
nulle sur (t, ), c’est-a-dire
feQ et fE[S(UY]™
Si Card I =r, t; = (t, ty, - .., t,). Choisissons un point t{
=0, ...,t) avec B #Ety, ot E L

Sur les sommets de I'hypercube construit & partir de ¢; et t;, f prendra
les valeurs + 1 et — 1 et sera nulle partout ailleurs, de fagon a ce que f
soit dans Q. Pour cela, si t{f est un tel sommet :

tf =0t ..., % tF =1t ou f

r

5= zlu.:tr;

i=1—

{ Jat, i) = (- 1y
=0 ailleurs

on pose :

Alors [ est dans Q et f(t, ;) est égale a 1.

Remarque. — Le cas ou V est-égal & E; s’en déduit simplement car sup-
poser ¢ dans E; revient & dire que les facteurs de J° n’ont pas d’action.
Le plan d’expérience doit étre complet pour les facteurs de J, ceux de J¢
étant quelconques.

II. — LE MODELE EST ADDITIF : V=E;+E;, ET InJ=¢

Puisque I et J sont disjoints, il suffit de considérer le cas
CardI =1, Card J =1

en regroupant les différents facteurs de I, puis les différents facteurs de J.
On pose donc I ={i}, J={j}.

1. Estimation des effets du premier facteur

Dans le cas oit Card I = Card J = 1, il s’agit d’estimer la composante
de la moyenne sur Q.
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Dans le cas ou Card I > 1, si on note E[ le supplémentaire orthogonal
de Qg dans E,, il s’agit d’estimer la composante de la moyenne sur Ej.
On a alors la proposition suivante

PRrOPOSITION. — S(U) est un plan adapté a I’estimation de Q; (Card I = 1),
oude E{(Card I > 1) dans le modéle V = E, + E; (1 n J = () si et seulement
si la projection sur A; x A, de S(U) est un escalier dont la projection sur A,
est A, tout entier.

DEFINITION. — On appelle escalier une suite de points (u,, v,) de A; x A,
telle que pour tout n on ait soit u, = U4, SOit U, = Uyt 1.

Il suffit de se limiter au cas Card I = Card J = 1.
Montrons que la condition est suffisante. Supposons, donc que E est
un escalier convenable oll E = P, , ,S(U).

Il existe un entier n tel que (4, v,), (Up+ 1, Vysq) SOnt dans E et v, = v, ;
alors si on écrit

BeQq
0 eQ et @,eQ,
{ H’ + (pl(un) + (p.l(vn) = O
Bt @ty s1) + @)v,) =0

e=u+ ¢+ @

et alors le systéme des équations : ¢(t) = 0 pour t€E entraine que ¢,
est constante sur A; donc identiquement nulle.
Réciproquement, considérons les deux cas :

a) P, S(U) # A,, alors la fonction ¢ = u + ¢, définie par

r

1
Pl = —— (si t¢ P, S(U)

2

1 .
Yo= — (i tePySU)
1
1
U= —-—, n, = Card P, S(U), n, = Card (A|\P,,S(U))
ny

"

est nulle sur S(U) sans étre nulle partout.

b) Si P, S(U) = A; mais E = P, ,,,S(U) n’est pas un escalier.
Définissons la relation d’équivalence dans E

xRy : il existe un escalier de E reliant x a y.
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Alors E est la réunion de deux parties disjointes C, et C, telles que C,
soit une classe d’équivalence pour la relation £ et un point de C, ne pou-
vant étre reli€ & aucun point de C,.

Puisque P, S(U) = A, il existe (u, v)e C,

A, n, = Card P, C,
C2 n2 = Card PA|C2
ml = Card PA[CI
Cl m2 = Card PA]C2
—> Al
ny n,

La fonction ¢ ainsi construite :

o) = — si ueP,C, o= L s ve P, C,
ny my
@ B

ou) = —— si ug¢P,C, @y(v) = — — sinon
n, m,

et ¢ = pu+ @ + @, avec yu, a, f solutions du systéme :

o
u+—+—ﬂ—=0
n, m

o
_e_k_,
n, m,

est nulle sur S(U) et ¢, # 0.

2. Estimation de la moyenne dans le modéle additif

Il découle immédiatement des résultats précédents la proposition sui-
vante, si on veut estimer tout V.

PROPOSITION. — S(U) est un plan adapté pour estimer la moyenne dans
le modele E, + E; (InJ = () si et seulement si la projection sur A x A,
de S(U) est un escalier dont les projections sur A, et A ) Sont respectivement A,
et A,.
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III. — GENERALISATION DU MODELE PRECEDENT :
V=E +E, ET I1nJ#¢

1) V, =V, ou estimation de la moyenne.
On décompose E,; + E; en somme directe orthogonale

E = Eln] @ F, EJ =E.,®F,
En=Q® EfnJ
E +E =Q®E,®F oF,

La condition (2) s’écrit :

¢=u+<pl+¢w+<m}
= ¢=0
o/s(u) =0

u constante, ¢,e F;, ¢;€F;, ¢, €E{.;. On écrira
t=1(ty, t2 t3), 11 €AI_1an €A 3EA_

Si la trace de s(u) dans chaque plan {t, = tJ} est un escalier dont les
projections sur A;_;.; et A;_;,; sont respectivement A;_,.; et A;_;.; la
condition (2) est remplie. En effet une fonction ¢, et F; est caractérisée par

VtZa E(pl(tl, tz) = 0.

t

Réciproquement, supposons que pour un t) la trace de s(u) ne soit pas
un escalier. Il existe donc un nombre p, des fonctions ¢, et @5 telles que

2‘/’1('31) =0

E‘Pa(ts) =0

U + @, + @, et non nulle et s’annule sur la trace dans {t, =13} de s(u).
On définit alors la fonction ¢ sur A,y par

¢ = nﬁ + @a(t2) + ofty; t2) + @ylta, t3)
2
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avec
n2 = Card Aln]
@4(t1) si 1, =13
ty, t,) = .
o1lty, t2) { 0 sinon
®s(t3) si 1 =19
ty, t3) = .
@(ta; t3) { 0 sinon
1
1——p  si t,=13
n;
0,(t) = 1
—-——pu sinon
n;

Ces trois fonctions vérifient les équations qui caractérisent respective-
ment F,, F, et E{_.;, 4 savoir

(Fy vt, Z oty, t2) =0

t

(Fy) vt, 2(pl(t2’ t3) =0

13

(Efny) 20’2“2) =0

t2
¢ est nulle sur s(u) sans étre nulle partout.
PROPOSITION. — La forme nécessaire et suffisante d’un plan adapté a

E, + E, est donc une famille d’escaliers dans chaque plan { t, =t } dont les
projections sur A;_;., et Ay_,.; sont respectivement A;_,. et A;_, ;.

2) Vl = Fl'

Rappelons que F; est définit par la relation : E; = E;; @ F;. On montre
alors par un raisonnement analogue :

PROPOSITION. — La forme nécessaire et suffisante pour que s(u) soit
adapté a I'estimation de F, dans le modéle E; + E, est que dans chaque plan
{t, =13} s(u) soit un escalier dont la projection sur A,_y,; soit Aj_;.;.
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