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dans les espaces
de Hilbert réels séparables

par

Jean-Yves OUVRARD

Département de Mathématiques. Université de Caen,
Esplanade de la Paix, 14000 Caen

SuMMARY. — We generalize the results announced in [/2] to the case
of local martingales which take their values in a real separable Hilbert
space. In same time, we give a new proof for these results.

Le but de cet article est de généraliser les résultats de [/2] aux martin-
gales locales a valeurs dans un espace de Hilbert réel séparable introduites
dans [8], ainsi que de donner une nouvelle démonstration de ces résultats.

Dans le chapitre I, tout en fixant les notations, on rappelle briévement
les résultats de [8] utilisés par la suite. On donne aussi une caractérisation
du mouvement brownien hilbertien comme martingale.

Le chapitre II est consacré a I'étude du processus Z" associé a deux pro-
cessus M et A. On étudie les relations entre la martingale de M et la natu-
ralité de A d’une part et la martingalité de Z"* d’autre part.

Dans le chapitre III, on démontre une généralisation d’un théoréme
de Girsanov pour des martingales locales hilbertiennes. On en déduit les
résultats annoncés dans [/2].

Je tiens a remercier M. le Professeur METIVIER pour les suggestions pré-
cieuses qu’il m’a faites au cours de I’élaboration de ce travail.
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352 JEAN-YVES OUVRARD

I. NOTATIONS. RESULTATS PRELIMINAIRES

On se donne une base de processus (Q, &, (% )+, P), 1a famille des
sous-tribus &, (supposées complétes) étant continue a droite.

Si H est un espace de Hilbert réel séparable, on note .#5(H) (resp.
M (H), A, (H)) ensemble des martingales a valeurs dans H fortement
continues, de carré intégrable (resp. locales, locales telles que leurs loca-
lisées soient de carré intégrable).

On précisera la probabilité de référence s’il y a doute.

Exemple : .4, (H ; P).

Par la suite H désignera un espace de Hilbert réel, séparable et on I'iden-
tifiera a son dual.

1. Rappels sur les produits tensoriels d’espaces hilbertiens

On note H ® H le produit tensoriel projectif complété pour la norme
trace || . || de l'espace H ® H (cf. [16]). Le produit tensoriel hilbertien
(cf. [10]) est noté H ® H. On rappelle qu’étant donné un élément A de
H ® H il lui correspond un opérateur nucléaire unique A de Z(H, H)
tel que :

VheH, VgeH <(Ahgdy=<h®g Adusu

En particulier :

CAh@hdugn = AR hYy =tr (AN ® b =tr Ah®h

2. Mesures stochastiques, martingales (locales)
a valeurs dans H et intégrales stochastiques

On va résumer briévement la théorie de I'intégrale stochastique hilber-
tienne construite récemment par M. Metivier (cf. [5] [6] [7] [8]).

Sur R* x Q on définit 'ensemble £ des rectangles prévisibles Js, t] x F
ous<tet FeZ,. # est un semi-anneau. On note & (resp. (X)) le
d-anneau (resp. la tribu) engendrée par /. 7 () est la tribu des prévisibles.

Si ¢ = (g,) est une suite de temps d’arréts finis, strictement croissante,
telle que ,!1.‘2, 6, = + o. p. s, nous noterons &, le J-anneau

oA, = U]o, oln .
On note 10, o,] I'intervalle stochastique { (1, w)e R* x Q|0 <t < o,(w)}

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section B



MARTINGALES LOCALES ET THEOREME DE GIRSANOV 353

1.2.1. DEFINITIONS. — On appelle mesure stochastique sur R* x Q
de puissance 2-intégrable une mesure m sur le §-anneau &/ a valeurs dans
L#(Q, #, P) telle que :

S) VI i xFe® ms 1] x F) = lpm(ls, ] x Q) eLi(Q, #, P).

— On appelle mesure stochastique locale une application de &/ dans
I'espace des variables aléatoires muni de la topologie de la convergence
en probabilité LY(Q, &, P) telle qu’existe une suite ¢ = (g,) « localisante »
pour laquelle m restreinte & o/ N]0, o,] est une mesure stochastique
(pour tout n).

1.2.2. DEFINITION. — Soit E un espace de Banach réflexif séparable.
On appelle processus naturel, un processus V a valeurs dans E vérifiant
Vo = 0, tel que pour tout te R*, V,e L{Q, #,, P) et

a) Pour tout w, I'application ¢t — V(t, w) engendre une mesure aléa-
toire v(w) a valeurs dans E sur les boréliens bornés de R*, telle que I'appli-

cation A - E [ Jl Als, w)v(ds, .)] définisse une mesure vectorielle o sur &/

a variation finie.
b) Pour tout Fe %,

E(lg. V) = J E(lg | #.)" (w)(du, dw)

10,11 xQ

ol ((Elg|Z,) )uer+ désigne la régularisée a gauche de la martingale
(Elp | Fuer-

Les théorémes suivants (démontrés dans [8]) sont résumés dans [5] [6]
et [7] et condensés ici sous la forme suivante :

1.2.3. THEOREME. — Soit M une martingale a valeurs dans H, continue
a droite telle que || M, ||? soit intégrable pour tout t. Posons :

VFe#, s<t ms ] x F)=14M, — M)
s, t] x F) = E1g(M, — M,)®?
A=1trua

1) Alors m se prolonge en une mesure stochastique et « en une mesure
sur o/ & valeurs dans H ® H, & variation bornée | o | < 4, et A se prolonge
€n une mesure positive.

2) Le processus naturel A (noté aussi { M ») de la mesure « est tel que
(M®% — A),cg+ est une martingale.

Vol. 1X, n® 4-1973.



354 JEAN-YVES OUVRARD

3) Soit G est un autre espace de Hilbert et B = £(H, G). Tout pro-
cessus X e LE(R™ x Q, 7 (), 1) est intégrable en moyenne quadratique
par rapport & m. Si. pour tout te R, 15,.oXeLiR* x Q, (), 1),
le processus Y unique a 'indistingabilité prés, associé a la mesure stochas-

tique A —» | Xdm est une martingale fortement continue a droite, de
A

carré intégrable.

4) Si M, et M, sont deux martingales de carré intégrable, m, et m,
les mesures stochastiques associées, n, et n, les mesures stochastiques

A —»j X,dm, et A —»J X,dm, on a
A A

<"1,n2>(A)=J\ X; ® Xy,dmy, my )

ou { m,, m, > désigne la"mesure stochastique associée au processus naturel
{(Mi, M, ) (lui-méme défini, par bilinéarisation, de maniére analogue

a (M)
Remarque :

i) On a des propriétés analogues lorsque M est une martingale locale.
On sait intégrer tous les processus X prévisibles tels que :

P<,r | X(., w)||3dAs) < oo) =1
0

le processus JXdM associé a la mesure stochastique A —>j Xdm est
A

alors un élément de 4, »(G).

ii) Si M est continu, on peut étendre toutes les mesures considérées
aux ensembles bien-mesurables, en ne chargeant pas les graphes de temps
d’arrét. On intégre alors les processus bien-mesurables.

Par la suite, on conservera les notations utilisées ci-dessus.

On peut alors énoncer une conséquence immédiate de la proposition 4
du théoréme 1.2.3.

1.2.4. LeMME. — Si M est une martingale (locale) de .4} ,(H) de
processus naturel A, alors, pour tout h appartenant a H, { M, h )} est
une martingale de ./, ,(R) de processus croissant naturel (au sens de [9])
CAh® hHygn
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MARTINGALES LOCALES ET THEOREME DE GIRSANOV 355

Démonstration. — 11 suffit d’intégrer le processus constant h par rap-

port & M. Alors :
<jhdM> =fh®hd<M>

ce qui donne le résultat puisque (cf. [8]), processus naturel et processus
croissant naturel au sens de [9] coincident dans le cas unidimensionnel.

3. Définition et caractérisation
d’un mouvement brownien a valeurs dans H

Dans [/2], on a donné la définition suivante.

1.3.1. DEFINITION. — On appelle mouvement brownien a valeurs
dans H, un processus W adapté a la famille (#,),o,4, Vérifiant les condi-
tions suivantes :

i) W(0O) =0.

ii) EW, =0 Vte[0, 1].

iii) W, — W est indépendant de &, pour tout (s, t) tel que s < t.

iv) W est presque sirement continue.

v) EW, — W)o(W, — W) = (¢t — s)# ou # est un opérateur auto-
adjoint, positif, nucléaire.

hy o h, est défini comme I’élément de #(H, H) vérifiant :
(hyohy)h = hy Chy, h)

On a alors le théoréme suivant :

1.3.2. THEOREME. — Soit M une martingale de .#5(H) de processus
naturel { M ) défini par ( M ), = t# ou # est un opérateur nucléaire
sur H. Supposons de plus que M, = 0. Alors M est un mouvement brownien
d’opérateur de covariance t#'.

Démonstration. — Les propriétés i) et ii) sont bien vérifiées, M étant une
martingale nulle en 0. Reste a vérifier iii) et v). Or d’aprés le lemme 1.2.4,
pour tout h dans H, { M, h ) est une martingale de .#%(R) de processus
croissant naturel t (' # h, h ». On sait alors (cf. par exemple [4]) qued{M, h)
est un mouvement brownien réel de covariance ¢t { # h, h ». Par conséquent,
pour tout t > s, { M, — M, h ) est indépendant de F,, et H étant sépa-
rable, M, — M; est indépendant de £,

Vol. IX, n° 4-1973.



356 JEAN-YVES OUVRARD

Enfin, on a, pour tous h et k dans H :

CEM, = Mo (M, — Mgh, k> = EX(M, — M)®%L, h @ k>
=E{KM) - (M), h®k)
= —9{H h®k)>

D’ou :
E(Mt - Ms)o(Mt - Ms) = (t - S)W

Remarque. — 11 est évident qu’inversement un mouvement brownien
est une martingale de .#5(H) de processus naturel ( M ) défini par
(M), =#.

II. UNE CARACTERISATION DES MARTINGALES,
LE PROCESSUS Z*

Si M est une martingale locale de .#f,_ ,(H) de processus naturel A,
définissons, pour tout h de H, le processus réel Z" par :

1
Z"=exp{<M,h>H _E<A,h®h>H®H}
Nous pouvons alors énoncer :

2.1. THEOREME :

1) Si M est une martingale locale de ., ,(H) de processus naturel A
alors Z" est une martingale locale de .#¢, (R) pour tout h de H.

2) Inversement, soient M et A des processus continus a valeurs respecti-
vement dans H et H ®; H. Supposons que A soit tel que A, = 0 et qu’exis-
tent une mesure «, a variation finie et a valeurs dans H ®T H, et une suite
localisante ¢ = (g,) de temps d’arrét telles que, pour tout n, A. A g, soit
le processus naturel de la restriction o" a 10, 6,] N &/ de la mesure o.

Alors si Z" est une martingale locale de ¢, (R) pour tout h de H, M est

loc

une martingale locale de .#{ . ,(H) de processus naturel A.

Démonstration :

1) D’aprés le lemme 1.2.4, { M, h) appartient a .4, ,(R) et a pour
processus croissant naturel < A, h ® h Dygy.
La conclusion résulte donc d’un résultat classique sur les martingales
. locales réelles (cf. [4] proposition 10).
2) Pour tout réel A > 0 et tout h de H, le processus Z* est une mar-
tingale locale de . (R).
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MARTINGALES LOCALES ET THEOREME DE GIRSANOV 357

Soit (z,) la suite de temps d’arréts définie par
(@) = o,(w) A Inf {t| [IM(@)||>n}

M étant continu, la suite 7, tend presque sirement vers + oo avec n.
De plus A est a valeurs dans les tenseurs de type positif (cf. [§]). Donc

ZM . <expin

Donc (cf. par exemple [/] ou [10] ou [4]), (M, , h Dy est une martin-
gale de #5(R) de processus croissant { A .., h ® h dyou.
Alors :

VFE'g'-s E1F<M!Atn - MS/\‘[,.’ h>02-ﬂ = E1F<A!AT" - AS/\t"’ h ®h>IH]®[H]
soit

VFE‘?S E1F<(MIA1’,. - MSArn)®2ah®h>H®H
= EIF < AlAr,. - AS/\‘[..! h ® h >[H]®|Hl

A et M®2 étant symétriques, on en déduit que :

VFe ys’ Vhe [H]s Vge IH]’ EIF(MIA! - SAr,.)®2 h ® g >H®[H]
= El <A1Ar,._ SAtn’h®g>H®|H]
L’ensemble {h @ g|he H, ge H} étant total dans le dual de H ® H
(cf. [16)), il vient : i
VFe'g'-s EIF(M - MS/\I ) = EIF(AlAt - SAt,.)

A .., étant supposé naturel de a”, cette égalité prouve que o" est la
mesure associée & M_,, par le théoréme 2.3, et donc que la martingale
M .. de #;5(H) admet A ,, comme processus naturel.

tATh

Remarques :

1) Si la condition 1) du théoréme 2.1 est vérifiée et si M, = 0, alors Z"
est une surmartingale positive (cf. [¢] lemme 2 bis).
En particulier EZ! < 1 pour tout te R*.
2) Sous les mémes hypothéses, s’il existe un réel t, > 0 tel que EZ! =1,
alors (Zf)<,<,, €st une martingale (cf. [2] lemme 2).
On peut énoncer le lemme suivant :

2.2. LeMME. — Si pour tout h de H, Z" est une martingale locale de
M, (RT) et si, pour tout teR*, E||A,|lr < + oo, alors M est une
martingale de .#5(H).

Démonstration. — Le théoréme 2.1 et le lemme 1.2.4 permettent d’affir-

Vol. IX, n° 4-1973.



358 JEAN-YVES OUVRARD

mer que, pour tout h de H, { M, h >, est une martingale locale de ./} _ ,(R)
de processus croissant naturel (A, h ® h Dygu-
Or pour tout te R* :

0<ECA, h®hdugu <IIKIPEIAllr < + 0.
Alors (cf. par exemple 4, proposition 5), { M, h ), est en fait une mar-
tingale de Z5(R).

De plus, si (e,),.n désigne une base orthonormale de H, la propriété
de Beppo-Levi permet d’écrire :

ElIM,||* = 2E<Mn ey i

neN

= ZE < An €, ® €, >1H]®H

neN

= Ez (A, e, ® e, Duen
neN

=EllAlk < + ®

M est donc tel que || M, ||*> soit intégrable pour tout t. Comme pour
tout h de H, { M, h >y est une martingale, il en résulte que M est une mar-
tingale de #5(H).

Nous allons maintenant donner des conditions suffisantes pour que Z"
soit une martingale. Pour cela, nous suivrons la démonstration donnée
dans [15], dans le cas de dimension un et ou M est le mouvement brownien
standard ; cette démonstration a été reprise dans [/2] dans le cas hilbertien
(M étant un mouvement brownien) et mise en forme pour les martingales
locales réelles dans [3]. En fait, on peut déduire le théoréme suivant de
ce dernier résultat. Nous en donnons la démonstration, adaptée au cas
hilbertien.

2.3. THEOREME. — Si M et A vérifient les hypothéses du théoréme 2.1
et sont tels que My = Oet A, = 0. Si de plus existe un réel strictement posi-
tif a tel que :

Eexp a®||A,llugn < + 0 VieR*
alors

a) Z" appartient & #(R*) pour tout h de H tel que || k|| < aﬁ
2

a
b) Z" appartient & #5(R™) pour tout h de H tel que ||h|]>? <——

, . 3+2,/2
Démonstration :

a) Soit (T,),.y une suite de temps d’arréts presque sirement finis conver-
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MARTINGALES LOCALES ET THEOREME DE SIRSANOV 359

geant presque siirement vers + oo et telle que, pour tout n, VAN T, SOit une
martingale de .#5(R*). Pour montrer que Z" appartient a.#R"), il suffit
de montrer que, pour tout t, la suite (Z, 1),y €st €qui-intégrable, et pour
cela, il suffit de trouver un réel ¢ > O tel que :

sup E(Z!, 1) T < + ©

Or, si ¢ > O et si p et g sont deux réels conjugués positifs :
E(Z?A T,,)l +e
1 1
=E [exp (;(p(l +eh M, 1, — g CAar, P+ R Q@ p(1 + e)h) )

1+
2

X exp ———(p(1 + &) = ) Apr, h® B

L’inégalité de Holder donne :
E(Z:.AT")Ha ‘
1
< [E exp (<Pl + &), My,g, > — 5 Ay p(1 + e)h @ p(1 + &)h >]

|=

R

x [Eequ(l;a)(p(l +e) - 1)<A,ATn,h®h>]

soit
(*) E(Z!.)"*

1
1 ?
< [E exp ({p(1 + &h), M, 1, > — §<A,m, p(1 + eh ® p(1 + 8)h>]

Sl

1
X [E exp 4l 2+£)(p(1 + &) — 1)||h“2”Az”H®H:|

Cette derniére inégalité étant vraie parce que la suite (( A, .1, h ® h D)pen
est presque slirement une suite positive croissante.
On peut trouver ¢ > 0, p et g conjugués positifs tels que :

1
(+4) ||h||2—;’—£q<p(1 t)-<a

En effet (cf. [15] ou [3]), puisque || h|| < a\/i, il existe 6 > 0 tel que

h|? h|?
_All” _ S IRl
2 2

2

Vol. IX, n° 4-1973. 26



360 JEAN-YVES OUVRARD
L’inégalité (xx) sera vérifiée si :

IT+egpl +e)—1)<1+6

En prenant q = cette inégalité est vérifiée dés que

52

A< Tmraror

Ayant choisit ainsi de tels ¢, p et g et en remarquant que Z?1 *®# est une
surmartingale, et donc, que, d’aprés le théoréme de temps d’arrét :

EZP0Foh <1 VeeR*
il résulte de (*) que:

sup E(Z{ 1) "* <Eexp a®||Allnen < +

b) Pour montrer que Z" appartient & .#5(R"), il suffit de montrer que,
pour tout te R :
Sup E(Z?/\Tn)z <+

En effet (Z!,r )%y est une sous-martingale relativement a la famille
(Z, a1,)nen PoOUT tout t € R™. Alors (cf. [9]) théoréme 22, chap. V), pour tout
entier p :

E (sup Z,1,)* <4 sup E(Zi, ,)°
nzp nzp

Le lemme de Fatou permet d’écrire :

E(Z")? =E (li;n sup Z! 1) < lilr’n E (5213 Z'.) <4 sup E(Z!,1)

Or, d’aprés la démonstration du a) :

E(Z?AT,.)Z S E CXp a2 ” At ”[H!®H
dés que
qllh|P@p - D) < a

(il suffit de prendre ¢ = 1 dans (*x)).
2

a " o \
Alors, en posant k = H—hﬁi’ I'inégalité (x*) est satisfaite dés que :

@+ —-kqg+k<O0
Cette inégalité est satisfaite si et seulement si k > 3 + 2\/5.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



MARTINGALES LOCALES ET THEOREME DE GIRSANOV 361

2.4. COROLLAIRE. — Soient W un mouvement brownien a valeurs dans H
et @ un processus bien-mesurable a valeurs dans #(H, K) (ou K est un
autre espace hilbertien séparable) tel que

t
P(f Il o, I17ds < + oo) =1
0

Soit, pour tout k de I, le processus Z* défini par :

1 —
Zf=exP{<k,J (PdW> —_I<¢s®¢sW’k®k>K®de}
10,1]1xQ H 2 0

w étant la mesure stochastique associée a3 W.
Alors :

a) Z* est une surmartingale d’espérance inférieure ou égale a 1.
b) Si de plus il existe une constante a > 0 telle que :

t
E exp azf llpsll’ds < + 0 VieR*
0

— Z* est une martingale de #(R*) d’espérance 1 pour tout k tel que

2

71l

k1> <

— Z* est une martingale de .#%(R*) tout k tel que
2

a
<
G +2/27

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du 4) du théoréme 1.2.3
et du théoréme 2.3.

k112

Remarque. — En prenant KK = R, on obtient les résultats démontrés
de fagon directe dans [/2].

III. UNE GENERALISATION
D’UN THEOREME DE GIRSANOV

3.1. DEFINITION DE LA CONTRACTION (@, h ® k). — Soient @ un élé-
ment de £(H, R), h et k des éléments de H.
A Tapplication multilinéaire continue B de #(H, R) x H x H dans H

définie par :
B(g, h, k) = p(h)k

Vol. IX, n® 4-1973. .



362 JEAN-YVES OUVRARD

correspond une application bilinéaire continue unique B de
ZH, R) x (H ®1 H) dans H telle que :

Blp, h ® k) = o(h)k
On note cette application (., .), soit :

(o, h ® k) = @(h)k

3.2. LEMME. — Si u est un tenseur symétrique de H ® H, on a, pour
tout k de H, en désignant par 1 I'application identique sur H :

(@ u) kD =A@ k®1) dyer = (¢ ® N, 1 ® k dgeu

Démonstration. — 11 suffit de vérifier ces égalités pour un tenseur
u=h®h; ces égalités s’en déduisant alors par continuité et densité.

Or

(@, h® h), k >y = @(h) Chy k Dy
o ® Nh®h), 1 ®k>R®H
=((1@o)h®h), k®1),5r

Nous allons énoncer le théoréme annoncé sous deux formes pour
séparer les problémes. Dans le premier théoréme, on considére un inter-
valle de temps [0, T], avec T fini, ce qui permet d’éviter des conditions
supplémentaires assurant I'existence d’une limite projective de mesure.
Le deuxiéme théoréme considére des processus indexés sur R*. Nous
garderons les notations des premiers chapitres.

3.3. THEOREME. — Soient, sur la base de processus (Q, &, (#),cr+» P)
une martingale locale de .#{ . ,(H, P), A(= { M ») son processus naturel
associé (a valeurs dans H @ H). Les mesures m, { m >, o et 4 associées 3 M
sont celles introduites dans le théoréme 1.2.3. Soit ¢ un processus bien-
mesurable a valeurs dans Z(H, R) tel que

t
P(j Il os11%dA, < + oo) =1 VteR*
0

On définit le processus Z par :

1
Zr-;_-exp{J (pdm—-zf (P®(Pd<m>}
10,t]1xQ 10,61 Q

On suppose quexiste un réel T > 0 tel que :
i) EZ =1 Vte[0, T]
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Soit X le processus & valeurs dans H défini par :

X, =M, — (o, d{m3})

10,11 X Q

On note Q, (te R, ) la mesure sur (Q, &,) de densité Z, par rapport a P.

1) Q, est une probabilité pour tout t € [0, T] et pour un tel ¢, Q, est la
restriction de Q; a %,.

Q, et P restreinte a &, sont des mesures équivalentes.

2) Le processus (X),o,r défini sur la base de processus
(Q, F, (F)rero,1y Q) est une martingale locale de . ,(H, Q) de pro-
cessus naturel (A,),o,1)-

Démonstration :

1) L’hypothése i) assure que Q, est une probabilité. De plus J¢dm
étant une martingale locale de .f,_,(R, P) de processus naturel

f<p®<pd<m>,

Z est une martingale locale. L’hypothése i) entraine que (Z,),(0.1; €St une
martingale. Ceci permet de conclure.

2) D’aprés le théoréme 2.1, pour montrer que (X)or appartient
a M, »(H, [0, T], Qr) et que son processus naturel est (A,),e0,1p il suffit
- de montrer que le processus (Z?),qo1; appartient a ¢ (R* ; [0, T], Qy)
pour tout h de H, Z" étant défini par :

Zfzexp{<X,,h>—%(A,,h®h>}

Si U = Z{Z, il revient au méme de montrer que (U)o, est une
martingale locale de ., (R* ; [0, T], P).

Considérons alors, dans I'espace somme directe H @ R muni du pro-
duit scalaire :

V(h,k)eH?,  V(t,ueR:, <(h@®tLk@®udygr = {hkdy + tu,

la martingale locale M @ fwdm.

Alors, puisque,

oo -0 ) fmon)o o]
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le processus naturel de M @ J(pdm est donné par :

(5 foin) =50 [sn) o e + { osn)

Soit, en utilisant le lemme 3.2 :

<<M@J¢dM>,(h®1)®2>
HOR
=<<M>,h®h>H®H+<<M, Jcpdm>,h®l> )
HOR

A {Jommtpron) | +({ foum).101)

=<A,h®h>w®w+<J“®¢d<m>,h®l>

HOR

+< J¢®Hd<m>,1®h> X +j<p®<pd<m>
R®H

=<A,h®h>H®H+2< J((p,d<m>),h> +j¢®¢d<m>
H
Dong, si te[0, T :

U?=exp{<M,®J (pdm,h®1>
10,1} xQ HOR
1
——<<M®J<pdm>,(h®1)®2> }
2 t (HOR)®2

Le théoréme 2.1 affirme alors que (U}),qo.r €st une martingale locale
de ¢ (R* ; [0, T}, P), ce qui achéve la démonstration.

3.4. THEOREME. — Supposons que la base de processus (Q, &, (# )icr+> P)
soit telle qu’existe pour tout ¢ une classe compacte %, contenue dans &,
par rapport a laquelle Q, soit réguliére et telle que si s < t, alors €, = ..
On suppose que & est la tribu engendrée par la famille de sous-tribus #,.

Si les hypothéses du théoréme 3.3 sont satisfaites et si :

EZ =1 Vte R*
alors

1) il existe une probabilité Q sur (Q, &) telle que Q, soit la restriction
de Q a4 &, pour tout t e R*. Q, et P restreinte 4 %, sont équivalentes.
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2) Le processus (X,).g+ €st une martingale locale de 4 _,(H, Q)
relativement a la famille (£,),.g+ de processus naturel (A,), g+

Démonstration. — Le seul point & vérifier est I'existence de la proba-
bilit¢ Q sur (Q, F). Le systéme (Q, #,, Q) g+ formant un systéme pro-
jectif d’espaces de probabilité (lorsqu’on prend pour application d’un
espace dans l'autre l'application identique sur Q), les hypothéses faites
assurent I’existence de la limite projective Q sur (Q, #).

Remarque. — Ceci sera vrai en particulier si la base de processus est
'espace canonique (€y(R*), &, (¥ )cr+> P) ou €,(R*) est Iespace des
fonctions continues de R* dans H muni de la topologie uniforme sur les
parties compactes, les &, étant les tribus engendrées par les projections IT;
pour s < t. ,(R™) est polonais et & est sa tribu borélienne (cf. [/] dans
le cas réel). Il en est de méme de (€0, t], #,) ; or sur (€40, t], %), toute
probabilité est réguliére relativement a la classe des compactes. En consi-
dérant la projection de (%(R™), &) sur (€,([0, t]), #,) on en déduit que Q,
est réguliere relativement a la classe des cylindres de base un compact
de €w([0, t]). Le théoréme 3.4 s’applique donc dans ce cas sous les seules
hypothéses du théoréme 3.3.

Enfin, remarquons que le théoréme 3 de [/2] est un cas particulier du
théoréme 3.3. Nous énongons ce théoréme :

3.5. THEOREME. — Soient, sur la base de processus (Q, &, (%)0.1 P),
un mouvement brownien W et X un processus d’Ito défini par :

t t
X:=X0+J'ﬁsds+f¢sdws
0 0

ol ¥ (resp. @) est un processus adapté a valeurs dans I’espace hilbertien
séparable K (resp. le Banach #(H, ) tel que

1 1
j Y lldt < + 0 P-p.s. <resp. J o, |?dt < + oo P-p. s.)
0 0

L’opérateur de covariance de W est 'opérateur nucléaire 1% .
Pour tout processus ¢ adapté a valeurs dans H tel que

1
f llosl|’dt < + 0  P-p.s,
(]
on définit la fonctionnelle aléatoire de ¢ par :
t 1 t
(o) = f((/)u, aw, > — 2 j Il @u |3 du

ou || . || est la norme associée 3 ¥
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Soit P la mesure sur (Q, %) de densité exp {3(¢) par rapport 4 P et W
le processus défini par :

W: = Wr - J\r W(Psds
0

Alors, si P(Q) = 1 le processus W = (W,, #,, B, [0, 1]) est un mouvement
brownien d’opérateur de covariance t# et le processus X = (X,, %, P, [0, 1])
est un processus d’Ito qui s’écrit :

t

Xt'= XO + J\ [lps + ((Ps ° W)‘Ps]ds + J (pdes
0

0

t
Remarque. — L’intégrale trace j (@, dW, ) est celle introduite
s
dans [/2] en identifiant Z(H, R) et H.

Démonstration. — D’aprés 1.3.1 W est une martingale de processus
naturel t# . Si w est la mesure stochastique associée & W, exp {}(¢) s’écrit

1
eXPC6(¢)=CXP{J ¢dw—5j <p®</>d<W>}
10,11xQ 10,t1xQ

D’autre part

JstdS=J (p,d<w))

0 10,11 xQ

En effet, soit h ® k un tenseur auquel correspond Popérateur
linéaire h ® k. Alors, pour tout g de H, si on identifie H et £(H, R),on a :

(o, h®k),gdu=< @, h>ulk,g>n
=<h—@_,i,¢®g>H®H
={(h @ k)p, g >n

ce qui montre que
(o, h® k) = (h @ k)p

Par continuité et densité, on en déduit que, pour tout Ade H @ Hona :
(@, A) = Ag

Le théoréme 3.3 montre donc, compte tenu du théoréme 1.3.2 que W
est un P mouvement brownien.

Pour montrer que X est un processus d’Ito s’écrivant sous la forme
annonceée, il suffit de vérifier que si ¢ est un processus a valeurs dans £(H, K)
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t

1 t
tel que J | @, |1?du < + oo P-p.s., les intégrales J ¢, 4dW, et j 0, dW,
0 0

0o
existent et qu’est vérifiée la relation :

t t t
J ¢ dW, = J @, AW, + J (Qu° W), du
0 0

0

ce qui est évident lorsque I'on interpréte ces intégrales comme des inté-
grales par rapport a des mesures stochastiques (cf. [8]).

Enfin, le théoréme suivant, annoncé dans [/2], est une conséquence
du théoréme 2.3.

3.6. THEOREME. — Si le processus ¢ est tel qu’existe une constante
a® >3+ 2/2 telle que

1

E exp azj |, 112 du < + o0
0

Alors E exp {4(@) = 1 et E exp 2(i(¢) < + oo.
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