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’ RÉSUMÉ. - Dans le modèle statistique bayésien, le paramètre et l’obser-
vation sont conditionnellement indépendants par rapport à une statistique
exhaustive. Dans une première partie, on part de cette notion de réduction
qui peut se généraliser au cas d’un sous-paramètre et on étudie ses diverses
propriétés. Dans une seconde partie on étudie l’indépendance condi-

tionnelle de l’observation et du paramètre par rapport à un sous-paramètre.
En associant les deux, on arrive enfin à une notion de réduction d’une

expérience statistique pour une famille de mesures a priori dont on étudie
les propriétés et les liens avec les notions classiques.

SUMMARY. - In the bayesian statistical model, parameter and obser-
vation are conditionnally independant given a sufficient statistic. First,
we extend this notion of reduction to a situation involving a sub-parameter.
Then we study the conditionnal independance of parameter and obser-
vation given a sub-parameter. At last, mixing this two concepts, we are
led to the notion of reduction of a statistical experiment for a familly of
prior measures, of which we study the properties and relations with the
classical concepts.
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20 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

NOTATIONS

(Q ; ~f) : espace mesurable des paramètres ; ~f’ une sous-tribu de ~f.
(X ; ~ ) : espace mesurable des observations; d’une sous-tribu

de si.

- P une transition de probabilité de (0 ; ~f) dans (X ; notée

(Q, ~f) -~ (X, d) induisant la famille = { P(o, . ) ~ 8 E O ~ de proba-
bilités sur (X ; on notera aussi Pe la probabilité P(0 ; . ).
- M : une famille de probabilités a priori sur (8 ; Je) ; on supposera M

muni d’une tribu % qui rende mesurable les applications :  ~ (H),
’

- Q notera la transition de probabilité de (M ; ~) dans (0 ; ~f) définie
par :

(VH E Jf’), H) = c’est-à-dire 

- P sera dite dominée si la famille de probabilités ~ est dominée
par une mesure 03C3-finie 03BB et dans ce cas on appellera dominante privilégiée
une probabilité P équivalente à la famille ~ et de la forme :

où 0 est une partie dénombrable de 0 et les ae des nombres positifs.
- Soit (0 x X ; ~f V si) l’espace mesurable produit de (0 ; ~f) et

(X ; j~) ; on notera aussi ~f (respectivement la tribu sur 0 x X des

cylindres de base ~f (resp. d).
- Soit ~(0, ~f) l’ensemble des probabilités sur (O ; ~f) et soit

~u E on notera P probabilité sur (0 x X ; ~f V d) définie
par [cf. [1]] :

~ « v

on notera ou P  la probabilité marginale de P Q p sur (X ; 
- Si P est dominée par une mesure 03C3-finie 03BB et si d est une tribu à base

dénombrable on a le résultat suivant [cf. [6], p. 194].
Il existe une fonction f : ~ x X -~ mesurable vérifiant :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



21INDÉPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODÈLE STATISTIQUE BAYESIEN

La mesure sur (0 x X ; V d) est alors dominée par la mesure
produit  ~ 03BB ainsi que par le produit de ses marginales  0 P  et on a :

- A tout élément  E on associe une famille de probabilités
~ = { P~ ~ définie par :

- La famille est dominée et P~ est une dominante privilégiée.
- On peut remarquer que (‘d f E ~°°(~)), l’application

est une version de pour tout ~c E ~) et par suite :

- S’il existe une version régulière de H E elle sera

notée 03C0  et appelée transition a posteriori de P pour H relativement à p.
Cette transition vérifie :

ou encore

- Si on prend une sous-tribu ~’ de ~f on définit de la même façon
la famille ~~~ - ~ P~ ~ ; H’ E ainsi que la transition ~~.
- Soient 1’ ce ~f, d’ la restriction de P à (X ; d’) sera notée P’

et une version régulière H’ E ~P’ ~ sera appelée transi-
tion a posteriori de P’ pour relativement à p.
- Soient (SZ ; ~ ; P) un espace probabilisé, ~~‘’3, trois sous-

tribus de ~ . ~ 1 et F2 sont dites conditionnellement indépendantes relati-
vement (noté C. I. R.) à ~3 si l’une des propriétés suivantes est vérifiée [cf. 6] :

Vol. IX, n° 1 - 1973.



22 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

- Si de plus on a F3 ~ F2 alors la propriété suivante est équivalente
à chacune des précédentes :

- Soit ~f’ c ~f. On dira que Jf’ est caractérisée par ses atomes dans Jf

si elle vérifie la propriété suivante : un élément de Jf est un élément de ~’
si et seulement si il est réunion d’atomes de Jf’.

Cette propriété est en particulier vérifiée dans le cas suivant :

2014 Si (0, ~, J),) est un espace de mesure, nous utiliserons la notation

{~/~cc~) pour : « pour À-presque tout 

I. RÉDUCTION DANS L’ESPACE DES OBSERVATIONS

Soient :

(1-1) DÉFINITION [cf. [5]]. 2014 j~ est (~ ; exhaustive si et seulement si :

(1-2) DÉFINITION [cf. [5]]. (~ ; exhaustive par paire si pour
tout sous-ensemble A de e à deux éléments, d’est (~ ; ~^) exhaustive.

Rappelons que si d’est (~/ ; ~~) exhaustive par paire alors d’est
exhaustive pour toute sous-famille dominée ; en particulier si ~ est

dominée, les deux définitions précédentes sont équivalentes.

(1-3) LEMME. - Si ~® est dominée alors d’est (~ ; ~~ exhaustive si
et seulement si :

Démonstration. - Soit P = 03A303B103B8P03B8 une dominante privilégiée. Si si’

est (/ ; exhaustive alors on a :

Réciproquement, si (2) est vérifié alors :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



23INDÉPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODÈLE STATISTIQUE BAYESIEN

d’où :

c’est-à-dire (1). C. Q. F. D.

(1-4) DÉFINITION. - d’est une réduction de j~ pour (P ; ~’ ; M)
si et seulement si :

Remarque. Soit A’ une réduction de A pour (P ; H’; M).
Si on a ~P" c M’ c M, ~" ~ 1’ alors j~" est une réduction de ~

pour (P ; ~" ; M’).

(1-5) PROPOSITION. une réduction de si pour (P ; ~u) si

et seulement si d’est (~/ ; exhaustive.

Démonstration. - A’ est une réduction de A pour (P ; H’; ) si et

seulement si :

d’ est (~ ; exhaustive si et seulement si (1-3)] :

Il suffit donc de montrer que les deux équations suivantes sont équiva-
lentes :

Si ,u(H’) = 0 elles sont vérifiées.
Si > 0 les deux premiers membres, ainsi que les deux seconds,

diffèrent du facteur multiplicatif ,u(H’). C. Q. F. D.

(1-6) REMARQUE. - Existence d’une réduction minimale.

On en déduit, puisque la famille admet P~ comme dominante privi-
légiée, qu’il existe une sous-tribu P~ complète dans si telle que :

pour qu’une sous-tribu d’ soit une réduction de ~/ pour (P ; ~f’ ; jM)
il faut et il suffit que ; ~° c 

Vol. IX, n° 1 - 1973.



24 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

(1-7) PROPOSITION. - Considérons les propositions suivantes : 1

1) d’est (d ; exhaustive.

2) d’est (si ; exhaustive par paire.
3) d’est une réduction de d pour (P ; 
4) d’est une réduction de si pour (P ; :Yf ; où ~j

désigne l’ensemble des mesures a priori qui sont combinaisons linéaires
convexes de deux Dirac. On a :

Si de plus la famille est dominée, toutes ces propositions sont équi-
valentes.

Démonstration :

On a donc :

Ainsi :

c’est-à-dire : d et Jf sont C. I. R. à d’ pour 
_. __ 2 . 4 

.

Ona:

Ainsi :

D’où

Ainsi A’ est (A ; F) exhaustive avec A = {03B81, 03B82}.
2) ==> 4) Même démonstration que 1) ===> 3) en remplaçant 0 par A.
Dans le cas dominé 2) => 1) [cf: [5]]. C. Q. F. D.
On peut se demander si l’introduction d’une sous-tribu de ~f permet

une plus forte réduction dans l’espace des observations que l’exhaustivité.
Hajek [c[ [4]] énonce le résultat suivant : « Si d’est une réduction de d
pour (P ; ~’’ ; ~f)) et si ~’ ~ ~ 0, Q ~ alors j~~ est une réduction
de ~’ pour (P ; ~ ; 9(0 ; ~)) ».

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Montrons sur un exemple que ceci n’est pas vrai. Soient :

La transition P de (0 ; H) dans (X ; A) est donnée par la matrice marko-
vienne : , " , " , " ,

si’ n’est pas (~f ; exhaustive et cependant est une réduction de ~ ~ 
"

pour (P ; H’;F(0398; H)). En effet pour toute mesure a priori  la famille PH’
est donnée par : , ~ " " , , ~ " , ,

et d’ est bien (si ; ~°~) exhaustive.
On a cependant le résultat suivant :

(1-8) PROPOSITION. - Supposons que les probabilités { P~ ; (J E 0 }
soient toutes équivalentes et que ~’ ~ ~ ~ ; 0 }. Si d’ est une réduction
de ~ pour (P ; ~’ ; ~)) alors d’ est (~ ; exhaustive.

Démonstration. Si si’ n’est pas (si ; exhaustive, il existe un couple
A = (0, 9’) E 02 tel que d’ n’est pas (si ; 9A) exhaustive et par suite

dPs 
~ 

.

n’a pas de version d’ mesurable.

Si H’ sépare 0 et 0’ soient H’ E H’ tel que 0 E H’ et 0’ E H" (complé-

mentaire de H’ est - 1 ~ + ~ . , On a alors P~ ~ P 8’ et d’

ne peut être exhaustive pour (d ; 

Vol. IX, n° 1 - 1973.
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Si H’ ne sépare pas 0 et 0’ il existe 0" tel que H’ sépare 0" et { 0, 0’ }.
De l’égalité = 

dP03B8 dP03B8" 
x 

dP 8’ 
on en déduit que l’une des densités

dPe dP8"
ou n’a pas de version d’ mesurable et il suffit alors de repren-

dre le raisonnement précédent avec le nouveau couple. C. Q. F. D.

Dans le cadre de l’exhaustivité on a le résultat suivant :
si P est dominée par ~, alors d’est (~ ; exhaustive si et seulement si :

dPe
il existe pour chaque 8 E 0, une version f (8, . ) de la densité - 

de la

forme f (8, x) = x)’l(x) avec d’ -mesurable. 
~~

Cette propriété a déjà été utilisée dans (1-8).
La réduction étudiée ici possède aussi des propriétés de factorisation

des densités.

(I-9) PROPOSITION.

1) Si P Q J1 est dominée par P~ les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

a) d’est une réduction de j~ pour (P ; :Yf’ ; ~c).

b) Il existe une version de de la forme avec :

2) Si P est dominée par À et j~ est dénombrablement engendrée les
propriétés précédentes sont encore équivalentes à la suivante :

c) Il existe deux fonctions ~p, r~ vérifiant :

Démonstration :

1 ) Supposons P ~ ~c dominé par Q ~u et soient :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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a) => j!/ et J~" sont C. I. R. à j~’ pour 
~ (VA E j~), (VH’ E ~P‘)~ = 

b) p V ~‘l ~ j~’]
~ (VA E ~)~ (VH’ E ~’)~ = 

Or

et

mais

d’où

L’équivalence en découle.
2) Supposons P dominée par ~,

c) => a) Soit

Posons :

si

si

e est ~ mesurable, pour tout H’ E est d’ mesurable et est
‘ 

. , ..~ , ,une version de A’ est donc exhaustive pour (d ; PH ) d’où a) (cf.
[1-5]). 

~ r

Supposons de plus que d est dénombrablement engendrée. Alors
est dominée par P~ Q ~u. ,

b) => c) Soient :
in

et A0 une algèbre dénombrable engendrant si.
Posons :

On a

Par suite si

Vol. IX, n° 1 - 1973.
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alors

De plus

d’où

(1-10) COROLLAIRE. - Soient 1

est une probabilité sur (0’, Jr’)
v est une transition de probabilité de (0’ ; Jr’) dans (0" ; 

Si P est dominée par ~, et si ~/ est dénombrablement engendrée, une sous-
tribu d’ de j~ est une réduction de j~ pour (P ; ~f’ ; Jl) si et seulement si :

c’) il existe deux fonctions ~p, r~ vérifiant :

2014 cp est ~f’ V mesurable,
2014 ~ est Jr mesurable et :

Plaçons-nous maintenant dans le cadre de la théorie de la décision.

Soit (A ; ~) l’espace mesurable des actions ; une stratégie est une transi-
tion de probabilité de (X ; si) dans (A ; ~). Soit 1 une fonction de perte,
fonction positive définie sur (0 x A), àf mesurable ; la fonction

de risque d’une stratégie S est définie par :

le risque bayésien d’une stratégie S pour la mesure a priori  est défini

par : 

On a le résultat suivant :

(1-11) THÉORÈME. une réduction de d pour (P ; ~c) si et
seulement si :

quel que soit l’espace d’action (A ; ~) localement compact à base dénom-
brable,

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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quelle que soit la stratégie S, j~ mesurable,
il existe une stratégie S’, d’ mesurable, telle que :

les mesures S Q et aient même restriction à la tribu

V d’ V ~ (et par suite les deux stratégies ont même risque bayésien
pour  si la fonction de perte est V D mesurable).

Démonstration.

C. N. Soit A E si, prenons ~ _ ~ 0, 1 ~ , S(x, ~ 1 ~ ) = lA(x). Il existe S’,
j~~ mesurable, telle que 1 } /~’ V ~’] = 1 ~ /~’ V ~’]
par suite V ~’] ~ 

C. S. Soit S : (X, ~) -- (A, ~). Par suite des hypothèses sur (A ; 2)
il existe une transition de probabilité de (X ; d’) dans (A ; ~) vérifiant :

On a :

Nous allons montrer maintenant que l’invariance du modèle fournit

des réductions.

(1-12) DÉFINITION. - Une transformation g est dite laisser le modèle

invariant si g est une bijection bimesurable de X dans X et de 0 dans 0
vérifiant :

A une telle transformation g on associe les sous-tribus des invariants :

(1-13) PROPOSITION. - Soit g une transformation laissant le modèle

invariant.

Démonstration. - A toute fonction f : X --~ (~, mesurable, bornée,
nous pouvons associer la suite de fonctions mesurables bornées :

En utilisant le théorème ergodique ponctuel (cf. [7]) on sait que la suite fn
t

Vol. IX, n° 1 - 1973. 
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converge sauf sur un ensemble N f tel que (V0 E 0) = 0. Posons
donc :

On a alors :

(1-14) PROPOSITION. est une mesure invariante par g alors j~g
est une réduction de ~ pour (~® ; J1).

Démonstration. Il suffit de démontrer que (VH E Pû est invariante
par g.

De même, si ~c(H) = 0 on a ( g . P~ ){A) = P~(A).
Considérons maintenant le cas d’un groupe G de transformations

laissant le modèle invariant et posons :

Nous allons supposer le modèle dominé et si d’est une sous-tribu de j~
nous noterons d’ la complétée de d’ pour une probabilité équivalente à la
famille Nous allons montrer sur un exemple que nous sommes obligés,
pour généraliser la proposition précédente, de remplacer le couple (dG; 

par le couple (~~ ; où ~~ _ ~~~. Considérons en effet le modèle
suivant : gEG

ensemble des probabilités absolument continues par rapport à la
mesure de Lebesgue. Ce modèle est laissé invariant par le groupe G des
transformations g de (1~ dans (1~ ne déplaçant qu’un nombre fini de points.
Nous avons alors :

(1-15) PROPOSITION. - Soit G un groupe de transformations laissant
le modèle invariant. Si  est une mesure sur (e ; Jf) invariante par G,

j~G est une réduction de si pour (~© ; ~,).

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B
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Remarque. Nous avons le résultat suivant (cf. [8]).
Si G est un groupe de transformations localement compact, dénom-

brable à l’infini et si l’application ( g, x) )-~ g . x est ~ V d mesurable,
~ étant la tribu borélienne de G, alors on a :

II. RÉDUCTION DANS L’ESPACE DES PARAMÈTRES

Soient :

(11-1) DÉFINITION. - est une réduction de ~P pour (P ; d’) si la

restriction P’ de P à d’est ~f’ mesurable, c’est-à-dire si (VA’ E d’) l’appli-
cation 0 -~ P8(A’) est ~f’ mesurable.

(11-2) DÉFINITION. 2014 ~f’ est une réduction de Jf pour (P ; d’ ; M) si
E M) Jf et d’ sont C. I. R. à Jf’ pour P o ,u.

(11-3) PROPOSITION. - Considérons les propositions suivantes :

1) ~f’ est une réduction de ~P pour (P ; d’)
2) ~P’ est une réduction de ~f pour (P ; d’ ; Jf))
3) Jf’ est une réduction de ~f pour (P ; d’ ; Jff))
On a 1) => 2) =~ 3)
Si Jf’ est caractérisé par ses atomes dans j~ alors 3) => 1).

Démonstration. 1) ~ 2) car E ~)), (VA’ E l’application
8 -~ P8(A’) est une version Jf’ mesurable de 
Supposons ~P’ caractérisé par ses atomes dans ~f. Pour vérifier 1) il

suffit donc de montrer que la restriction de P à d’est constante sur les

atomes de ~f’.

3) => 1) Soient 01 et O2 deux éléments d’un même atome H’ de ~f’ et
,

d’où

(11-4) REMARQUE. - Supposons qu’il existe une transition a posteriori ~~

Vol. IX, n° 1 - 1973.
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de P pour ~P relativement à ~c. Les deux propositions sont alors équi-
valentes :

2014 ~f’ est une réduction de ~f pour (P ; d’ ; ~c)
2014 ~ est une réduction de ~’ pour d’ ; P~).
Eneffetona:

(11-5) PROPOSITION. - Si

d’est une réduction de j~ pour (P ; Jf ; Jl)
et si est une réduction de ~f pour (P ; d’ ; ~c)
alors Jf’ est une réduction de ~f pour (P ; J~ ; ~c)

Démonstration. En effet

(II-6) REMARQUE. - Existence d’une réduction minimale.
Soit d’ c j~. Il existe une tribu ~° complète dans Jf telle que : pour

que 1’ soit une réduction de ~f pour (P ; d’ ; ~c), il faut et il suffit que :
~P’ c 

En effet il suffit de prendre H0 tribu -complète dans H engendrée
par la restriction de P à ~’.

La réduction dans l’espace des paramètres possède elle aussi des pro-
priétés de factorisation des densités.

(11-7) PROPOSITION. - Si P est dominé par ~, et si j~ est dénombrable-

ment engendrée alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) 3f’ est une réduction de ~f pour (P ; d),
b) il existe une fonction f, Jf’ V d mesurable telle que :

Démonstration : 

b) => a) car (VA E ~) l’application 8 --+ i f (8, . )d~, est mesu-

rable ~ ~ 

a) =~ b) résulte de [6], p. 194.

(II-8) PROPOSITION.

1) Si P ”  est dominée par 03BB ~  les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) est une réduction de ~ pour (P ; d’ ; ~u)

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section B



33INDÉPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODÈLE STATISTIQUE BAYESIEN

b) il existe une version de 2014201420142014 de la forme Ç avec ’ °dÀ 0 ~ 
~~’ °

2) Si P est dominé par À et ja~ est dénombrablement engendrée les

propriétés précédentes sont encore équivalentes à chacune des deux
suivantes :

c) il existe deux fonctions vérifiant :

d) il existe une fonction f, Jt V .xl mesurable vérifiant :

Démonstration.

l) Supposons P a p dominée par À © p et soit fe 
"

dÀ © p

La démonstration de a) ~> b) est analogue à celle de (1-9).
2) Supposons P dominée par À.

c) ==> d ) En prenant f = 
d) ==> c) Évident.
Supposons de plus j~ dénombrablement engendrée, alors est

dominée par À Q ~c.
b) ==> c) On démontre encore de façon analogue à (1-9) que :

et ici :

c’est-à-dire :

COROLLAIRE. - Supposons que (X ; j~) = (X’ ; d’) @ (X" ; et que
À = y Q À’ (où y est une transition de probabilité de (X’ ; d’) dans (X" ; ~")
Vol. IX, n° 1 - 1973.
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et ~,’ une probabilité sur (X’ ; est une mesure dominant P. Supposons
de plus la tribu ~ dénombrablement engendrée. Alors, pour qu’une sous-
tribu ~" soit une réduction de ~’ pour (P ; ~c), il faut et il suffit que :
il existe deux fonctions cp et ~ telles que :

dP°
(d~e), ~(e~ . ) ~(e~ . j ~ d a.
- ~p est ~’ V ~’ mesurable

(1~~8) r~(8, x’, x") y(x’, dx") ne dépend pas de 8.
III. RÉDUCTION

Soient :

(111-1) DÉFINITION. - (~f’ ; d’) est une réduction de (; pour

(P ; M) si et seulement si :

a) et d’ sont C. I. R. à pour 

b) et ~’ sont C. I. R. à d’ pour 

(III-2) REMARQUE. - On utilise aussi une définition plus forte que (III-1)
en y remplaçant a) par a’) ~P’ est une réduction de ~ pour (P ; d’) (cf. (11-1)).

(III-3) REMARQUE. - La définition (III-1) ne présente d’intérêt que si M
est une famille restreinte de mesures a priori.
En effet si les probabilités 0 E 0) sont équivalentes, si la sous-

tribu 1’ est engendrée par ses atomes dans ~P et non triviale, alors la
propriété de réduction partielle : (~P’ ; d’) est une réduction de (~ ; j~)
pour (P ; ~)) entraîne (en utilisant (1-8), (11-5) et (II-3)) la propriété
de réduction « totale » :
- P est’ mesurable,
- d’est (~ ; exhaustive.

(III-4) DÉFINITION. - Soient (~’ ; d’) et (~" ; d") deux déductions
de (~ ; j~) pour (P : M). (~P’ ; est dite plus forte que (~" ; d") si :

(III-5) PROPOSITION. - Soient ~Q et ~u une probabilité a priori
sur (O ; ~).
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Parmi toutes les réductions d’) de ~/) pour (P ; ~c) vérifiant
Jfeo ci il en existe une plus forte.

Démonstration.
- On définit deux suites de tribus ; (~2,~ + 1 ; n E i~ ), (~2 n + ~ ; nE (~ )

par [1-6] et [II-6] :

complétée pour  de dans jf,
d2n+2 = sous-tribu complète de j~, réduction minimale de j~

pour (~2n+ i j P ~ ~)~
J’f2n+ 1 = [sous-tribu  complète de J’f, réduction minimale de Jfe pour

(~2n ~ P ~ ~)] V 
- On montre par récurrence que les deux suites sont croissantes.
- Soient :

2014 (~~ ; ~~,) est une réduction de (~f ; d) pour (P ; ~c) ; en effet :

(dn > 1) j~ et sont C. I. R. à pour P Q ~c
d’où 1) j~ et sont C. I. R. à ~~ pour P o ~c

d’où j~ et sont C. I. R. à pour P Q p [9].
De même

(dn > 1) ~ et sl2n sont C. I. R. à 1 pour 
d’où (Vn b 1) ~ et d2n sont C. I. R. à pour 

d’où ~ et sont C. I. R. à ~~ pour P Q J1.
- De plus on a = 

- Soit (~f’ ; d’) une réduction de (~P; ~) pour (P; Il) vérifiant ~fo c ~f’.
On montre par récurrence que l’on a :

et par suite ~~ c: et ~~ c: ~j.

(III-6) THÉORÈME. - Soient :

Hypothèses :
1) ~‘ est une réduction de % pour (Q ; Jf’)
2) ~f’ est une réduction de J~f pour (P ; d’)
3) d’est une réduction de d pour (P ; ~P‘ ; M)
4) La tribu est dénombrablement engendrée
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5) La tribu ~’ est dénombrablement engendrée et admet une classe

compacte dénombrable Jf d’approximation pour les mesures p, 
Conclusion. - Il existe une transition de probabilité 03C0 :

telle que pour tout ,) est une transition a posteriori de P pour ~~P
relativement c’est-à-dire :

Démonstration. L’hypothèse 3) entraîne que toute transition a poste-
riori de P’ pour relativement à  est aussi une transition a posteriori
de P pour relativement à ,u. Les hypothèses 1) et 2) entraînent que
fd’ est une réduction de fd pour (P o Q ; V d’). Soit (An ; n E une

suite d’éléments engendrant d’. La sous-tribu ~" engendrée par (Ap ; p  n)
est engendrée par une partition finie (A~ ; i e In). Posons :

~p possède les propriétés suivantes : 
2014 (Vn E N) (VH’ E l’application (p, x) -~ x, H’) est ~’ V d’

mesurable.
2014 (Vn e N) e M) (Vx e X) ~p"(,u, x, . ) est a-additif sur ~’.
- (VH’ E ~’) E M) la suite (~p"(~c, . , H’) ; n E N) converge Pu pres-

que sûrement vers un représentant de 
Soit ~ une famille dénombrable engendrant ~f’ et soit l’algèbre

dénombrable engendrée par ~ et Posons :

- U = ~ (~., x) E M x X ; (VH’ E suite x, H’) converge }
2014 x) E U, VH’ E 03C6( , x, H’) = li m x, H)
- V = {( , x) E U ; E x, H’) = sup (03C6( , x, K); K 

.

On a :
- V E ~’ V d’

x) e V] = 1
2014 x)eV), x; .) est a-additive sur 

Posons :
2014 x) e V) VH’ x ; H’) = sup x, K) ; K K E H’)
~ V) ~{~~ x~ . ) _ ~{ ~ )

~c est une transition de probabilité de (M, ~’) x (X, d’) dans (0, j’f’) et
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(111-7) THÉORÈME.

1) Si P .0  est dominé par P  ~  les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) (H’; A’) est une réduction de (H ; A) pour (P ; ),

b) il existe une version de 2014201420142014 de la forme avec :

2) Si P est dominé par A et d est dénombrablement engendrée les

propriétés précédentes sont encore équivalentes à la suivante :

c) il existe deux fonctions ~, r~ vérifiant :

Démonstration. Voir (1-9) et (II-7).

(III-8) COROLLAIRE. - Sous les hypothèses de (1-10) et (II-8), pour que
d’) soit une réduction de (.1f ; j~) pour (P, ~c) il faut et il suffit qu’il

existe deux fonctions ~p et ri vérifiant :

- ç~ est ~’ V ~’ mesurable

- (‘d ~x) r~( 8’, 8", x) ~,( 8’, d8") indépendant de 8’
(du 8) ~x, r~(8, x’, x") y(x‘, dx") indépendant de 8

Voici trois exemples de réduction :

Réduction de Fraser ~3]

(III-9j DÉFINITION. Dans le cas d’un espace produit 
’
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on dit que (~’ ; d’) est une réduction de j~) au sens de Fraser si :

a f) la restriction P’ de P à d’est indépendante de 0",
b f) O"), A’ est une sous-tribu (A; F0398’ {03B8"}) exhaustive.

(111-10) PROPOSITION. - Si le modèle est dominé et si la sous-tribu d’
est dénombrablement engendrée, alors (~’ ; d’) est une réduction de

(~f ; j~) au sens de Fraser si et seulement si (1’ ; d’) est une réduction
de (~f ; d) pour (P ; M), où M = ~ ~u’ p ,u" : ,u’ ~.

Démonstration. Nous devons montrer que af) et b f) sont équivalentes
respectivement à :

a) (Vp E M) d’et ~P sont C. I. R. à ~’ pour P Q P

b) e M) ~f’ et j~ sont C. I. R. à d’ pour P Q P

Comme (O ; ~f) est un espace produit, et que M sépare les atomes

de on peut appliquer la proposition (II-3), ce qui entraîne l’équivalence
de a f) et a). D’autre part, comme d’est dénombrablement engendrée, la
condition est équivalente à l’existence, pour tout A E j~ et tout 0 E 0,
d’une version ~p(8 ; . ) de Epe(A/d’) telle que rp soit ~f" V d’ mesurable.
Par suite :

E d et d’ V Je sont C. I. R. à d’ V ~" pour 

Or E M) J’f’ et sont indépendantes pour donc d’ V Jf’ et

d’ V sont C. I. R. à d’ pour et par suite d et d’ V ~f’ sont

C. I. R. à j~ pour P o ~.
Il reste b) ==> qui résulte, à cause de la domination, de la propo-

sition (1-7) appliquée à chaque 8’ x ~ 8" ~ .
Application (voir [3]).
Si (Jf’ ; d’) est une réduction de (Jf ; j~) au sens de Fraser alors, pour

tout (8ô ; 8 i ) E (O’)2, il existe un test U. M. P. de l’hypothèse { 03B8’0} x O"
contre ( 0[ ) x 8’ qui est d’ mesurable.

Réduction de Hajek [4]

(III-12) DÉFINITION. - Étant donné une application mesurable L

de (8 ; ~f) dans (8’ ; 1’), on dit que (r ; est une réduction de (~f, j~)
au sens de Hajek si :

an) la restriction de P à d’est i -1 (~P’) mesurable,
bh) (bo’ E O’), il existe un élément Q8~ de l’enveloppe convexe de 

telle que d’est (~ ; ~®’) exhaustive (où ~®‘ - ~ Q8~ ; 0’ E 8’ }).
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(111-13) PROPOSITION. - Soit v une transition de {O‘ ; ~’) dans {O ; ~’)
vérifiant : 1

Si (i ; est une réduction de (~f ; au sens de Hajek avec dans bh)
(V0’ E e’) Qe’ - Po alors (i -1 (~‘) ; est une réduction de (~f ; ~)
pour (P ; M).
La réciproque est vraie si P est dominée et i- ~{~’) caractérisée par ses

atomes dans ~. La démonstration découle de (1-7) et (II-3).

(III-14) APPLICATION (voir [4]). - Soit (D ; ~) un espace de décision
convexe localement compact à base dénombrable et L une fonction de
coût défini sur e’ x D, convexe en d, ~’ V ~ mesurable. Pour toute
stratégie S posons :

r

Alors si (r ; d’) est une réduction de (~f ; au sens de Hajek, à toute
stratégie S, on peut associer une stratégie S’, mesurable, telle que :

Réduction par invariance

Considérons comme dans (1-12) un groupe G de transformations lais-
sant le modèle invariant. Nous avons alors :

(111-15) PROPOSITION. est une mesure invariante par G, ~)
est une réduction de s~) pour (P, ,u).

Démonstration. - Cela résulte de (1-13) et du fait que, pour A’ E ~G
l’application 0 ~ P8(A’) est ~~-mesurable.
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