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Indépendance conditionnelle
dans le modéle statistique bayésien
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Département de Mathématiques, Universit¢é de Rouen

M. LITTAYE
Département de Mathématiques, Université de Paris VIII®

" REsuMmE. — Dans le modéle statistique bayésien, le paramétre et I'obser-
vation sont conditionnellement indépendants par rapport & une statistique
exhaustive. Dans une premiére partie, on part de cette notion de réduction
qui peut se généraliser au cas d’un sous-parametre et on étudie ses diverses
propriétés. Dans une seconde partie on étudie I'indépendance condi-
tionnelle de 'observation et du paramétre par rapport a un sous-parametre.
En associant les deux, on arrive enfin a une notion de réduction d’une
expérience statistique pour une famille de mesures a priori dont on étudie
les propriétés et les liens avec les notions classiques.

SuMMARY. — In the bayesian statistical model, parameter and obser-
vation are conditionnally independant given a sufficient statistic. First,
we extend this notion of reduction to a situation involving a sub-parameter.
Then we study the conditionnal independance of parameter and obser-
vation given a sub-parameter. At last, mixing this two concepts, we are
led to the notion of reduction of a statistical experiment for a familly of
prior measures, of which we study the properties and relations with the
classical concepts.
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20 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

NOTATIONS

— (®; H#) : espace mesurable des paramétres ; J#”’ une sous-tribu de .

— (X ; &f): espace mesurable des observations; ¢’ une sous-tribu
de o.

— P une transition de probabilit¢ de (@; #) dans (X; /) notée
(0, #) £ (X, o) induisant la famille #° = {P@,.)|0e®} de proba-
bilités sur (X; o/); on notera aussi P? la probabilité P(G;.).

— M : une famille de probabilités a priori sur (® ; 5#); on supposera M
muni d’une tribu ¥ qui rende mesurable les applicationg: u — u(H),
Hes#.

— Q notera la transition de probabilité de (M ; ¢) dans (® ; ) définie
par :

(VHex), Qu; H) = puH) c’est-a-dire Q* = pu

— P sera dite dominée si la famille de probabilités #® est dominée
par une mesure o-finie A et dans ce cas on appellera dominante privilégiée
une probabilit¢ P équivalente a la famille 2° et de la forme :

p = anpo

6c®

ou O est une partie dénombrable de © et les a, des nombres positifs.

— Soit (® x X; s V o) Pespace mesurable produit de (@ ; #) et
(X; &); on notera aussi # (respectivement &) la tribu sur @ x X des
cylindres de base # (resp. ).

— Soit #(0®, #) l'ensemble des probabilités sur (@ ; #) et soit
ne PO, #); on notera P o pu la probabilité sur (@ x X; # V &) définie
par [cf. [1]] :

(VHe #) (VAe ) (P cuH x A) = J P@G; A)y(d@))
H

on notera P oy ou Pu la probabilité marginale de P o u sur (X; &).

— Si P est dominée par une mesure g-finie 4 et si o7 est une tribu a base
dénombrable on a le résultat suivant [cf. [6], p. 194].

Il existe une fonction f: ©® x X —» R, o V of mesurable vérifiant :

V0e® 0 ar’
(6e0) 16, )"

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 21

La mesure Pop sur (© x X; # V ) est alors dominée par la mesure
produit u ® 4 ainsi que par le produit de ses marginales u ® P, et on a :

dPop

e

J 0 do 4P,
16, o) T

— A tout élément pue P(O; H#) on associe une famille de probabilités
P¥ = {P|He s } définie par :
(VH e A tel que u(H) = 0); Pi =P, _
1
(VHe o# tel que u(H) > 0); (VAe ) PH(A) = ) P(6; A)u(do)
H

— La famille 2 est dominée et P, est une dominante privilégiée.
— On peut remarquer que (Vfe £*(«)), 'application

0 - I S (x)P(dx)
X
est une version de Ep,,[f/#] pour tout ue 2(®, #) et par suite :
(VH e 5¢) J Ep [ f/#)dp = p(H)Epa(f) = u(H) L S (x)Py(dx)
H

— §’il existe une version réguli¢re de { Ep, [H/o]; He # } elle sera
notée 7, et appelée transition a posteriori de P pour J# relativement a p.
Cette transition vérifie :

(YHe#)  (m,(H)eEp,[H/Z)
ou encore

(VHe #) (VAe ) (u(H)Pff(A) = J (X H)P”(dx))
A

— Si on prend une sous-tribu #’ de # on définit de la méme fagon
la famille 27" = { P} ; H’ e #” } ainsi que la transition .

— Soient #’' <= #, o' < o ;arestriction de P a (X ; o#’) sera notée P’
et une version réguliére de { Ep, [H'/«/’], H' € #"} sera appelée transi-
tion a posteriori de P’ pour s’ relativement a u.

— Soient (Q; % ; P) un espace probabilis¢, &F,, F,, %,, trois sous-
tribus de #. &, et &, sont dites conditionnellement indépendantes relati-
vement (noté C. I. R.) & #; si 'une des propriétés suivantes est vérifiée [cf. 6]:

= (Vfe Z2F)) (Vge L2(F,) (Eplfz/F5] = Eolf/F3]Es g/ F3))
— (Ve L9F) (Eslf/F,] = EelBel f/F3)/ 7))
— (Vge Z%(#3) (Edlg/#1] = EulEslg/F3)/F1])

Vol. IX, n° 1-1973.



22 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

— Si de plus on a &#; < %, alors la propriété suivante est équivalente
a chacune des précédentes :

= (VfeZ%(F)  (BlS/F35] = Eelf /%))

— Soit #’ < s#. On dira que #” est caractérisée par ses atomes dans
si elle vérifie la propriété suivante : un élément de 5 est un élément de #”’
si et seulement si il est réunion d’atomes de #".

Cette propriété est en particulier vérifiée dans le cas suivant :

(0, #) = (0, ") @ (O, ")

— Si (O, #, A) est un espace de mesure, nous utiliserons la notation
(V,w) pour: « pour A-presque tout we O».

I. REDUCTION DANS L’ESPACE DES OBSERVATIONS

Soient : ,
©@:;#) = (X; ), McPO,#), ' cod, X' X
(I-1) DEFINITION [cf. [5]). — &/ est (& ; 2°) exhaustive si et sculement si :
(1) (Vfe Z*(H) (Fge L(A’) (VOe®) (geEplf/L])
(I-2) DEFINITION [cf. [5]]. — o est (o ; 2°) exhaustive par paire si pour
tout sous-ensemble A de ® a deux éléments, o’ est (o ; #*) exhaustive.
Rappelons que si o' est (o ; #°) exhaustive par paire alors o' est

exhaustive pour toute sous-famille dominée; en particulier si #° est
dominée, les deux définitions précédentes sont équivalentes.

(I-3) LEMME. — Si 2° est dominée alors &’ est (o ; #°) exhaustive si
et seulement si :

@ (Vfe £*(H)) (V0 ®) (Ep[f] = EpolEslS/2]))

Démonstration. — Soit P = Za,P? une dominante privilégiée. Si o/’
est (o ; #°) exhaustive alors on a:

(Vfe Z=(o)) (V0e®©) (Eplf/«'] = Eplf/"))
Réciproquement, si (2) est vérifié alors :
Ve Z*(A) (VA'e ') (VO O)

j Eplf/o#"JdP° = Eqo[l, Eplf /'] = EpolEplla f/']]

=mmﬂ=LJﬂ°
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INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 23

d’ou :
(VieZ=(A)) (Ve ®) (Ep[f/of'] = Epol /')

c’est-a-dire (1). C.Q.F.D.

(I-4) DEFINITION. — &/’ est une réduction de & pour (P; s#’; M)
si et seulement si :

3) (VueM) (" et of sont C.1.R. & &' pour Poy)

Remarque. — Soit &/’ une réduction de & pour (P; 5#’; M).
Siona #”" <« H#',M' =M, " o> o/ alors /" est une réduction de of
pour (P; 5" ; M’).

(I-5) PrOPOSITION. — &/’ est une réduction de &/ pour (P; 5#’; ) si
et seulement si &’ est (o ; 2") exhaustive.

Démonstration. — /' est une réduction de &/ pour (P; #’; p) si et
seulement si :

- (Vfe £%()) (YH' e #”) (L fdPep) = L Epg,‘[f/ﬂ’]d(PQﬂ)>

o' est (o ; PY) exhaustive si et seulement si [cf. (I-3)] :
- (VfeZL*() (VH e #’) (Epw[f] = Epy[Ep,lf/])

I suffit donc de montrer que les deux équations suivantes sont équiva-
lentes :

L Jd(Pop) = L Ep,lf /4°1d[P < ]
Epp[f] = Epy[Ep,[f/']]

Si u(H’) = 0 elles sont vérifiées.
Si p(H’) > 0 les deux premiers membres, ainsi que les deux seconds,
différent du facteur multiplicatif p(H’). C.Q.F.D.

(I-6) REMARQUE. — Existence d’une réduction minimale.

On en déduit, puisque la famille 2 admet P, comme dominante privi-
légiée, qu’il existe une sous-tribu «° P, compléte dans &/ telle que:
pour qu’une sous-tribu ./’ soit une réduction de & pour (P; #’; u)
il faut et il suffit que; #/° = ’[P,].

Vol. IX, n° 1-1973.



24 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

(I-7) ProrosiTioN. — Considérons les propositions suivantes :

1) o’ est (o ; 2°) exhaustive.

2) A’ est (o ; P°) exhaustive par paire. .

3) o’ est une réduction de o pour (P; #; 2(O ; #)).

4) o est une réduction de o/ pour (P; #; 2,(©; #)) ou P5(0; #)
designe I'ensemble des mesures a priori qui sont combinaisons linéaires
convexes de deux Dirac. On a:

1) = 3) = 4) < 2)

Si de plus la famille #® est dominée, toutes ces propositions sont équi-
valentes.

Démonstration :
1) = 3) Soient

feet) et gel \Eplf/at]
0c®

On a donc:

(V6 € ©) (Epo[f]1 = Epe[g]) dou (VueP(®, #)) geEp,[f/o']
Ainsi :
Ep,[f/#] = Eyp,[8/3#] = Ep,[Ep,[f/')/#]
Cest-a-dire : o et # sont C.I.R. & &’ pour Pop.
3) = 4) Evident.
4) = 2) Soit
ll = 1601 + (1 - 1)502
Ona:
(VfeZL(A) Ep,lf/'] < Bp[f/H V ']
Ainsi :
(VOe{0,,0,}) (VA’ e o) (f fdp? = j Epg,,[f/d']dpe>
A’ A’
D’ou '
Ep lf/] c Epalf/a’]  i=1,2
Ainsi " est (o ; 2*) exhaustive avec A = {6,, 0, }.
2) = 4) Méme démonstration que 1) = 3) en remplagant ® par A.
Dans le cas dominé 2) = 1) [cf. [5]]. C.Q.F.D.

On peut se demander si I'introduction d’une sous-tribu #’ de # permet
une plus forte réduction dans I’espace des observations que Pexhaustivité.
Hajek [cf. [4]] énonce le résultat suivant : « Si &’ est une réduction de ¢
pour (P; 7 ; P(O; H)) et si #’ # { D, O} alors o’ est une réduction
de &/ pour (P; # ; 2(©; #)) ».

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B



INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 25

Montrons sur un exemple que ceci n’est pas vrai. Soient :

©={0,,0,05}, #=20O), X={x,xx3}, o =PX)
H ={0,{0,,0,},{0:},0}, ' ={0,{x1,%},{xs},X}

La transition P de (® ; 5#) dans (X; &) est donnée par la matrice marko-

vienne :
6, | 6, | 0,

x, |13123] o

x, |23 |13] 0

x3 | 0 |0 |1

' n'est pas (# ; 2#°) exhaustive et cependant &/ est une réduction de &
pour (P ; #’; 2(@ ; #)). En effet pour toute mesure a priori p la famille 2
est donnée par :

{6,,0,} |{63}
M+ 2p,
SEET I
! 2 ou g = pb)
2uy + pp
X, | ————21 0
3(py + p2)
X3 0 1

et o/ est bien (o ; 2¥’) exhaustive.
On a cependant le résultat suivant :

(I-8) PROPOSITION. — Supposons que les probabilités {P?; 0 ® }
soient toutes équivalentes et que #’ # { J; © }. Si &’ est une réduction
de o pour (P; #'; 2,(©; #)) alors o’ est (o ; #°) exhaustive.

Démonstration. — Si /' n’est pas (& ; #°) exhaustive, il existe un couple

A =(0,0)e®? tel que o’ n’est pas (o ; P*) exhaustive et par suite
Po

17 n’a pas de version &/’ mesurable.
Si #” sépare 0 et 6’ soient H’ e #” tel que 0 H’ et 8’ e H (complé-
1 . . .
mentaire de H') et u = 3 [66 + 8¢). On a alors P& = P?; P}'* = P et o’
ne peut étre exhaustive pour (& ; 2).

Vol. IX, n® 1-1973.



26 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

Si A" ne sépare pas 0 et 0 il existe 0” tel que H#” sépare 6” et {0, 0’ }.

b re 1~t' dPo dPgn
c cgalite = T X vy
g ap T ap” " ap°

dp°? dp?”’

Tk ou i n’a pas de version &/’ mesurable et il suffit alors de repren-

dre le raisonnement précédent avec le nouveau couple. C.Q.F.D.

on en déduit que l'une des densités

Dans le cadre de 'exhaustivité on a le résultat suivant :

si P est dominée par A alors .o/’ est (o ; 2®) exhaustive si et seulement si :
P 0

il existe pour chaque 6 € ®, une version f(0,.) de la densitt — de la
forme f(0, x) = ¢(0, x)n(x) avec ¢(0,.) /'-mesurable.

Cette propriété a déja été utilisée dans (I-8).

La réduction étudiée ici posséde aussi des propriétés de factorisation
des densités.

(I-9) PROPOSITION.

1) Si Pop est dominée par P, ® u les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

a) o/ est une réduction de & pour (P; #7; ).

dP o
b) Il existe une version de il de la forme @y avec:
dP, ® p

{ @ #' NV of' mesurable
Ep,eul¥/#’ V o] =1

2) Si P est dominée par A et & est dénombrablement engendrée les
propriétés précédentes sont encore équivalentes a la suivante :

¢) 11 existe deux fonctions ¢, n vérifiant :

@ H' NV o' mesurable
n # V of mesurable et (V,x), E[n(., x)/#'] 5E,[n(., x)]
0

dpP

Démonstration :
1) Supposons P oy dominé par P, ® u et soient :

dPoyu

ge————, @eEp g [g/H" V A
dP, ® u K

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B



INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 27

a) < o et #" sont C.1.R. a & pour Poy
< (VAed), (VH' e #’), Ep,[AH'] = Ep. [H'Ep,, [A/o"]]
b) < Ep,e,l8/#" V ] > Ep e,lg/#’" V o'
= (VAe o), (VH' € #”), Ep, o, AH'g] = E; o,[AH ¢]
Or
Ep,ouAH’g] = Ep, [AH']
et Ep.0ulAH @] = Ep, [H'Ep o, [A/#" V ']
mais
Ep,0ulA/#* V '] 2 Ep, o,[A/4"] = Ep.,[A/ L]
d’ou
Ep, 0ulAH'¢] = Ep, [H'Ep, [A/']]
L’équivalence en découle.
2) Supposons P dominée par A
¢) = a) Soit
e€E,g,ln/of] Eiouln/#' V ]

Posons :
. ’ ’ ’ ” - _1__
i Hes o ul)£0 0= o L 9(6, .) u(do)
si Hew' et pH)=0 () =J @(0, .) u(do)
2]

¢ est o/ mesurable, pour tout H' e #”, O est o/’ mesurable et e@" est
-
une version de —-; &/’ est donc exhaustive pour (s ; 2¥) d’ou a) (cf.
[1-5D). '
Supposons de plus que o/ est dénombrablement engendrée. Alors
P oy est dominée par P, ® p.
b) = ¢) Soient :

dP
le—£,
N7
et @/, une algébre dénombrable engendrant 7.
Posons :
n=vyl; @ est A’ V o/’ mesurable
On a

(YHe o), (VA e o), f J (0, x)n(0, x)dAdu =J PY(A)du
H JA H
Par suite si

0, = {He 0, (VAe o) PUA) = J (0, x) n(o, x)dl}
A

Vol. IX, n° 1-1973.



28 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

dp®
alors woe,)=1 e (V0e®,), ¢, .)n0, ')e_dT
De plus

(VP“x)g Eu['/’(? X)/Jf’] =1
d’ou (Vax), Euln(., x)/#7] = Ux) = E,[n(., x)]

(I-10) CoROLLAIRE. — Soient :
(©, #) = (0, #£)Q(O", #”), p=ve

ou u’ est une probabilité sur (@, #)
v est une transition de probabilit¢ de (®”; #”) dans (©”; #”).
Si P est dominée par A et si o/ est dénombrablement engendrée, une sous-
tribu o’ de o/ est une réduction de .« pour (P; #”; u) si et seulement si:

¢’) il existe deux fonctions ¢, n vérifiant :

— @ est #’ V o/’ mesurable,
— nest # V of mesurable et :

(V2x) (¥,.0') j (@', 6”, x)W0’, d0”) indépendant de ¢’
o
] _

dpP
- (v.0), @0, .)n0,.)e T

Plagons-nous maintenant dans le cadre de la théorie de la décision.
Soit (A ; @) 'espace mesurable des actions; une stratégic est une transi-
tion de probabilité de (X; /) dans (A; 9). Soit | une fonction de perte,
fonction positive définie sur (@ x A), # V 2 mesurable; la fonction
de risque d’une stratégie S est définie par :

(Voe®), A0,S)= J‘ 19, .)d[S 2 P°] = Esypus,[l]
XxA

le risque bayésien d’une stratégie S pour la mesure a priori p est défini
par :
My, S) = J. A0, S) u(df) = Es,p,,[1]
°

On a le résultat suivant :

(I-11) THEOREME. — o’ est une réduction de o/ pour (P; #’; ) si et
seulement si :

quel que soit ’espace d’action (A ; ) localement compact a base dénom-
brable,

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Section B



INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 29

quelle que soit la stratégie S, o/ mesurable,

il existe une stratégie S’, o/’ mesurable, telle que :
les mesures ScPoyu et S’oPopy aient méme restriction a la tribu
H'N o'V D (et par suite les deux stratégies ont méme risque bayésien
pour u si la fonction de perte est #’ V 2 mesurable).

Démonstration.

C.N. Soit Aes, prenons A = {0,1},S(x, {1}) = 1,(x). I existe S’,
&/’ mesurable, telle que Ep,[S'{1}/#' V '] = Ep,[S{1}/#"V ']
par suite Ep, [A/#" V '] o Ep, [A/']

C.S. Soit S: (X, &) — (A, 2). Par suite des hypothéses sur (A; D)
il existe une transition de probabilité de (X; «¢’) dans (A; 9) vérifiant :

(VDe 2), S'(D)eEp,[S(D)/«’]
On a: (VDe2), (VA'esl’), (VH e ¥#')
SePou(H' x A’ x D) = Ep, [1515Ep, [S(D)/#” V ']]
= Ep,u[1a-15Ep.,[S(D)/’]]
= EPsu[IA’IH’S,(D)]
=8oPoy[H x A’ x D] C.Q.F.D.

Nous allons montrer maintenant que l'invariance du modéle fournit
des réductions.

(I-12) DEFINITION. — Une transformation g est dite laisser le modéle
invariant si g est une bijection bimesurable de X dans X et de ® dans ®
vérifiant :

(V0 e ®) (VAe &) (P*%g.A) = P°(A))
A une telle transformation g on associe les sous-tribus des invariants :
Ady={Aed}g ' A=A}, H,={HeH {g7'H=H}

(I-13) PropoOSITION. — Soit g une transformation laissant le modéle
invariant. :

Si #, = A alors o, est (o ; 2°) exhaustive.

Démonstration. — A toute fonction f :X — R, mesurable, bornée,
nous pouvons associer la suite de fonctions mesurables bornées :

X = Ry fix) = f(g)

i=

n+1

En utilisant le théoréme ergodique ponctuel (cf. [7]) on sait que la suite f,

Vol. IX, n°® 1-1973.



30 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

converge sauf sur un ensemble N tel que (V0 e ®) PYN,) = 0. Posons
donc :

40 = { Li”m £%) si x¢N,

0 si xeN,
On a alors :
(Voe®)  f*eEplf/]
(I-14) PrOPOSITION. — Si u est une mesure invariante par g alors ./,

est une réduction de &/ pour (#°; #,; p).

Démonstration. — 1l suffit de démontrer que (VH € i), P,*} est invariante
par g.
(VAe /) (VHe H,; y(H)>0)on a:

L PY(g™ 1. A)u(db) L Pe%(A)p(do)
.PH)(A) = PH(g~1.A) = = = PHA
(g-P.)A) = Pl(g™'.A) D ) H(A)

De méme, si u(H) =0 on a (VAe ) (g.PH)(A) = P}(A).

Considérons maintenant le cas d’un groupe G de transformations
laissant le modéle invariant et posons :

do=( ey  Ho=( \#,
2eG geG
Nous allons supposer le modéle dominé et si ./’ est une sous-tribu de </
nous noterons &/’ la complétée de .’ pour une probabilité équivalente a la
famille 2®. Nous allons montrer sur un exemple que nous sommes obligés,
pour généraliser la proposition précédente, de remplacer le couple (g ; H#G)

par le couple (g ; #g) ot A = mﬂg. Considérons en effet le modéle
suivant : £eG

X; o) =(R; %)

#° = ensemble des probabilités absolument continues par rapport a la
mesure de Lebesgue. Ce modéle est laissé invariant par le groupe G des
transformations g de R dans R ne déplagant qu’un nombre fini de points.
Nous avons alors :

g ={D;R}; H = H

(I-15) PrOPOSITION. — Soit G un groupe de transformations laissant
le modéle invariant. Si u est une mesure sur (® ; J#) invariante par G,
g est une réduction de &/ pour (#°; #;; p).

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section B



INDEPENDANCE CONDITIONNELLE DANS LE MODELE STATISTIQUE BAYESIEN 31

Remarque. — Nous avons le résultat suivant (cf. [8]).

Si G est un groupe de transformations localement compact, dénom-
brable a linfini et si 'application (g, x) ~» g.x est # V &/ mesurable,
2 étant la tribu borélienne de G, alors on a:

Ao = g

II. REDUCTION DANS L’ESPACE DES PARAMETRES

Soient :
©;#) % X; o), McPO; X)), A cd, K cH

(II-1) DEFINITION. — J#’ est une réduction de 5# pour (P; /') si la
restriction P’ de P 4 o/’ est #’ mesurable, c’est-a-dire si (YA’ € &’) appli-
cation 8 — PYA’) est #’ mesurable.

(I1-2) DEFINITION. — ' est une réduction de # pour (P; o/’ ; M) si
(VueM) # et o' sont C.1. R. a s#" pour Pop.

(II-3) ProrosiTiION. — Considérons les propositions suivantes :
1) s’ est une réduction de # pour (P; o)

2) #' est une réduction de # pour (P; o' ; P(O; H))

3) A’ est une réduction de # pour (P; o’ ; 2,(0; #))
Onal) = 2) = 3

Si #’ est caractérisé par ses atomes dans # alors 3) = 1).

Démonstration. — 1) = 2) car (Vue 2(© ; #)), (YA’ € o/’) I'application
0 — P%A’) est une version #’ mesurable de Ep,[A"/#].

Supposons J#”’ caractérisé par ses atomes dans #°. Pour vérifier 1) il
suffit donc de montrer que la restriction de P & &/’ est constante sur les
atomes de .

3) = 1) Soient 0, et 0, deux éléments d’un méme atome H’ de #” et

1
u= 5(501 + dg,)
(YA’e ') Ep,[A'/#’'] < Ep,[A'/H]
d’ou
P%(A’) = P%2(A").
(IT-4) REMARQUE. — Supposons qu’il existe une transition a posteriori m,
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de P pour # relativement a u. Les deux propositions sont alors équi-
valentes :

— ' est une réduction de # pour (P; &'; p)

— ' est une réduction de # pour (n,; &’ ; P).

En effet on a:

Pop=m,0oP,

(I1I-5) PROPOSITION. — Si

, &' est une réduction de &/ pour (P; 5 ; )
et si H#' est une réduction de # pour (P; &' ; 1)
alors ' est une réduction de # pour (P; & ; p)

Démonstration. — En effet

(YAe /)  Ep,[A/#] = Ep,[Ep,[A/L")H]
= EPQM[EPeu[A/ﬁ’]/”I]

(I1-6) REMARQUE. — Existence d’une réduction minimale.

Soit &7’ < . 1l existe une tribu #° compléte dans # telle que : pour
que H#’ soit une réduction de # pour (P; &/’ ; p), il faut et il suffit que :
H' < O

En effet il suffit de prendre #° tribu pu-compléte dans # engendrée
par la restriction de P a &/".

La réduction dans I'espace des paramétres posséde elle aussi des pro-
priétés de factorisation des densités.

(II-7) PROPOSITION. — Si P est dominé par A et si &/ est dénombrable-
ment engendrée alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
a) A’ est une réduction de # pour (P; <),

b) il existe une fonction f, #’ V o/ mesurable telle que :
6

dP
VGE@, f(e,.)EH
Démonstration :
b) = a) car (VA € &) I'application (0 - f 1, .)dl> est ' mesu-
A

rable
a) = b) résulte de [6], p. 194.

(II-8) PROPOSITION.

1) Si Pop est dominée par A ® u les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) #’ est une réduction de s# pour (P; .o’ ; p)
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i . dP o
b) il existe une version de I £ dela forme @y avec :
u

{ ¢ #’ V o mesurable
Eeu¥/# V o1 =1

2) Si P est dominé par 1 et </ est dénombrablement engendrée les
propriétés précédentes sont encore équivalentes i chacune des deux
suivantes :

¢) il existe deux fonctions ¢,  vérifiant :

@ K’V ' mesurable
n # V o mesurable et (V,0) E;n(,.)/«/’] ne dépend pas de 0
0

dp
(V.0) @0, .)n(®, ')6717

d) il existe une fonction f, # V &/ mesurable vérifiant :
Ei.@u[f/f V Ao El@u[f/”' V ']
dp?
(Vue) S, ')E—JI

Démonstration.

dPop
i@ pu
b) <« E,eulf/# V o'l o E;elf/#' v o]

La démonstration de a) < b) est analogue a celle de (I-9).
2) Supposons P dominée par A.

1) Supposons P o p dominée par A @ p et soit fe

¢) = d) En prenant f= ¢n.
d) = c) Evident.
Supposons de plus ./ dénombrablement engendrée, alors Popu est
dominée par A ® u.
b) = ¢) On démontre encore de fagon analogue a (I-9) que:
dp?
(Vue) (P(e’ ') l//(e, .)6\
.. da
et ici:
Eieul¥/# V L] =1
c’est-a-dire :
(Vue) El[‘//(ea ')/d’] =1

COROLLAIRE. — Supposons que (X; &) = (X'; o) ® (X”; ") et que
A = ye)’ (ol y est une transition de probabilité de (X’ ; «/’) dans (X" ; /")
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et A’ une probabilité sur (X’ ; &/’)) est une mesure dominant P. Supposons
de plus la tribu &/ dénombrablement engendrée. Alors, pour qu’une sous-
tribu #” soit une réduction de s pour (P; o/’ ; p), il faut et il suffit que :
il existe deux fonctions ¢ et 75 telles que :

]

dpP
— (v,.0), 0, )n@o, .)e—
V.0, @0, )n@,.)e 7

— ¢ est #’ V o/’ mesurable
— (v,0) fn(f), x', x")y(x’, dx") ne dépend pas de 6.

III. REDUCTION

Soient :
©, )% X, A, McPO,H), A A, K <H

(III-1) DEFINITION. — (#’; &/’) est une réduction de (#; &) pour
(P ; M) si et seulement si :

a) (VueM) # et o’ sont C.1.R. & o’ pour Pop
b) VueM) o et #’ sont C.LR. & o' pour Pop

(I11-2) REMARQUE. — On utilise aussi une définition plus forte que (I1I-1)
en y remplagant a) par a’) #”’ est une réduction de # pour (P ; &/”) (cf. (II-1)).

(IT11-3) REMARQUE. — La définition (III-1) ne présente d’intérét que si M
est une famille restreinte de mesures a priori.

En effet si les probabilités (P?; 0 € ®) sont équivalentes, si la sous-
tribu #’ est engendrée par ses atomes dans # et non triviale, alors la
propriété de réduction partielle : (#’; /) est une réduction de (# ; )
pour (P ; 2,(© ; #)) entraine (en utilisant (I-8), (II-5) et (II-3)) la propriété
de réduction « totale » :

— P est #’ mesurable,

— A’ est (£ ; P°) exhaustive.

(IT1-4) DEFmvITION. — Soient (#’; /') et (#”; /") deux déductions
de (o ; ) pour (P:M). (#; ') est dite plus forte que (#"; ") si:

{f’c%" [ weM
A’ [Pop;peM

(III-5) PROPOSITION. — Soient 3#, — # et p une probabilité a priori
sur (@ ; ).
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Parmi toutes les réductions (#”; &’) de (# ; &) pour (P; u) vérifiant
Ho < ' il en existe une plus forte.

Démonstration.

— On définit deux suites de tribus; (#,,,1;n€N), (,,.,;neN)
par [I-6] et [II-6] :
H1 = complétée pour u de #, dans #,
A yn+2 = sous-tribu Poy compléte de o, réduction minimale de </
pour (41 P 1),
Hyni1 = [sous-tribu u compléte de #, réduction minimale de # pour
(MZn; P; #)] \% c#0'
— On montre par récurrence que les deux suites sont croissantes.
— Soient :
‘#00 = lgn T”Zn%rl’ 'ﬂoo = 3‘1_{1; Td2n+2
— (#,; o) est une réduction de (# ; ) pour (P; u); en effet :
(Vn = 1) o et .%2”4.1 sont C. L. R. a d2n+2 pour PQ[J
dou  (Vn>=1) o et #p+,s0ont CLR &, pourPeop
d’ou o et #, sont C. L. R. & &, pour Popu [9]
De méme
Vn=1) o et o,, sont C.LR. & #;,4q pour Poy
d’ou (Vn>=1) # et o, sont CLR a#, pourPop

d’ou 5 et o, sont C. I. R. & s pour Pop.

— De plus on a #, = H.

— Soit (#”; /") une réduction de (#; /) pour (P; ) vérifiant 5, = H#”.
On montre par récurrence que l'on a :

VneN)  H,.., < H (U
Ayprr < A [Poyl

et par suite H#, < H'[y] et o, < AL'[Pop]

(I1I-6) THEOREME. — Soient :
M9 X ©;#) % X o), 99 KX, Ao
Hypotheses :
1) 4’ est une réduction de ¢ pour (Q; H#)
2) A’ est une réduction de # pour (P ; &)

3) o’ est une réduction de o pour (P; #”; M)
4) La tribu o/’ est dénombrablement engendrée
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5) La tribu #’ est dénombrablement engendrée et admet une classe
compacte dénombrable ¢ d’approximation pour les mesures p, ue M.

Conclusion. — 1l existe une transition de probabilité = :
M, 9 x (X, &) —< (0, F)

telle que pour tout ue M, 7(y, .,) est une transition a posteriori de P pour #
relativement & u c’est-a-dire :

(VueM) (YH'e #”) =y, ., H') e Ep, (H'/ o)

Démonstration. — L’hypothése 3) entraine que toute transition a poste-
riori de P’ pour #’ relativement a u est aussi une transition a posteriori
de P pour s’ relativement & u. Les hypothéses 1) et 2) entrainent que
%’ est une réduction de ¥ pour (PQ; #’ V ). Soit (A,; ne N) une
suite d’éléments engendrant «/’. La sous-tribu &/, engendrée par (A, ; p < n)
est engendrée par une partition finie (AL; i€1,). Posons :

P u(HLA})

— 1
PouAl)

(VneN) (VueM) (VH' e #’) (VxeX) o, (u x, H) = 2
¢ possede les propriétés suivantes : e

— (VneN) (VH' € 5#”) l'application (u, x) = ¢,(u, x, H') est ¥’ V o’
mesurable.

— (VneN) (VueM) (VxeX) o, (u, x, .) est o-additif sur s#’.

— (VH e ) (Vue M) la suite (¢,(1, - , H); ne N) converge P, pres-
que sirement vers un représentant de Ep,,(H'/27’).

Soit ¢ une famille dénombrable engendrant #” et soit #, I'algébre
dénombrable engendrée par € et . Posons :

— U={(nx)eM x X; (VH' € #,) la suite ¢,(u, x, H’) converge }
- V(#, X)G U’ VH' GXO’ (P(I‘a X, H,) = '!Hg (Pn(/“" X, H)
— V={( x)eU; (VH € #,) o(u, x, H') = sup { oy, x, K); K e 1,
KeH'} A
On a:
— Ve#'V A’
— (VueM) P,[xeX, (4, x)eV]=1
— (V(u, x)€V), oy, x;.) est g-additive sur .
Posons :
— (M(u, x)e V) VH' € #’ n(u, x; H') = sup (¢(i, x, K); Kes#, KeH')
— (V(, x)¢V) 7wy, x,.) = p(.)
7 est une transition de probabilité de (M, ¥’) x (X, &’) dans (®, #) et
VueM, VH'es#’, n(y,., H')eE;, (H'/ ).
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(I11-7) THEOREME.
1) Si Pop est dominé par P, ® u les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) (A" ; ') est une réduction de (# ; ) pour (P; p),
Pou
dP, ®
{ @ #' V o' mesurable
Ep, euy/#" NV ] =Ep gl¥/# V '] =1

2) Si P est dominé par A et of est dénombrablement engendrée les
propriétés précédentes sont encore équivalentes a la suivante :

b) il existe une version de de la forme ¢y avec :

¢) il existe deux fonctions ¢, n vérifiant :

(@ #' V o' mesurable
n # V o mesurable et
{ (V:x) E,[n(., x)/#’] = E,[n(., x)]
(v,0) E,[n®, .)/«/'] indépendant de 0

0

v,0 0 0 4P
| (0. 00,16, e

Démonstration. — Voir (I-9) et (II-7).

(IT1-8) CoROLLAIRE. — Sous les hypothéses de (I-10) et (I1I-8), pour que
(', o') soit une réduction de (# ; o) pour (P, y) il faut et il suffit qu’il
existe deux fonctions ¢ et 5 vérifiant :

0

(v.0) 0, .)n,.) il

— . Je—

n e, no, d}.

— @ est #’ V o/’ mesurable

— (V%) j n(6’, 0”7, x) A(¢’, d0”) indépendant de 0’
o

— (v,0) j n(0, x’, x") y(x’, dx”) indépendant de 0
%
Voici trois exemples de réduction :

Réduction de Fraser [3]
(I11-9) DEFINITION. — Dans le cas d’un espace produit
(@ ; ”) — (@I; %’) ® (@”; ‘#I/),

Vol. IX, n° 1-1973.



38 F. MARTIN, J.-L. PETIT ET M. LITTAYE

on dit que (A’ ; o) est une réduction de (#, o) au sens de Fraser si :

a;) la restriction P’ de P a4 o/’ est indépendante de 6”,
b,) (V6” € ®”), o/’ est une sous-tribu (o ; 2° *€") exhaustive.

(I11-10) ProposITION. — Si le modéle est dominé et si la sous-tribu </’
est dénombrablement engendrée, alors (#’; &/’) est une réduction de
(o ; &) au sens de Fraser si et seulement si (#”; «/’) est une réduction
de (& ; o) pour (P; M), ou M={py/' @u": W eP(®,H" W' ePO", #")}.

Démonstration. — Nous devons montrer que a;) et b,) sont équivalentes
respectivement a :

a) VueM) " et # sont C.L.R.a # pour Pop
b) (VueM) #" et o sont C.L.R. a & pour Poypu

Comme (O ; #) est un espace produit, et que M sépare les atomes
de ', on peut appliquer la proposition (II-3), ce qui entraine I’équivalence
de a;) et a). D’autre part, comme .2/’ est dénombrablement engendrée, la
condition b,) est équivalente a I'existence, pour tout Ae .o/ et tout f € @,
d’une version @(f; .) de Epe(A/’) telle que ¢ soit #” V &/’ mesurable.
Par suite :

(VRe PO, #)) sf et 'V # sont C.LR.a o' V #” pour Pop

Or (YueM) #' et #” sont indépéndantes pour u, donc o/’ V H#' et
'V #" sont C. 1. R.a o/’ pour Poy et par suite o7 et &' V #' sont
C.LR. a . pour Pop.

Il reste b) = b,), qui résulte, a cause de la domination, de la propo-
sition (I-7) appliquée a chaque ©' x {6”}.

Application (voir [3]).

Si (' ; ') est une réduction de (5 ; /) au sens de Fraser alors, pour
tout (9 ; 07) e (©")%, il existe un test U. M. P. de I’hypothése {0, } x ®”
contre {60] } x ® qui est &/’ mesurable.

Réduction de Hajek [4]

(I1I-12) DEFINITION. —  Etant donné une application mesurable ¢
de (®; &) dans (O’ ; ), on dit que (7; &) est une réduction de (#, <)
au sens de Hajek si:

a,) la restriction de P & o/’ est 1~ !(#’) mesurable,

by) (V6’ € ®"), il existe un élément QY de I'enveloppe convexe de 2* '@
telle que o7’ est (o ; 2%) exhaustive (ou 2% = {Q?;0'€ @’ }).
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(I11-13) PROPOSITION. — Soit v une transition de (®’; 5#’) dans (® ; )
vérifiant :

(V0'e®) yz~HO)) =1 et M= {vop,peP0O, #)}

Si (t; &/’) est une réduction de (# ; &) au sens de Hajek avec dans b,)
(V' e ©') Q¥ = Pov* alors (17 }(o#”); &) est une réduction de (# ; &)
pour (P; M).

La réciproque est vraie si P est dominée et 1~ }(#) caractérisée par ses
atomes dans . La démonstration découle de (I-7) et (II-3).

(I11-14) APPLICATION (voir [4]). — Soit (D; 2) un espace de décision
convexe localement compact & base dénombrable et L une fonction de
colit défini sur @’ x D, convexe en d, #’ V 2 mesurable. Pour toute
stratégie S posons :

(V6'e®) R(@,S) = sup J L(z(6), S(x))P*(dx)

Alors si (t; &) est une réduction de (# ; &) au sens de Hajek, a toute
stratégie S, on peut associer une stratégie S’, mesurable, telle que :

(Vo' e®) R(@,S)<RE,S)

Réduction par invariance

Considérons comme dans (I-12) un groupe G de transformations lais-
sant le modéle invariant. Nous avons alors :

(I11-15) PROPOSITION. — Si u est une mesure invariante par G, (# ; )
est une réduction de (& ; &) pour (P, p).

Démonstration. — Cela résulte de (I-13) et du fait que, pour A’e &g
Iapplication 6 » PYA’) est #s-mesurable.
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