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Comparaison des expériences

Françoise MARTIN (*), Jean-Luc PETIT (**)
et Monique PETIT-LITTAYE (***)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. VII, n° 2, 1971, p 145 -176.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SOMMAIRE. - Dans ce travail nous introduisons d’abord une notion de

morphisme statistique entre deux expériences statistiques, en généralisant
celles introduites par Blackwell [l ], et Morse et Sacksteder [8]. Nous
cherchons ensuite les relations entre l’existence d’un morphisme statisti-
que et la notion d’exhaustivité de Halmos et Savage [5]. Enfin nous généra-
lisons de façon naturelle les notions d’expérience, de morphisme statistique
et d’exhaustivité, ce qui nous permet de retrouver ainsi certaines notions
introduites par Le Cam [6].

SUMMARY. - In this paper we first introduce a notion of statistical

morphism between two experiments as a generalization of the notions
introduced by Blackwell [l ], and Morse and Sacksteder [8]. Then we look
for connexions between the existence of a statistical morphism and the
notion of sufficiency of Halmos and Savage [5]. As a natural conclusion
we generalize the notions of experiments, statistical morphism and suffi-
ciency and we recognize some notions introduced by Le Cam [6].

I. EXPÉRIENCES ET MORPHISMES STATISTIQUES

(1.1). DÉFINITION D’UNE EXPÉRIENCE

On appelle expérience statistique un triplet 8 = (X ; j~ ; ~) où (X ; ~)
est un espace mesurable et { p8; 0 E O ~ une famille de probabilités
sur (X ; 
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On dira qu’une expérience 8 = (X ; J3/ ; est dominée si la famille 

est dominée par une mesure 6-finie sur (X ; d). On sait alors qu’il existe
une probabilité dominante qui est barycentre d’une sous famille dénom-
brable de P8 (cf. [5]) que l’on appellera dominante privilégiée.

( 1 . 2) . NOTATIONS

1) Soit S une expérience ; ~/) est le M-espace (cf. Appendice)
des fonctions mesurables bornées sur (X ; JV est le 03C3-idéal des élé-
ments de a/) P03B8-presque sûrement nuls pour tout élément 0 de 0.
On notera le quotient de j~) par c’est un

M-espace avec unité et le passage au quotient est une application linéaire,
positive, qui conserve l’unité, c’est un élément de HomtM) d),

qui est de plus u-continu pour l’ordre. Nous noterons q~
cette application.

2) Soit 8 une expérience dominée. L’ensemble des mesures bornées sur
(X ; J2/) absolument continues par rapport à une dominante privilégiée P
de la famille ~ est indépendante du choix de P et sera noté L(~). C’est
un L-espace (cf. Appendice). Son dual est un M espace (cf. Appendice)

, 

qui s’identifie à que l’on notera L°°(X ; ~ ; 
3) Soit 8 = (X ; une expérience. Nous noterons Jf l’ensemble

des parties finies de 0. Pour K E Jf nous noterons l’expérience réduite
(X ; j~ ; où ~K - ~ Pe ; 0 E K }. L’expérience tfK est dominée et nous
noterons ~) --~ L~(X ; j~ ; l’application de passage au
quotient. Pour K ci K’ dans on a L(~K) ci L(tfK,) et nous noterons

L(~x) --> L(~’K-) l’injection canonique qui est linéaire, positive et

isométrique, donc est un morphisme de la catégorie L (cf. Appendice).
Soit L~(X ; ~K~) ~ L °° (X ; l’application de passage
au quotient, définie par qK~ = qK. On vérifie que qKK- est l’applica-
tion transposée de Nous avons ainsi le diagramme commutatif suivant :

(1.3). LEMME

Soit ~‘’ _ (X ; ~ ; ~ ~®) une expérience.

1) {L(EK); aEK’K; K~K} est un système inductif dans la catégorie L
(cf. Appendice).
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2) { L°°(X ; qKK’ ; K E est un système projectif dans la

catégorie I~0 (cf. Appendice). -

Démonstration. - La première partie est évidente.
Pour la 2e partie, il suffit de montrer que l’application est continue

pour l’ordre. Or les applications sont ~-continues pour l’ordre, donc
continues pour l’ordre puisque dans un espace L~(X ; P) ; la borne

supérieure d’une famille majorée quelconque est la borne supérieure d’une
sous-famille dénombrable.

C. Q. F. D.

Morphismes statistiques :

(1.4). THÉORÈME

Soient 8 = (X ; j~ ; et (Y ; ~‘ ; ~e) deux expériences indexées
par 0.

1) Si u est une application mesurable de (X, dans (Y, telle que
Pe ~ u -1 - QB pour tout 0e0, l’application : définit une appli-
cation v :

v est linéaire, positive, 03C3-continue pour l’ordre, vérifiant v(1) = 1 et

2) Soit v : ~) -~ si) vérifiant les propriétés ci-dessus.
Alors la relation : qé o v = ie ° qé définit une application ie :

ie est linéaire, positive, vérifie = 1 (c’est-à-dire est un élément de
Homn (.5f°°(Y ; ~‘)/~® ; Ef(X ; ~)/~e) et :

11) (V0 E 0) E ~°°(Y ; ~)/~®) (~ ~~ Qe i = ~ ~e(~)~ ~’e i )

3) Soit ~°°(Y ; ~°°(X ; j~)/~ vérifiant les propriétés
ci-dessus. Alors, pour tout K e ~’, la relation ie = q é définit
une application ~K :

iK est linéaire, positive, vérine iK( 1 ) = 1 (c’est-à-dire est un élément de
Homn (L °° (Y ; ~ ; ~K) ; L °° (X ; j~ ; ~K))) et :

ANN. INST. POINCARÉ, B-VII-2 Il 1
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De plus la famille { K vérifie la relation :

4) La relation :

définit une correspondance bijective entre les familles d’applications
{ iK ; L °° (Y ; ~ ; ~K) -> L~(X ; ~K) ~ linéaires, positives, telles que

iK(1) = 1 et vérifiant les relations iü) et iv) et les familles d’applications
{ tK ; linéaires, positives, isométriques sur le cône

positif (c’est-à-dire éléments de Hom~ (L(~K), vérifiant les

relations :

Démonstration. Résumons sur un schéma les différentes applications
du théorème :

1) Evident.
2) La seule partie non évidente est de montrer que qE0398 o v factorise à

travers qé . Or si g E est Q03B8-presque sûrement nulle pour tout
0 e 0 on à :
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donc:

3) Evident.
4) Posons, pour 

Pour KeJf, soit 03C4’K le transposé de iK et soit tK sa restriction à L(EK).
Il suffit alors de montrer que L(K). Or pour tout élément 0
de K on à Qe, donc QK. Soit maintenant une mesure
positive J1 absolument continue par rapport à QK. Si B vérifie QK(B) = 0,
on à :

donc:

Ainsi est absolument continue par rapport à QK.

~ Z . S) . DÉFINITIONS

Soient deux expériences 8 = (X ; j~ ; et ff = (Y ; ~e) indexées
par le même 0.

1) Un morphisme statistique T de 8 dans ff est définit de façon équi-
valente : 

’

- Par une famille {tK~ HomL (L(8K), vérifiant les relations v)
et vi) du théorème précédent.
- Ou par une famille { iK E HomM (L~(X; B; QK); L~(X; d ; PK))}

vérifiant les relations iü) et iv) du théorème précédent.

2) On appelle morphisme de Morse et Sacksteder (cf. [8]) de S dans ~ ,
un morphisme statistique T de 8 dans ~ ..qui peut être définit par un élé-
ment 03C40398 E HomM(L~(X; B)/Q0398, L~(X;A)/P0398) vérifiant la condition ü)
du théorème précédent.

3) On appelle morphisme de Blackwell (cf. [l ]) de 8 dans ~’ un mor-
phisme de Morse et Sacksteder de S dans ~ qui peut être définit par une
application u : (JI) -> ~/) linéaire; positive, ~-continue

pour l’ordre, telle que u(l) = 1 et vérifiant la condition i) du théorème
précédent.
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4) On appelle morphisme application de tf dans ~ un morphisme de
Blackwell de 8 dans ~ qui peut être défini par une application mesurable u
de (X ; dans (Y ; 

(1.6). Etant données deux expériences 6 et ~ , nous noterons systémati-
quement dans la suite :

- Un morphisme de 8 dans ~ par une lettre majuscule.
- Les éléments de HomL(L(LK),L(FK)) qui le définissent par la

lettre minuscule correspondante indexée par K.
- Les éléments de HomtMj (L°°(Y ; ~K), L°°(X ; ~‘K)) qui les

définissent par la lettre grecque correspondante indexée par K.
- L’élément de HomM (L~(Y;B)Q0398, qui le définit

si c’est un morphisme de Morse et Sacksteder par la lettre grecque corres-
pondante indexée par 0.
- Nous noterons Ic le morphisme identite de S, défini par l’application

identique de X. Toutes les applications qui le définissent sont des identites.

~ I . 7~ . REMARQUES

1) Si (X ; et (Y ; sont des espaces mesurables, une transition de
probabilité de (X ; dans (Y ; est défini comme une application
V : X [0, 1] telle que :

(’dx E X), V(x, . ) est une probabilité sur (Y ; ~)
V(., B) est une fonction réelle A-mesurable.

Les formules :

définissent une correspondance bijective entre les transitions de proba-
bilité V de (X ; j~) dans (Y ; ~) et les applications

linéaires, positives, (7-continues pour l’ordre et telles que v(1) = 1.
Par suite un morphisme de Blackwell de 8 dans ~ est un morphisme

défini par une transition de probabilité de (X ; J2/) dans (Y ; transportant
les Pe sur les Q6.

Remarque. Un morphisme de Blackwell peut être défini par plusieurs
transitions de probabilité différentes.
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2) Si (X ; et (Y ; sont des espaces mesurables et si est une famille
de probabilités sur (X ; J2/), on appelle P0398-transition de (X ; dans (Y ; B)
une application ~ linéaire, positive, 03C3-additive
et telle que W(Y) = 1 (cf. [3]).
On montre qu’une P0398-transition de (X ; dans (Y ; est définie

de façon équivalente par chacune des applications suivantes :

- Une application W : ~‘) ~ ~)/~‘e, linéaire, posi-
tive, or-continue pour l’ordre et vérifiant : W(1) = 1.
- Une famille Qe de probabilités sur (Y ; et une application

linéaire, positive, vérifiant w( 1 ) = 1 et telle que :

Remarquons qu’une telle application w est nécessairement u-continue
pour l’ordre. En effet soit ~ ~" ~ ~ une suite croissant vers ~ dans

~)/~e. La suite dans est croissante et

majorée par donc converge vers un étément 03C6 dans 
On w(t/J) et

donc lp = 

Ainsi un morphisme de Morse et Sacksteder de 8 dans ~ est un mor-
phisme défini par une P0398-transition. Remarquons que dans ce cas la
P0398-transition est unique.

3) Si 8 et ~ sont des expériences et si T est un morphisme de 8 dans ~
la même démonstration que celle du lemme (1.3) montre que les applica-
tions iK : L°°(Y ; ~‘ ; ~K) -~ L~(X ; si ; sont continues pour l’ordre.

(1.8). PROPOSITION

Etant données deux expériences 8 et ~ et un morphisme T de 8 dans ff,
si l’expérience L est dominée, ff l’est aussi et T est un morphisme de Morse
et Sacksteder. Si de plus l’espace X est un espace localement compact à
base dénombrable et si j~ est sa tribu borélienne, alors T est un morphisme
de Blackwell.

Démonstration. La première partie est démontrée dans l’appendice,
la 2e partie est classique.
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(1.9). COMPOSITION DES MORPHISMES

Soient trois expériences

indexées par le même 0, un morphisme T de 8 dans ~ et un morphisme S
de ~ dans ~.

Alors la famille

définit un morphisme noté S o T de 8 dans ~.
Le morphisme S o T est défini de façon équivalente par la famille

Si S et T sont des morphismes de Morse et Sacksteder, alors S o T l’est
aussi et est défini par

Si S et T sont des morphismes de Blackwell, définis par des transitions
de probabilité U et V, alors S o T est aussi un morphisme de Blackwell,
défini par la composée des transitions U et V.

Enfin si S et T sont des morphismes applications, S o T l’est aussi et est
défini par l’application composée.

(1.10). SOUS-EXPÉRIENCE

Définition. Étant donnée une expérience 8 = (X ; on appelle
sous-expérience de 8 toute expérience ff = (X ; ~®) ou est une sous-
tribu de ~ et pour tout 0 E 0, QB est la restriction de Pe à ~.

Si 8 est une expérience et ~ une sous-expérience de 8, nous appellerons
morphisme restriction, le morphisme statistique R de 8 dans ff associé
à l’application identique de (X, j~) dans (Y, 

Précisons ce morphisme.
- R est défini par l’injection canonique i : --~ j~)

(toute fonction £3=mesurable est d-mesurable).
- R est défini par l’application pe définie par le diagramme commu-

tatif dans M
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- R = ~ pK ; ~, l’application p~ étant définie par le diagramme
commutatif dans M:

2014 R = { ’tK ; K E où iK est l’application de L(~K) dans L(ff K)
qui à toute mesure sur (X ; associe sa restriction à (X ; 

II. EXHAUSTIVITÉ ET MORPHISME
DANS LE CAS D’UNE SOUS-EXPÉRIENCE

~I I . 1 ) . DÉFINITIONS

Étant donnée une expérience 8 = (X ; ~‘e), on dira qu’une sous-
expérience ff = (X ; ~ ; ~®) est
- exhaustive dans 8 si (JI est une sous-tribu exhaustive de ~/ pour la

famille c’est-à-dire si :

(il suffit que la condition précédente soit vérifiée pour les fonctions indica-
trices f = l ) ;
- exhaustive par paire dans 8 si B est une sous-tribu de A exhaustive

par paire pour la famille c’est-à-dire si pour tout élément K de Jf,
~‘ est une sous-tribu exhaustive de j~ pour la famille (il suffit d’avoir la
condition précédente pour les couples d’éléments de 0 (cf. [5]).

(II. 2). Soient une expérience 8 = (X ; et une sous-expérience
~ _ (X ; ~’ ; ~®) de ~.

1) Supposons ff exhaustive dans ~. La version commune des expé-
riences conditionnelles définit une application

qui factorise à travers qé. Notons ee l’application de dans

~ °° (X ; ~‘)/~e définie par E~ qé.
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Il est clair que B8 définit un morphisme de Morse et Sacksteder E de ~
dans 8, caractérisé de façon unique par la relation :

f) ~°°(x ~ ~)l~®) ~)/~e) (E9(PB(~Y) . ~) = ‘Y . E9(~))

Inversement l’existence d’un tel morphisme entraîne évidemment l’exhaus-
tivité de F dans 8.
Le morphisme de Morse et Sacksteder sera appelé morphisme d’exhaus-

tivité.

2) Si ~ est exhaustive par paires dans ~, alors, avec les notations précé-
dentes, la famille {~K; K définit un morphisme E de ff dans 8,
caractérisé de façon unique par les relations :

Inversement l’existence d’un tel morphisme entraîne l’exhaustivité par
paire de ~ dans ~.
Le morphisme E sera appelé morphisme d’exhaustivité.

(11.3). LEMME

Soient une expérience 8 = (X ; une sous-expérience

et une application ~)/~® -~ ~°°(X ; ~)/~ linéaire, posi-
tive, conservant 1 et telle que :

Alors les deux propositions suivantes

Dans le cas d’une seule probabilité, ce résultat est classique. La démons-
tration suivante n’utilise pas la 03C3-additivité des P8.

Démonstration.

a) => b) Évident en prenant cp = 1 dans la relation a).
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b) ==> a) Considérons le diagramme suivant

La condition b) entraîne que pe ~)/~e) est l’ensemble des
invariants de l’opérateur pe o ee.

Si ~p ~)/~ et B E ~‘ vérifient = 0 alors

En effet, on a : ~p = donc  Il et par suite

et le résultat s’en déduit en multipliant par 
Soient

entraîne

Par suite

La formule précédente démontrée pour les fonctions indicatrices,
s’étend par linéarité aux fonctions ~‘-étagées puis par limites uniformes
à ~).

(II . 4). PROPOSITION

Soient une expérience 8 et une sous-expérience ~’ de 6, et un mor-
phisme E de F dans c~.

1) Si E est un morphisme de Morse et Sacksteder, pour que F soit
exhaustive dans 8 et que E soit le morphisme d’exhaustivité, il faut et il
suffit que R 0 E = I~r.

2) Pour que ff soit exhaustive par paire dans 8 et que E soit le mor-
phisme d’exhaustivité il faut et il suffit que
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(R est le morphisme restriction de L dans F et IF le morphisme identité
de ~ (cf. 1.6)).

Démonstration. - La proposition résulte immédiatement du lemme
précédent.

COROLLAIRE. 2014 Soient une expérience L et une sous-expérience F de L.

1) Pour que ff soit exhaustive dans S il faut et il suffit qu’il existe un
morphisme de Morse et Sacksteder de EF dans 6 tel que R o E = I~.

2) Pour que ff soit exhaustive par paire dans ~’, il faut et il suffit qu’il
existe un morphisme de ~ dans 8 tel que R o E = I,~.

3) L’exhaustivité de ff dans 8 entraîne l’exhaustivité .par paires. Si cf
est dominée, l’exhaustivité par paires de ~ dans 8 entraîne l’exhaustivité.

Démonstration.

1) et 2) Évident. 
’

3) Résulte de la première partie de la proposition (1.8).
C. Q. F. D.

(II . 5). PROPOSITION

Soient une expérience ~‘’ = (X, si, et une sous-expérience
ff = (X, ~®) de 8. Si ~’ est dominée et si

est une dominante privilégiée de la famille alors

est une dominante privilégiée de la famille ~e, et, pour que ff soit exhaus-
tive dans 8 il faut et il suffit que

où

est l’injection canonique.
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Démonstration. - Voir [S].

COROLLAIRE. 2014 Soient une expérience L, une sous-expérience F de L
et une sous-expérience % de Si l’expérience L est dominée, et si Q est
exhaustive dans 8, alors ~ est exhaustive dans ~.

Démonstration. - Évident.

~II . E)) . THÉORÈME ,

Soient une expérience 8 et une sous-expérience ~ de ~.

1) L’exhaustivité par paires de ~ dans 8 est équivalente à l’existence
d’un morphisme de ~ dans 8.

2) Si 8 est dominée, l’exhaustivité de ~’ dans 8 est équivalente à l’exis-
tence d’un morphisme de ~ dans ~.

Démonstration. - Si ~ est exhaustive dans ~, on a le morphisme
d’exhaustivité de ~ dans ~. Inversement soit T un morphisme de ~
dans ~.

Pour K posons

L’élément

vérifie

donc peut se prolonger en un élément iK de

(en posant, pour toute suite croissante qJn dans L°°(X, j~, P0 croissant vers

De même p~ peut se prolonger en un élément PK de

On peut donc appliquer le théorème ergodique en moyenne à l’opéra-
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teur sur L~(X, PK) (cf. [4 ], cor. 5, p. 662) : pour tout fEL1(X, j~, PK)
la suite

converge dans L~(X, d; PK).
La limite définit un opérateur sur L~(X, PJ idempotent et qui est

évidemment de la forme 03C3K où 03C3K E HomL (L l(X, si, PK), L 1 (X, 
On vérifie facilement que la restriction O"K de aK à L°°(X, si, PK) définit

un morphisme SK de ~K dans 8 K.
Soit JK l’ensemble des invariants de l’opérateur p~ o ~K sur L°°(X, si, PK)

C’est un sous-treillis vectoriel : si ~p E Y~ on a

d’où l’égalité puisque est isométrique sur le cône positif.
De plus il est a-complet pour l’ordre, et contenu dans PK(L 00 (X, ~K))

puisque est idempotent.
Par suite est une ~-algèbre.
Soient l’expérience ~K = (X, où 9IK est la famille des restric-

tions RB de QB à E K, RK la restriction de QK à et

l’injection canonique. On a

Par suite, il existe

tel que le diagramme suivant soit commutatif

et, pour 0 E K et ~p EL 00 (X, j~, PK) on a

donc ~K définit un morphisme SK de ~K dans ~.
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De plus on a R’K o Si = IGK

donc comme pK o pK est injective, 03C1K o pK = PK 0 03C1’K.
On en déduit (proposition II.4) que ~K est exhaustive dans 8 K, donc,

comme 8K est dominée, IFK est exhaustive dans 8K, ce qui démontre la
deuxième partie du théorème. Si 8 est dominée, le corollaire (II. 4) entraîne
l’exhaustivité de ~ dans ~°.

Remarque. - Soit K c K’ dans ~.
Si c’est-à-dire si B~B et E pK, alors E pK

donc B~LK.
Inversement on a :

donc, à cause de l’unicité du morphisme d’exhaustivité ~K~ _ ~’K
et par suite CCK = V où YOEK, = 0 ~.
Donc CCK = ~K, V 

Notons ~ la tribu ~ = Elle est exhaustive par paire dans j~

pour la famille P0398. Si l’expérience L est dominée, L est exhaustive dans A
pour la famille ~: On aurait pu construire directement la tribu ~ en fai-
sant la démonstration précédente sur l’espace ~,°°(X, ~/, P).

Remarque. Sans la condition de domination la deuxième partie du
théorème précédent est faux, même avec un morphisme de Morse et
Sacksteder. En effet dans [2], on trouve un exemple d’expérience

c~ = (X, ~~ ~’a)
où la famille P0398 n’est pas dominée, avec des sous-tribus L c: B telles
que E est exhaustive dans .91 et pas W. Alors si F = (X, B, Q0398) et
~ _ (X, ~, et si R est le morphisme de restriction de ~’ dans ~ et E
le morphisme d’exhaustivité de Q dans 8, alors E o R est un morphisme de
Morse et Sacksteder de ~ dans 8 et F n’est pas exhaustive dans 8.

III. EXHAUSTIVITÉ ET MORPHISME
DANS LE CAS GÉNÉRAL

(111.1). Soient deux expériences 8 = (X, j~, ~) et ~’ _ (Y, ~Ze), et
un morphisme T de 8 dans F.
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Considérons le diagramme suivant, pour K ci K’ dans ~’

On a :

et

Donc, pour

on a :

Par suite, comme les applications considérées sont linéaires, positives
et conservent l’unité, on peut définir pour tout 0 E 0 un contenu positif
unitaire RB sur l’algèbre sur X x Y engendré par j~ et r par la formule.

Définitions

1) On appelle pseudo-expérience un triplet ~ _ (Z, ~, ~®) où (Z, ~)
est un espace prémesurable c’est-à-dire un couple formé d’un ensemble
et d’un clan unitaire sur cet ensemble et ~® _ ~ 0 E 0} une famille
de contenus positifs unitaires sur (Z, ~).

2) Étant données deux expériences 6 = (X, si, ~®) et ~ = Y, ~®)
et un morphisme T de 8 dans ff, on appelle expérience produit de 8 et ~
par T la pseudo-expérience ~ = (Z, ~, où Z = X x est l’algèbre
sur Z engendrée par j~ x et pour 0 E 0, RB est le contenu sur (Z, ~)
défini précédemment.

(III . 2) . LEMME

Soient un espace prémesurable (X, A), une sous-tribu B de A, et un
contenu positif unitaire P sur (X, dont la restriction Q à B est une
probabilité. Alors on peut définir une application « espérance condi-
tionnelle » E: j~) -~ L~(X, Q) par la relation :
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ou est l’ensemble des limites uniformes de fonctions réelles j~

étagées et q : -> L~(X, Q) est l’application de passage au
quotient (il suffit d’avoir la relation précédente pour toute fonction indi-
ciaire f = 1 A).

Démonstration. - Il suffit de remarquer que si f est un élément de
l’application A -~ ~ P, définit un contenu positif f P

sur dont la restriction à B est une mesure absolument continue par
rapport à Q et de prendre

~III . 3) . DÉFINITION

Soient une pseudo-expérience E = (X, d, P0398) et une sous-expérience
ff = (X, (JI, ~e) de ~. Nous dirons que ff est

2014 exhaustive dans 8 si

2014 exhaustive par paire dans 8 si pour toute partie finie K de 
est exhaustive dans ~K.

Remarque. Au chapitre IV on généralisera la notion de morphisme
au cas des pseudo-expériences donc la notion de morphisme d’exhaustivité
en utilisant l’application ~03B8: L~(X, A)/P0398 dans L~(X, B)/Q0398 où

j~)/~ est encore l’espace quotient de j~) par la relation
d’équivalence d’égalité Pe presque sûre pour tout 0 E 0 définie comme dans
le cas des expériences.

(III . 4) . THÉORÈME - 

.

Soient deux expériences 8 et ~ . Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

a) il existe une pseudo-expérience ~ dont ~ et ff sont sous-expériences
telles que E soit exhaustive dans G,

b) il existe un morphisme de Morse et Sacksteder de 8 dans ~ .

Démonstration

a) => b) La version commune des espérances conditionnelles définit
une application
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Si i : -~ ~) est l’injection canonique, l’application i
factorise à travers l’application q® . Il est facile de voir que la formule

i = 03C40398 o q® définit un élément

vérifiant la relation ïf) de (1.4), c’est-à-dire un morphisme de Morse et
Sacksteder de 8 dans ff.

b) ==> a) Soit T un morphisme de Morse .et Sacksteder de 8 dans ~.
Soit % = (Z, ~, l’expérience produit de 8 et ~ par T. Pour A E d
et posons w(lAxB) = L’application ainsi définie
sur les fonctions indicatrices de A  B peut se prolonger par linéarité
aux fonctions indicatrices de ~. Alors si C E CC tout élément f de j~)
tel que = vérifie la relation

Donc 8 est exhaustive dans ~.

{III . 5) . THÉORÈME

Soient deux expériences 6 et ~ . Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

a) il existe une pseudo-expérience % dont 8 et ~ sont sous-expériences
telle que E soit exhaustive par paire dans G,

b) il existe un morphisme de E dans F.

Démonstration

a) ==> b) Pour toute partie finie K de 0, est exhaustive dans FK
et ~K et (démonstration du théorème précédent) la version commune des
espérances conditionnelles définit un morphisme TK de 8K dans ffK.
On vérifie facilement que la famille { iK, K e vérifie la condition iv

de (1.4) donc définit un morphisme T de E dans ff.

b) ==~ a) Soit T un morphisme de S dans ff et soit ~ la pseudo-expé-
rience produit de 8 et ~ par T. Pour toute partie finie K de 0, l’applica-
tion iK définit un morphisme de Morse et Sacksteder TK de tf K dans ~~ K
donc (démonstration du théorème précédent) tfK est exhaustive dans la
pseudo-expérience produit de 8 K et ~ par TK qui est identique à ~K. Par
suite 8 est exhaustive par paire .dans ~.
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IV. EXTENSION

Ce chapitre est destiné à faire le lien avec les notions d’expériences et
morphismes introduites par Le Cam [6].

OBJETS ASSOCIÉS A UNE EXPÉRIENCE OU UNE PSEUDO-EXPÉRIENCE

La notion de pseudo-expérience E = (X, P0398) a déjà été introduite [6].
Par analogie avec le chapitre premier, on introduit dans ce cas :
- le M-espace formé des limites uniformes de fonctions

A-étagées,
- l’idéal N des fonctions P03B8-presque sûrement nulle pour tout 0,
- le M-espace quotient de si) par N et l’appli-

cation de passage au quotient qé de d) dans qui
est un morphisme de surjectif.

Les définitions suivantes, dans le cas d’une expérience ~, n’ont été intro-
duites que pour les expériences réduites 8K. Ici on peut aussi bien les intro-
duire dans le cas général:
- la bande engendrée par la famille dans le L-espace dual

de qui est l’ensemble des contenus bornés sur (X, 
- le dual M(8) de L(~), qui est un M-espace ; le M-espace 

n’est pas nécessairement un M-espace, donc n’est pas isomorphe à M(6),
- l’injection yé E Hom~ M(~)), définie par

(d~, E L(~)), (df E ~)/~),  ~~ yé(f ) i = ~ ~~ .Î i
Pour toute partie finie K de 0, on définit de même la pseudo-expérience

réduite 8 K = (X, fjJK), où 9 E K ~ et les éléments associés
à 

Pour K c K’ c 0, soient :

- E Hom~ l’application de pas-
sage au quotient,

2014 E l’injection canonique,
- E Hom~ (M(8K,), M(~K)) la transposée de 
On a

yK ° ° ~ÏK’

(IV. 2). THÉORÈME

Soit 8 = (X, ~/, une pseudo-expérience. Si pour tout 

ANN. INST. POINCARÉ, B-VII-2 12
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ai est l’injection canonique de L(~K) dans L(8) et oc~ sa transposée, alors
on a :

(L(E), ai ; K) = lim (L(EK), aEK’K; K) dans L et B

(M(~), = lim (M(~K), ~) dans ~/0 et B

Démonstration. - Le théorème résulte immédiatement de la propo-
sition (A. 5).

COROLLAIRE

- On a y® = lim yK o sK® dans et y® est un élément injectif de
HomM
- Si 8 est une expérience dominée, y© est un isomorphisme.
- Si 8 est une expérience, alors on a :

(M(8), 1 ° «K ~ = lim (L°°(X, j~, ~K)~ jf) dans M et B
En effet si 8 est une expérience dominée, L(8) est isomorphe à L l(X, j~, P),

où P est une dominante privilégiée de ~‘®, donc M(8) est isomorphe à
L~(X, j~, P) = L~(X, ~)/~®. La dernière relation résulte du fait que si 8
est une expérience, les yK sont des isomorphismes.

(IV. 3). On obtient ainsi, pour K ci K’ c 0, le diagramme commutatif
suivant dans ~0 :

Morphismes statistiques .

Soient 8 = (X, ~, et ff = (Y, ~, ~®) deux expériences. On a
défini au chapitre 1 un morphisme statistique T, soit par une famille

{ tK; K E de morphismes de L, soit, de façon équivalente, par une
famille {tK;K~K} de morphismes de M. Nous allons en donner ici
une caractérisation « au sommet ».
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(IV. 4). PROPOSITION

Soient deux expériences 6 et ~ . Un morphisme statistique T de 8 dans ~
est caractérisé par un élément t de Hom~ (L(8), L(ff», vérifiant :

Démonstration. - Soit {tK; K E définissant T (cf. - (1 . S)). Alors
t = lim tK satisfait aux conditions désirées.

Inversement soit t vérifiant les propriétés ci-dessus ; alors, d’après le
lemme (A. 4), pour tout élément K de factorise à travers a:,.
on peut donc définir tK par t o aK = tK; et on vérifie que { tK ; 
définit un morphisme statistique T de 8 dans ~, pour lequel t = lim tK.

(IV. 5). PROPOSITION

Soient deux expériences 8 et ~ . Un morphisme statistique T de 8
dans ~ est caractérisé par un élément f de Hom~ (M(ff), M(8», vérifiant :

Démonstration. - Soit K définissant T ~(cf. (I . 5)). Alors
f = lim ’tK vérifie les propriétés désirées.

Inversement soit f vérifiant les propriétés ci-dessus ; on définit
t E HomL (L( 8), L(ff» par :

et, en utilisant la proposition précédente, on vérifie que t définit un mor-
phisme statistique T de 8 dans ff.

(IV. 6). PROPOSITION

Soient deux expériences 6 et ~ , et un morphisme statistique T de 8
- 

dans ff. Pour que T soit un morphisme de Morse et Sacksteder, il faut et
il suffit que l’une des propriétés équivalentes suivantes soit vérifiée :

1) t est continue pour la topologie de la convergence simple sur

et sur ~‘)/~®~
2) f ° Yé - Yé ° ie.

Démonstration. 2014 Évident.
Dans les propositions (IV. 4) et (IV. 5), on retrouve les objets intro-

duits par Le Cam j6].
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(IV. 7). Si 8 et ~ sont des pseudo-expériences, on définit un morphisme
statistique de 8 dans ~ par sa caractérisation « au sommet »:

Définition. - Soient deux pseudo-expériences E = (X, et

ff = (Y, ~~).
- Un morphisme statistique T de E dans F est défini par un élément f

de Hom~ (M(ff), M(~)), vérifiant :

- Un morphisme de Morse et Sacksteder de 8 dans ~ est un mor-
phisme statistique T de 8 dans ~ tel que f o yé factorise à travers y®.
La factorisation f ° yé = yé o ie définit un élément unique ie de

tel que :

( I V . 8). THÉORÈME

Soient deux pseudo-expériences E = (X, et ff = (Y, Q0398).
Un morphisme statistique T de G dans ~ est caractérisé de façon équi-
valente par l’un des objets suivants :

1) un élément t de HomL (L(E), L(F)), vérifiant :

2) un élément f de HomM (M(ff), M(8», vérifiant :

3) une famille { tK ; K E ~’’ } telle que :

4) une famille { K e telle que
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Démonstration.

1) La première caractérisation s’obtient par les relations t = D*(i),
et i = D’*(t) (cf. (A. 3)).

2) Il suffit de remarquer que M(8)* est la bande engendrée par ~
dans donc M( 8)* = L(~). Par suite, d’après le lemme (A. 4), la

restriction r* de i’ à M(~)* = L(8) prend ses valeurs dans M(ff)* = L(ff).
3) Les caractérisations 3) et 4) se démontrent comme les propositions

(IV. 4) et (IV. 5).

(IV. 10). PROPOSITION

Soient deux pseudo-expériences E = (X, A, P0398) et ff = (Y, (JI, Q0398).

1) Soit une telle que :

Alors il existe un morphisme statistique unique T de 8 dans ~ tel que :

2) Pour qu’un morphisme statistique de 8 dans ~ vérifie les propriétés
précédentes, il faut et il suffit qu’il les vérifie pour tout couple d’éléments
de 0..

Démonstration.

1) Résulte immédiatement de la proposition précédente.
2) Il suffit de montrer que si un élément ~p de est tel que pour

tout couple A d’éléments de K, E alors

Il suffit même de le faire pour K = { 01, 82, 03 }.
Posons

Par hypothèse, pour i = 1, 2, 3, il existe f E telle que

Alor~ on a :



168 FRANÇOISE MARTIN, JEAN-LUC PETIT ET MONIQUE PETIT-LITTAYE

donc il existe telle que :

Alors, pour i = 1, 2, 3, on a :

donc

Définition. Étant données deux pseudo-expériences E et F on appelle
morphisme de Morse et Sacksteder par paire de 8 dans ff tout mor-
phisme statistique de S dans ~ vérifiant les conditions de la proposition
précédente.

Remarque. 2014 Si E est une expérience et F une pseudo-expérience tout
morphisme statistique de 8 dans ~ est un morphisme de Morse et Sackste-
der par paires.
En effet, ~K étant une expérience dominée, yK est un isomorphisme, et

il suffit de prendre :

(IV. 12). COMPOSITION DES MORPHISMES STATISTIQUES

Soient 8, ~ et % trois pseudo-expériences, T un morphisme statistique
de 8 dans ~ , et S un morphisme statistique de ~ dans ~.

Alors il existe un morphisme statistique S o T de 8 dans ~ caractérisé
de façon équivalente par :

Si S et T sont de Morse et Sacksteder, S o T l’est aussi et est caractérisé

par 
Si S et T sont de Morse et Sacksteder par paire, S o T l’est aussi et est

caractérisé par la famille {03C4K o 03C3K; K E 

(IV. 13). DÉFINITION

Étant donnée une pseudo-expérience E = (X, d, on appelle sous-
pseudo-expérience de 8 toute pseudo-expérience ff = (X, Q0398) où B
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est un sous-clan de j~/ et pour tout 0 E 0, QO est la restriction de Pe à ~.
Étant données une pseudo-expérience E et une sous-pseudo-expérience F

de 8, on définit le morphisme restriction R de 8 dans ~ comme dans (1.10).

(IV. 14). EXHAUSTIVITÉ

Si (X, est un espace pré-mesurable (c’est-à-dire un ensemble X muni
d’un clan d), et P un contenu positif unitaire sur ~/, pour un sous-clan
quelconque ~‘ de ~/ le théorème de Radon-Nikodym n’étant plus valable,
on ne peut plus parler d’espérance conditionnelle par rapport à On est
donc amené à la définition suivante :

(IV. 14). DÉFINITION

On dit qu’une sous-pseudo-expérience ff = (X, (JI, ~e) d’une pseudo-
expérience 8 = (X, j~, est exhaustive dans 8 si :

(Il suffit évidemment d’avoir la relation précédente pour les fonctions

indicatrices).
La relation précédente définit de façon unique un morphisme de Morse

et Sacksteder E de ~ dans 6 vérifiant

(~ ~P E ~)I ~®)~ E ~)I ~’ ®)~ E9(~P ~ Pe(~ )) = ~).

Inversement l’existence d’un tel morphisme caractérise l’exhaustivité .

de ~ dans 8. Ce morphisme statistique sera appelé « morphisme d’exhaus-
tivité ».

Définition. 2014 On dit qu’une sous-pseudo-expérience ff = (X, (JI, ~®)
d’une pseudo-expérience E = (X, est exhaustive par paires dans S
si pour toute partie finie K de est exhaustive dans ~K.

L’exhaustivité par paire de F dans 8 est définie de façon équivalente
par l’existence pour tout K d’un morphisme de Morse et Sackste-
der EK de ~ K dans 8K tel que

La famille K E si } définit un morphisme de Morse et Sacksteder
par paires E de ~ dans 8 (proposition (IV 10)). Ce morphisme, s’il existe,
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est unique, et son existence caractérise l’exhaustivité par paire. On l’appel-
lera encore morphisme d’exhaustivité.

~IV . 1 S~ . PROPOSITION

Soient une pseudo-expérience 8, une sous-pseudo-expérience ~ de ~,
et un morphisme statistique E de ff dans ~.

1) Si E est un morphisme de Morse et Sacksteder, pour que ff soit
exhaustive dans 8 et que E soit le morphisme d’exhaustivité, il faut et il
suffit que R 0 E = I~.

2) Si E est un morphisme de Morse et Sacksteder par paire, pour
que ~ soit exhaustive par paire dans ~ et que E soit le morphisme d’exhaus-
tivité, il faut et il suffit que R o E = I’~.

Démonstration.

1) Il suffit de remarquer que, dans la démonstration de la proposi-
tion (II.4), analogue dans le cas d’expérience, l’hypothèse de 6-addi-
tivité des Pe n’intervient pas. Le résultat reste donc valable.

2) Il suffit d’appliquer la première partie aux pseudo-expériences
réduites ~K et 

Définition. - Étant données une pseudo-expérience E et une sous-

pseudo-expérience ~ de 8, un morphisme statistique E de ff dans 8
sera appelé morphisme d’exhaustivité si R o E = I~.

~IV . 1 ~~ . REMARQUES

1) Étant données une pseudo-expérience ~ = (X, ~®), l’isomor-

phisme de Kakutani [4] permet de construire une expérience

et un morphisme T de 8 dans 8’ tel que f soit un isomorphisme de M(8/)
sur 

2) Si 8 est une expérience, le corollaire (IV. 2) permet de définir une
structure d’algèbre sur M( 8) par l’équivalence des deux relations sui-

vantes :
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Cette structure d’algèbre admet comme unité l’unité du M espace M(8),
et est positive (donc est unique).
Si 8 est une pseudo-expérience, on peut encore définir à l’aide de l’iso-

morphisme de Kakutani une structure d’algèbre semblable sur M(8)
par l’équivalence des deux relations suivantes :

3) Soient une pseudo-expérience 8 et une sous-pseudo-expérience ~
de ~. Le morphisme d’exhaustivité E de ~ dans 8 vérifie la propriété
de produit suivante

En effet, pour une expérience dominée, c’est la définition de l’exhaustivité
car M(8) est isomorphe à L~(X, ~e). Pour une expérience ou une
pseudo-expérience, cela résulte de la définition du produit sur M(8).

4) Étant données une pseudo-expérience E et une sous-pseudo-expé-
rience ~ de 8, on peut, en utilisant l’isomorphisme de Kakutani, déduire
de la proposition (II-6), qu’il y a équivalence entre l’existence d’un

morphisme de ~ dans 8 et l’existence d’un morphisme d’exhaustivité
par paire de ~ dans ~’.

Si ~ est une expérience, tout morphisme de ~ dans 6 est un morphisme
de Morse et Sacksteder par paire (remarque (IV .11)). On en déduit que
l’existence d’un morphisme statistique de ~ dans ~’ est équivalente à
l’exhaustivité par paire de ~ dans ~.

(IV. 17) . DIAGRAMMES RÉCAPITULATIFS

© Pour une pseudo-expérience E = (X, et K c K’ c 0.
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2) Pour un morphisme statistique T d’une pseudo-expérience E dans
une pseudo-expérience ~ et K c K’ ci 0

3 Pour un morphisme de Morse de Sacksteder d’une pseudo-expé-
rien ce 8 dans une pseudo-expérience F et K c K’ c 0.



173COMPARAISON DES EXPÉRIENCES

APPENDICE

(A. 1). RAPPELS SUR LES TREILLIS DE BANACH

- Si E est un treillis de Banach, on notera : 
’

E’ son dual de Banach, qui est aussi son dual de Riesz,
E* la bande de E’ formée des formes linéaires normales (c’est-à-dire continues pour

l’ordre).
- Si A est un sous-ensemble d’un treillis de Banach complet E, on notera :

I(A) l’idéal engendré par A dans E,
b(A) la bande engendrée par A dans E.

Rappelons leur construction : les éléments de I+(A) sont les éléments de E+ qui sont majorés
par une combinaison linéaire finie d’éléments de A ; les éléments de b+(A) sont les bornes
supérieures des familles d’éléments de I+(A), majorées dans E.
- Un M-espace avec unité est un treillis de Banach vérifiant :

et possédant un élément positif lM tel que :

- Un L-espace est un treillis de Banach vérifiant :

- Si E est un M-espace avec unité, E’ est un L-espace, et on a :

- Si E est un L-espace, alors E’ = E*, et E’ est un M-espace complet avec unité, et
on a :

De plus (E’)* = E.
- Si E est un M-espace avec unité, complet et parfait (c’est-à-dire tel que E* soit sépa-

rant), alors E = (E*)’.

(A . 2). Introduisons les catégories suivantes :

- la catégorie (~ 
_

ses objets sont les espaces de Banach,
ses morphismes sont les applications linéaires de norme 1

- la catégorie IL

ses objets sont les L-espaces,
ses morphismes sont les applications linéaires positives isométriques sur le cône positif,
- la catégorie I~0

ses objets sont les M-espaces avec unité,
ses morphismes sont les applications linéaires positives conservant l’unité
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- la catégorie f~ll

ses objets sont les M-espaces avec unité, complets et parfaits,
ses morphismes sont les applications linéaires positives conservant l’unité et continues

pour l’ordre.

(A. 3). PROPRIÉTÉS DE CES CATÉGORIES

- L est une sous-catégorie de !B.
En effet si t E Hom~ (LI, L2), alors on a :

- M est une sous-catégorie de M
- est une sous-catégorie de B.
En effet si t E HOffitM) (Mi, M2), on a :

- Il existe un foncteur contravariant D’ de M dans L, défini par :

ou L’est la transposée de L ; L’est linéaire, positive, et vérifie :

- Il existe un foncteur contravariant D* de I~ dans L, défini par :

où T* est la restriction à M2 de la transposée z’ de z.
En effet, si ~, est un élément positif de M2 et si ~pa ~, 0 dans M alors i(~pa) ~, 0 dans M2,

et ~ z’(~.), ~pa ~ _ ~ ~,, z(~pa) ~ ~, U. Par suite c M i et T* est un morphisme de IL.
- Il existe un foncteur contravariant D’* de L dans M, défini par :

où t’ est la transposée de t.

En effet t’est linéaire, positive et continue pour l’ordre, car si ~p" j 0 dans L~, t’(~p") J,,
et on a

donc 0. De plus on a :

donc = 

’

- D* o D* est le foncteur identité de L
- D’* o D* est le foncteur identité de 
Donc les catégories L et sont isomorphes.

(A . 4). LEMME

Soit t E Hom~ (Li, L2).
Si A est une partie de on a t(b(A)) c b(t(A)).
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Démonstration. 2014 On sait que I+(A) est l’ensemble des éléments 03BB de L1+ qui sont majorés

par une combinaison linéaire 03A3n1cKaK d’éléments de A. Comme l’application t est posi-
i

tive, on a :

1

Par suite t(I+(A)) c I+(t(A)).
Or dans un L espace, pour qu’un idéal soit une bande il faut et il suffit qu’il soit fermé

pour la norme. D’où le résultat, puisque t est continue pour la norme.

(A. 5). PROPOSITION

Soient { LK ; K E une famille filtrante croissante de bandes d’un L-espace Lo et L
la bande engendrée par cette famille dans Lo. Si pour K E aK est l’injection canonique
de LK dans L et sa transposée, et pour K  K’ dans est l’injection canonique
de LK dans LI(’ et sa transposée, alors on a :

Démonstration. - Il est clair que aK et sont des morphismes de IL, donc de B vérifiant :

si K  K’ dans aK = aK-,
si K  K’  K’ dans Jf, = 

et que aK et sont des morphismes de donc de et de B, vérifiant :

si K  K’ dans Jf, = x~,
si K  K’  K’ dans Jf, o 

Soient B un objet de B [respectivement de L], et pour K bK un élément de
HomB (LK, B) [respectivement . de HomL (LK, B)], vérifiant :

Alors on a :

Donc, si 1 est la réunion des LI() on peut définir une application b : 1 -~ B en posant :

Or I est un idéal dans Lo, et sa fermeture pour la norme est L ; par suite on peut prolonger
l’application b à L par continuité pour la norme. On vérifie alors que b est un élément
de HomB (L, B) [respectivement de Hom~ (L, B)] vérifiant

ce qui démontre la première relation.
Les catégories ~ et M étant isomorphes, les relations suivantes sont équivalentes.
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Soient B un objet de B [respectivement de k4], et, pour tout élément de K de (3K un
élément de Homa (B, LK) [respectivement de Hom,~ (B, vérifiant = PK
pour K  K’. Alors on a :

On peut donc définir une application /3 de B dans L’ par :

On vérifie que 03B2 est un élément de HomB (B, L’) [respectivement HomM (B, L’)] et que

C. Q. F. D.
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