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Processus de Markov :
retournement des trajectoires
a un temps d’entrée
dans un presque-borélien

par

Nicole EL KAROUI (*), Hervé REINHARD (**)
et Bernard ROYNETTE (*)

SuMMARY. — We show that, under certain duality hypothesis, a standard
Markov process reversed to the first entry time T, in a nearly borel set A,
is a homogeneous Markov process. We give an expression of his transi-
tion semi-group. Then we give a necessary and sufficient condition so
that this semi-group be the dual semi-group. The paper ends with the
special case when T, is a return time. '

INTRODUCTION

Soit X un processus de Markov standard a valeurs dans E. Il est bien
connu que, sous certaines hypothéses de dualité, le processus retourné
a un temps 7 de retour est un processus de Markov dont le semi-groupe
de transition s’exprime simplement en fonction du semi-groupe dual
(voir par exemple [2] et [3]).

(*) Batiment de Mathématiques. Faculté des Sciences, Orsay 91.
(**) Laboratoire de Probabilité. Faculté des Sciences, Paris V¢. Tour 56.
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Soit alors A un presque-borélien, T, le temps d’entrée dans A. Nous
nous proposons de montrer que, sous les mémes hypothéses, le processus
retourné au temps T, est un processus homogéne dont nous donnons le
semi-groupe de transition.

Nous nous intéressons ensuite au cas ou le semi-groupe de retour est le
semi-groupe dual et énongons des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’il en soit ainsi.

Enfin, nous exprimons une condition nécessaire et suffisante pour que
le temps T, soit presque-siirement un temps de retour.

I. NOTATIONS ET HYPOTHESES

Nous utiliserons les notations usuelles de [/]. Soient:

X = (Q’ 'g; 5 (Px)er, ('g-'t)tek“’ (Xt)tek+5 (Or)tek+)
et

X = { Q, g;’ (ﬁx)xeli’ (ﬁt)tek*’ (Xt)tek*" (9r)tek+),

deux processus standards a valeurs dans E, dont les résolvantes seront
notées respectivement U?, U®

Nous supposons que les processus X et X sont en dualité au sens sui-
vant :

1) il existe une mesure &, o-finie sur E telle que (U%, g >, = { f, O Ve
pour toutes f et g boréliennes, bornées et pour tout & > 0;

2) les mesures f~»U%(x) et f~» U%(x) sont absolument continues
par rapport a £ pour tout o > 0 et pour tout x de E;

3) la mesure de référence ¢ est de la forme vU, ou v est une probabilité
sur E.

Soit A un presque-borélien de E, T, (resp. T,) le temps d’entrée du
processus X (resp. X) dans A. Nous noterons X, (resp. X,) le processus

tué de X (resp. X) au temps T, (resp. 1), U2 (resp. ﬁf\) la résolvante de
ce processus, i. €.

Ta
afx) = ExL e f(X,)ds

pour f borélienne bornée ou positive P* (resp. P;*) le semi-groupe de ce
processus i. e.

PRf(x) = ELf(X); t < Ta)
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II. LE PROCESSUS RETOURNE AU TEMPS T,

DEFINITION 1. — Nous définissons le processus retourné au temps T,,
Y, par la formule:

Y, = X1 a(@)-1- (@) si 0<t<Tylw)
=0 sinon.

LEMME 1. — Soit %, (t = 0) la tribu constituée par les Be # tels que:
Vuz0 60;'Bn{t+u<To}=Bn{t+u<T,}

La famille de tribus %, est croissante et continue a droite et Y, est %,
mesurable,

En effet, il suffit de remarquer que T, est le temps de mort du processus X,
et que Y, est identique au processus retourné de X, au temps de mort
de X,. On peut alors appliquer le lemme 3 de [2].

De méme, nous montrerons le caractére homogéne et markovien du
processus Y, en démontrant que le processus X, satisfait aux hypothéses
du théoréme principal de [2].

Soit w une fonction excessive du processus X,. Soit *P, le w-semi-
groupe défini par:

"B f(x) = w(ix)ﬁ;*ﬂx) S W A0 W) £ o
0

sinon.

Il est bien connu que *P, est un semi-groupe sous-markovien, et quil
existe un processus *X de markov, continu a droite, limité a gauche de
semi-groupe de transition P, et de loi d’entrée (¢,*P,; t > 0).

Nous noterons *U% les résolvantes associées au »P, semi-groupe.

THEOREME 1. — Soit w(x) = E, (T, = 0 n { > 0) w est excessive pour
le processus X, et les résolvantes U% et *0% satisfont a la relation :

UL 8owa =X wﬁag DvUa

si f et g sont universellement mesurables et positives.
w est la densité de vU, par rapport a vU.

Remarque 1. — vU étant o-finie, vU , est o-finie et le thé »réme 1 implique
que le processus X, satisfait aux hypothéses du théoréme principal de [2].
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Démonstration -
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Aprés avoir lu notre manuscrit, M. Walsh nous a fait remarquer que le
fait de pouvoir retourner un processus au temps d’entrée dans un presque-
borélien était, sans hypothése de dualité, une conséquence de Iarticle
de Chung et Walsh (Acta Math. t. 123). Nous le remercions des remarques
qu’il a bien voulu nous communiquer.

III. ETUDE DU SEMI-GROUPE DE RETOUR

Quand on retourne a un temps de retour, le semi-groupe de retour est
égal au semi-groupe dual. Peut-il en étre de méme quand on retourne
a T,? La réponse est fournie par la proposition suivante :

THEOREME 3. — Pour que le semi-groupe dual soit le semi-groupe de
retour, il faut et il suffit que la fonction w ne prenne que les valeurs 0 ou 1.

Avant de prouver ce théoréme, nous allons établir quelques propriétés
des processus X et X, impliquées par I'hypothése de dualité.

PROPOSITION 3. — f’x(Z < + o) =1 pour tout x de E.

En effet, vU étant une mesure de Radon, il existe une fonction g continue,
g > 0, telle que vU(g) < + oo.

Ceci implique donc que: vU(g) — vU%g) — 0 quand a tend vers zéro.
D’aprés I'équation résolvante, vU(g) — vU%(g) = vU(aU%) = vU(ga0*1),
d’aprés ’hypothése de dualité.

Or a0*1(x) décroit vers E(Z = o) lorsque a tend vers zéro. Donc:

lim vU(ga0*1) = vU[gE .({ = )] = 0.

g étant strictement positive, ceci implique donc que: El=0)=0
vU p. s. La fonction E({ = o) étant invariante, elle est donc identique-
ment nulle.

PROPOSITION 4. — Soit G = { x; P(T, = ) = 1} (*). Alors, P, pres-
que-stirement, T, A Tg = 0.

Démonstration : soit ®,(x) = Ex(e'fA). Pour tout ¢ > 0, nous définis-

sons K, =Au{®d, <e}.

(*) Pour la démonstration de cette proposition, nous suivrons ici [/] (p. 240 a 248).
Nous reproduisons cette derniére pour des commodités de lecture.
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Jv(dx)[u(x, ,V) - PTAu(x’ y )]

= fv(dx)[u(x, y) — uPs(x, ] = P> 0)— BT, <))

a

=P(Ta=0n >0

par suite

vU,(B) = jls(Y)ﬁy(TA =00 n{ > 0)¢(dy)
et
Eps. P(Ty=0n>0)=PyT, = )

Soit w(y) = f’,(T‘A = o0 N {> 0), w est A-coexcessive. En effet :
PAw(y)= Ey[(t< TamX)]= Ey(t <Tanl; Ta=0)= ﬁy(TA =0n{>0)
et sit—0,
PAW() - B0 < n Ty = 00) = w(y).
¢) Montrons le théoréme : soient f, ge (b&*)™.
< ﬂ(w>0p wﬁig >vUA =< ﬂ(w>0}’ AZ(gW) >§ =< U?\(fl{w >o;), gw >¢
= CUA(Mw>o0p)s & Dvua

D’autre part
g0y "048 dvus =0

< Ui(ﬂ{w=o;), g >vUA
1F:41P
o

=< ﬂ(w=0)’ AaA(gW) e S < ﬂ{w=0}’ w >§ =0,

car w est A-coexcessive, donc:
< ﬂ{w=0}a wﬁig >vUA =< UaAﬂ(w=0}’ 4 >vUA = 0.

Ceci entraine que
< Uif; g >VUA = < f; WU:g >vUA'

THEOREME 2. — Si on munit Q de la loi P,, le processus Y,, continu a
droite est markovien par rapport a la famille de tribus %,, et admet ¥ P4
comme semi-groupe de transition.

C’est I'application du théoréme principal de [2] au processus X,.
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a) Nous nous proposons de montrer que ¥xeE P (Ty, = 00) =0

Soit b assez grand pour que e ® < —. Alors:

N ™

®p0) = B e
Donc si xe K¢,

PTa<bhz D) — e > g

et donc puisqualors

TA = TKs , Px(Tx, <bh> g

P, [Tk, > (n + 1)b] = E [Py (T, > b); T, > nb].

Or si nb < Tx,, X, €Ke si nb<{ Donc:

P[Tx, > (n+ 1)b] < P (T, > nb)<1 -

M| ™
N——

et par suite
P Ty, > (n+ Db] < (1 - %) .

Ceci tend vers zéro si n tend vers + oo donc P (Tg, = o0) =

. . 1
b) Soit T, = Ty,, ou K,, = Au{(i)A <—}. La suite T, est une
n

suite croissante de temps d’arrét, tous majorés par T uisque
AuG

.1 .
{(DA<—}2{<I>A=O}=G
n

On s¢ propose de montrer que si T = lim T,, alors T = Tyu0.

Soit A la fermeture cofine de A. Si il existe n tel que X3,€ AUG,
alors T,=Topo6=T, Vm=netdoncT=T., g=TarTg=T, A Tg
puisque A est la fermeture cofine de A. Supposons que Vn X* ¢ A
Alors

Puisque
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on a:
Ble T®u(Xe); R, ¢ A V] = Be ™0, %5 ¢ A Vi)
S B ,(R0); n, ¢ AlS
Donc &,(X4) = 0 sur ensemble {T < + 00; X3 ¢ A Vn}.

Sur cet ensemble X;3€G, et donc T > T., ¢ Dans tous les cas, on a
donc bien T =T., 6 = Tave

¢) Montrons que P, p.s. T, ATg=0. P_ p.s. T,<{ < + 0. Par
suite, P, p.s. T<{< + . Donc P(T,,c =) =0 ¥xeE. Or:

vU,aue(f) = vU(Sf p x(Z >0n TAUG = o0))] = vU[f Px(TAuG = o0)]

V¥ f borélienne bornée. Donc P, presque siirement T, s = T, A Tg = 0.

PrOPOSITION 5. — Pour tout x de E, P(Tg: + Tgob0r,c = + ) = L.
En effet, nous avons vu que G était absorbant pour X. Donc:

wPrPi(x, ) =0 Vx et VyeE,
B l(eTourPa(x, X1 )] = B le~ToPLai(x, X1,
= Ex[(e_aTGCPGGua(XTG“’ Y)]
= P¢PLu(x, y),

pour toute f borélienne, on a donc:
IPEcPEu“(x, Nf(y)dy) = P&PsUf (x)

—E, r ? e~*f(X)dt = 0.

Tge+TG 801G

Ceci entraine que pour tout x de E, P(Tg. + Tgo Oy, = ) = 1.
En conséquence si H est un ensemble absorbant pour X, H® est absor-
bant pour X.

IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

a) La condition est suffisante:

P (T4 = ) = 16(x).
D’aprés la proposition 5,

E, J " LX) f (Xt = 0.

TGe
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Par suite, 15 étant une densité de vU, par rapport a vU:

Ta Tge
Evj fX)dt = Evf S(X)dt
) V]

ce qui entraine, pour f= lg. que

Ev( I h 1G¢(x,)dt) =0.
Tge

Or G¢ est un ensemble absorbant donc, P, p. s. T, = Tg., ce qui entraine
que P, presque-siirement,

X, eG si 5§ < Ty

Soit H= {x;P,{{ =0} =1}, H est absorbant pour X, donc H¢ est
absorbant pour X (cf. Proposition 5). Or 1. est égale 4 vU p.s. a 1 ce qui
entraine que P, p.s. Ty =0.

Nous pouvons donc conclure que P, p. s.

wX) =P, (Ta=0nl>0=1 si s5<T,

Or pour presque tout s X; = X;-. Donc pour presque tout s, w(X;-) = 1
si s < T,. Montrons que la fonction P (T, < + o) est coexcessive.

Ex(TAo 0! <+ w)
=Bt<Ta<+0)+ 1+ 1a Bt 2Ty >0 S B(Th < + )

sit—>0
E(t<Ti<+0)-»E0<T, <+ )
Eit=T,>0-0
donc
E(Tacl < +0) > BO<T, <+ )+ 1,
= BT, < + ).

Par suite P > 0) — P(T, < + o0) est continue a gauche sur les
trajectoires. i. e. que s - w(X;-) = f’xs(f >0 n T, = o) est continue a
gauche. Donc w(X;-) =1 si s < T,.

On en déduit alors que:

BA( £ & _ NP .
m'P‘.(fw)(X(TA_,)—) = EX(TA—:)‘ [f(Xv( N TA =00NV< C]Pv p- s.

puisque

Xaa-0-€G = Ex, , [fR)] = P,f(Xx,-»-) P, p.s.
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b) Réciproquement. Supposons que :
P : PO wX )=P.f(X
y P S —— w _y-)=P, _n-
p WXern ) v (Ta-1) (Ta—0-)
Soit x un point tel que:

w(ix) PAWN) = By f ().

w(x) # 0, sinon P,f(x) = 0 pour toute f ce qui est absurde. On a donc:
ELfR); Ta=00 no <l =BTy =0 n{>0BIf(R)]
puisque w(x) # 0, xe H* = { x; P({ > 0) = 1} donc cette égalité s'écrit :
Elf(X); Ta = 0] = B(Ts = 0)B[f(R)].

L’événement T, = oo est donc P,-indépendant de la tribu engendrée
par X, pour tout v; { Ty = o0 } est donc indépendant de la tribu engendrée

par |_J(X,), donc aussi de lui-méme. P(T, = 00) = (BT, = 00))* et

comme P (T, = o0) £ 0 ceci entraine que P(T, = 0)=1.

On a w(X;-) = 1 P, presque-siirement Vs < T,.

Or vU,(f) = vU(wf), ce qui entraine que P, p. s. w(X;) = 0 pour presque
tout s. Par suite 'ensemble {0 < w < 1} n’est pas chargé par vU.

Or {0<w<1}=H n{0<P(T, <) <1}. VU ne chargeant
pasH = { x; P({ = 0) = 1} puisque P,({ = 0) = 1 vU presque-siirement,
vU ne charge pas { 0 < P(T, < o) < 1} qui est un ouvert cofin, puisque
P(T, < + o) est coexcessive. Cet ensemble est donc vide. {0<w<1}
est vide.

La fonction w ne prend donc que les valeurs 0 ou 1. Or
wx) = 14 P(T, = o0).
Donc P (T, = ) ne prend que les valeurs 0 ou 1.

TutorEME 4. — P (T, = o0) ne prend que les valeurs O ou 1, est équi-
valent 3: VxeG" P(T, = T, q) = 1.

a) Condition nécessaire: soit P (T, = o0) = 15. Ceci entraine que
U%(f1g) = 1,04 1. Par suite,

CULRS 16 = CULS LV Do =< £ Us(16)* e = ( flg, Uil D,
= <U7\(f16), 1G >§
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Donc ¢ p. s.
1UAS = 16UA(f 16).

Montrons que ceci entraine que 15-U} f = 15-U4(f1g). Eneffet VB > «

TgeATa
BUG,a(1cU4f) = BE, f 16(X)e U3 f(X,)dt
(V]
TgeaTaA
= Plg(x)E, j e PU f(X,)dt
0
TgeaTa

Ta
= 1g{x)BE, f e~ 64y J e~ (X,)ds

(]

ﬂ Tc,c/\Tm
= lgAx) I:Ex f (™™ — ™M) f(X,)du
B—a 0

'"Ta
+J e~ X1 — e~ oTarTer

Ta ArTge

Lorsque B tend vers + oo, ceci tend donc vers:

Ta

16,(x)15,,(TA A Tge > o;j e ™f (X..)du>;

0

or tout point irrégulier pour G¢ est régulier pour G.
Drapres la proposition 5, si x € (G°), x est irrégulier pour G.

(Gc)r c (Gr)c c (Gc)r'

Par suite G" est identique 4 I'ensemble des points irréguliers pour G¢

Ta
IGr(x)E,[TA ATg>0; J e“"'"f(X,,)du:I = 15A(x)U4 f(x).
0
L’égalité : '
¢ p-s. 1gULS = 15Ua(f 1)
entraine donc:
VxeE  16(x)Ujf(x) = 16(x)UL(f1)x),

soit encore :
1g(x)UR(f1g)Mx) = 0.

Ceci entraine, puisque G° est absorbant, que:

VXEG' Px(TA = TAUG") - 1.
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b) Condition suffisante :
VxeG" P Ty =Tpug) = 1.

lG"(x)PTAuGl-‘u(‘x’ y) = lG"(x)PTAu(x’ .V)
lA'(x)PTAUc,cu(x, y) = lA'(x)PTAu(x’ y)

Comme v ne charge que A" U G, nous déduisons donc que:
f\’(dX)u(x, y) -~ J WdX)Prg. (%, ) = P(Tgepa = 0 0 { > 0)

= jv(dx)u(x, y) — Jv(dx)PTAu(x, y) = py(TA =0 n{>0),

ce qui entraine, puisque ({ > 0)e #° que:
ﬁy(TA = (X)) = p}-('TG‘\.;A = w)

G est un fermé cofin, absorbant, disjoint de "A, donc

VxegG, P(T,=0)=1
et P(Tge=a0)=1
donc P (Thog = 0) =1

Si x € G, ouvert cofin, alors P (Ts. = 0) = 1 donc P (Tgeua=0)=0.
Par suite, VyeE P(Tse,n = 00) = 15()).

V. ETUDE DU CAS OU T, EST UN TEMPS DE RETOUR

Les théorémes généraux nous prouvent qu’alors le semi-groupe dual
est égal au semi-groupe de retour, donc d’aprés le théoréme 3, la fonction w
est égale a 0 ou 1. Nous allons étudier la vraie valeur de w dans un cadre
un peu plus général.

DEFINITION. — T, est P-presque sirement un temps de retour si:
T, o0, =0 P,-presque-siirement sur I'ensemble { T, <t}.
Comme T, est un temps d’entrée, sur I'ensemble {t < T, },

TA°0'=TA—t.

Donc P,-presque stirement T, 00, = (T, — )* et T, < + 00 =T, < ¢(,
ce qui est la définition d’'un temps de retour (cf. [2]).
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THEOREME 5. — Pour que T, soit P -presque siirement un temps de
retour, il faut et il suffit que P (T, = 00) = 14

a) Condition nécessaire: P, p. s. Tyo0, =0 sur T, < ¢.

Ta + oo (Ta—0)*
I e *f(X)ds = EvJ dt f e % (X,)ds
(V] 0

0
-t

+ o0
yU(US ) = EVJ diEy,

OTA TaA
=E, | dt j e *f (X;+)ds = vU (UL f).
] (]

Par suite,
vU((1 — wURf) =0,

ce qui entraine, d’aprés la dualité que:
vUlf, 051 —w)] =0
cest-a-dire, & p.s. 031 — w) = 0.
Or \
1-wzE(O0<Ty<+w), ¢&ps OE.0<T,<+x)]=0
Cette fonction étant X, a-coexcessive, U4[E.(0 < T, < + )] =0
partout. Mais la fonction E.(0 < T, < + o) est aussi R, excessive,
donc:
EO<T,<+x0)=0 VxeE
soit encore:
PT =0+ P (Ty=0)=1
Px(TA = OO) = l(rA)c-

b) Réciproquement : f'x(TA = 00) = 1pp)e
Ta
AP.(Ta=0)y)=E,| Px(Ta=04dt=0,
()

car pour t < T,, X,¢'A p. s, donc:

O4IP.(Ta = 0))(y) = 031(y).
Par dualité,
UAL 1 —w), = (UsL, P.(T, < + ),
=<1, 05P.(T, < + )] D, =0,
car ¢ p.s. 1 —w=P.(T, < + ).
Donc vU(U31) = vU,(U%1), ce qui s’écrit:

+ o Ta Ta Ta
E, ‘[ diEx, J e~®ds — E, I diEx, f e~ ds.
(] 0 (1] 0o
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Il existe donc Q' tel.que P,(Q') =1 et tel que:

+ o TA0(w)
VoeQ dt e ®ds =0
Ta(w) 0

d’ou:
Tpeb(w)=0 p.s.

presque-surement pour la mesure de Lebesgue, si t > T,. Mais si il exis-
tait t, tel que T, o 0, (w) > 0, d’apres la continuité a droite des trajectoires,
il existerait ¢ > 0, tel que Vte[ty, to, + ], X(w)¢ A, ce qui est contra-
dictoire avec T, o 0,(w) = 0 presque-siirement pour la mesure de Lebesgue.
Donc:

Tpe0,=0 P, p. s. pour t= T,
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