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Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SUMMARY. - The aim of this article is to study diffusion processes on R"
corresponding to an elliptic degenerate operator

In the first chapter it is shown that the existence and uniqueness of the
diffusion corresponding to L holds whenever existence and uniqueness of

Ito’s stochastic equation x + + In a

second chapter we study the rank of the process reformulating a

definition of Skorokhod and give a generalisation of the Ventcell’s
classical theorem concerning the martingales-additive functionals of
Brownian motion. Third chapter is concerned with studying the process
from a purely probabilistic point of view. In chapter four it is proved
that when the coefficients of L are of class C2, the diffusions correspond-
ing to L and his adjoint L* are in duality ; we use this fact to study
the solution of the Dirichlet problem. In chapter 5 the case of an
hypoelliptic operator L is considered.
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INTRODUCTION

Le but de cet article est d’étudier les processus de diffusion sur R" associés

à un opérateur elliptique L 2 + 03A3b’{x) ~ ~xj.
Les processus de diffusion associés a des opérateurs elliptiques ont fait,
on le sait, l’objet de nombreux travaux, et sont lies à des specialites aussi
différentes que les equations aux derivees partielles, la theorie des semi-
groupes d’operateurs et les axiomatiques de theorie du potentiel, ou les
equations stochastiques browniennes.

Historiquement, c’est tout d’abord a partir de résultats sur les equations
aux dérivées partielles qu’on a su construire des processus de diffusion :
il est bien connu que, lorsque la matrice a = est uniformément
définie positive, et lorsque les coefficients de L sont bornes et holderiens,

l’équation ~u ~t - Lu = 0 admet une solution fondamentale p(t, x, y) qui
engendre les probabilites de transition d’une diffusion [3]. Lorsque l’opé-
rateur L est dégénéré, une telle méthode ne peut etre envisagée, puisque

l’équation ~u ~t - Lu = 0 n’admet pas, en general, de solution fondamentale.
Citons toutefois le cas des equations hypoelliptiques de Hormander, etu-
diées par Bony [2] dont les solutions forment une axiomatique de Brelot,
et auxquelles, de ce fait, on peut associer une diffusion, dont on montrera,
au chapitre V, qu’elle possède de nombreuses propriétés des diffusions
associées aux opérateurs elliptiques non dégénérés.
La méthode d’Ito, pour construire des diffusions à partir des solutions

d’équations stochastiques, s’étend, par contre, immédiatement au cas des
opérateurs degeneres. Rappelons brièvement cette méthode : on suppose
donne un mouvement brownien r-dimensionnel (Q, P) et on suppose
qu’il existe une matrice (n, r), a(x), telle que = a. Ito montre que,

lorsque la matrice a(x) et le vecteur b(x) = {bi(x)) sont lipschitziens, l’équa-
tion stochastique

admet une solution et une seule, que nous désignerons par xt(x) et l’égalité
Ptf(x) = E[f(xt(x))] définit un semi-groupe de Feller qui permet de cons-
truire une diffusion associée a L. Sans s’occuper de savoir si c’était la

l’unique diffusion associée à L, de nombreux auteurs ont utilise la construc-
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tion explicite de cette diffusion et les propriétés des equations stochastiques
pour formuler de fagon probabiliste les solutions d’équations aux dérivées
partielles liees a L, et en déduire des résultats sur l’existence, l’unicité ou la
regularity de ces solutions. On trouvera a ce sujet un resume des resultats
obtenus et une bonne bibliographie dans [4].

Citons enfin les travaux recents de Stroock et Varadhan [12] qui ont
montre que lorsque la matrice a(x) est strictement definie positive, il existe
une et une seule diffusion associée à l’opérateur L sous les seules hypotheses
que a(x) est continu et b(x) mesurable. Beaucoup de leurs resultats sont
encore vrais lorsque a(x) peut être dégénérée, nous y ferons largement
appel. Nous reprendrons en particulier leur definition d’une diffusion associée
à l’opérateur L : on dira que le processus de Markov à trajectoires continues
(Q, ~t, xt, Px) est une diffusion associee a 1’operateur L si, quels que soient
x~Rn et /e C~0(Rn) :

(Lorsque le processus est fellerien et l’opérateur L à coefficients continus,
on a affaire à une diffusion de générateur diSerentiel L au sens de Dyn-
kin [3]). Stroock et Varadhan montrent qu’alors pour tout x, P x[xo = x] = 1
et quel que soit 0 6 R",

est une Px-martingale et c’est cette propriété des diffusions plutot que la
definition que nous utiliserons.

Dans un premier chapitre, nous montrons l’existence et l’unicité de
la diffusion associée a L chaque fois qu’il y a existence et unicité de la
solution de 1’equation stochastique d’Ito :

11 y a en particulier unicite de la diffusion lorsque o~ et b sont lipschitziens.
Dans le second chapitre, on étudie a quelles conditions le brownien 03B2t,

qui figure dans l’équation stochastique, peut s’exprimer comme integrate

stochastique relative à la martingale xt - xo - Plus precisement,

on reprend la notion de rang d’un processus de Skorokhod, et on montre
que, du moins si b est nul, le rang de la diffusion associée à L est egal a k
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si et seulement si le rang de la matrice u est k, sauf sur un ensemble de R"
où l’on sejourne un temps nul. Le rang de la diffusion apparait ainsi comme
tres lie à la dégénérescence de u. On montre en meme temps que toute
fonctionnelle additive du processus M,, telle que, pour tout x, Ex(Mt) = 0
et Ex(M;)  oo est somme d’integrales stochastiques relatives aux coor-

données de xo - c’est la generalisation d’un théorème

classique de Vent’cell.
Le troisième chapitre est consacre à 1’etude proprement dite du processus

de diffusion suivant les hypotheses faites sur L : recherche des ensembles
où l’on séjourne un temps nul (et, par consequent, de conditions suffisantes
pour que le processus soit de rang k), de points effilés, calculs de temps
d’atteinte...

Dans le chapitre IV, nous montrons que, lorsque les coefficients de L
sont de classe C2, les diffusions associées à L et à son adjoint L* sont en
dualité : si V03BB et V*03BB sont leurs resolvantes, pour /). assez grand et pour
toutes fonctions f, g boreliennes positives :

Ceci nous permet de montrer que les solutions au problème de Dirichlet
obtenues de manière probabiliste sont, en fait, des solutions au sens des
distributions. Nous montrons l’existence de ces solutions sous des conditions
tres faibles, sans nous attarder aux problèmes d ’unicité et de régularité,
largement étudiés par Freidlin [5] (ainsi que les problèmes d’existence
d’ailleurs, mais il nous a semblé que nos conditions étaient moins restric-
tives).
Dans le chapitre V, nous considérons le cas particulier des opérateurs

hypoelliptiques de Hormander, deja étudié par Bony.

NOTATIONS ET RAPPELS

1) OP~RATEUR L

Dans la suite, L désigne l’opérateur du second ordre sur R"
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On appelle a(x) la matrice b(x) le vecteur (b~(x)) ; est une matrice

(n, r) telle que = a (r* désignant la transposee de ~).
On supposera toujours, meme lorsque ce ne sera pas explicitement

indiqué que a(x), b(x) et sont mesurables bornes et que a(x) est continu.
L’hypothèse que a et b sont bornes n’est pas essentielle. Les résultats obte-
nus restent vrais sans cette hypothèse, mais les processus sont definis jusqu’a
un temps d’explosion, comme dans [8].
Lorsque les et bj sont de classe Coo, on considérera également l’opé-

rateur sous la forme :

ou Xl, ..., Xr, Y sont des champs de vecteurs C°° assimiles a des operateurs
différentiels du premier ordre et X~ désigne le carre en tant qu’operateur.

2) DIFFUSION

On désignera par ~r) 1’espace canonique tel que :
SZ° est 1’espace des fonctions continues definies sur [0, oo] à valeurs dans

R"; ,
çt(w) est la valeur en t de la fonction w;
~’t est la tribu engendrée par ~s, s  t.

Un processus de Markov homogène à trajectoires continues est encore la
donnée de probabilites Px telles que (SZ°, Mt, ~r, Px) soit un processus de
Markov.

3) INT~GRALE STOCHASTIQUE

Soit (Q, A, P) un espace de probabilité, At une famille croissante de sous-
tribus de A, Zt et a(t) deux processus à valeurs dans Rr et Rr © R’’ respec-
tivement continus et progressivement mesurables. On suppose de plus
que a(t) est une matrice positive bornée, et que, quel que soit 0 E Rr,

est une martingale. Si m(t) est un processus progressivement mesurable
r

pour ~t a valeurs dans R" ® R’ et si, pour tout t, E ~~ mam* ~~ ds ~  oo,

0
on peut définir l’intégrale stochastique 03B6t - quel que soit

e E Rn, e, 03B6t~ est une martingale de processus croissant associé
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§ t0 8, ds ([l2] chapitre III, [8] construction de l’intégrale
0

stochastique, et [9]). Si m(t) est born~, quel que soit 9,

est une martingale.
On note {M; le processus croissant associé a la martingale Mt,

M N}t = 1 2({M + N; M + N - {M; N}t - {N; N}t le produit

scalaire de deux martingales.

4) SYMBOLES

On utilisera les notations suivantes :

B(R") espace des fonctions boreliennes bornées sur R",
espace des fonctions indefiniment dérivables sur R", nulles a 1’infini,
espace des fonctions indéfiniment derivables à support compact

sur R",
espace des distributions sur R",

( ., . ) produit scalaire dans R",
( . I norme d’un vecteur de R",
~y . ~~ norme d’une matrice,
o~* adjoint de la matrice a~,
{ ., . } produit scalaire de deux martingales.

Nous remercions Monsieur S. Watanabe des conseils qu’il a bien voulu
nous donner.

CHAPITRE PREMIER

EXISTENCE ET UNICITÉ

Énonçons le théorème d’existence et d’unicité sous sa forme la plus
generate, avant d’étudier des cas particuliers.

THEOREME 1.1. - On suppose qu’il existe une matrice (n, r), ~(x), telle que
= a(x), et que, si (Q, ~t, P) est un mouvement brownien r-dimen-

sionnel, l’équation
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admette une solution unique quel que soit x E R". Alors il existe un et un seul

semi-groupe de Markov P~ sur B(R") tel que, quel que soft f E et

x E R".

La fonction de transition associée a P= est la fonction de transition d’une

diffusion fortement markovienne.

Le théorème 1 est consequence de deux lemmes, dont le premier est
du a Stroock et Varadhan. Nous le transcrivons ici pour plus de commodité.

LEMME 1 (Stroock-Varadhan [12], théorème IV.I). Soit Pt un semi-

groupe de Markov sur tel que, quel que soit f E et x E R",

Alors, pour tout x E R", il existe une probabilité unique Px sur (Q°, 
telle que = Px[ço = x] = 1 et, pour tout 

est une P x-martingale.
On sait que lorsque la matrice a(x) est strictement définie positive, il

existe sur F~) un brownien 03B2t pour la probabilité Px tel que

Nous allons generaliser ce résultat au cas où la matrice a(x) est 
de manière a pouvoir relier le semi-groupe Pt, s’il existe, aux solutions de
1’equation stochastique (1).

LEMME 2. - Soit (SZ’, ~’, P’) un espace de probabilité, ~r, une famille
croissante de sous-tribus de ~’, Z; et u’(t) deux processus progressivement
mesurables par rapport à ~t, à valeurs dans R" et R" @ Rr respectivement.
On suppose de plus que O"’(t) est borne presque sdrement, que Z; est presque
sfrement continu en t, que 0] = 1, et que, quel que soit 
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est une P’-martingale. On peut alors trouver un espace de probability
(S~", ~", P") tel que, si (Q, ~, P) désigne 1’espace de probabilité produit
de (S’~’, ~’, P’) et (a", ~", P") et si Zt et sont respectivement définis
par Zt(w’, w") = Z;(w’) et w’, w") = a’(t, w’), il existe un brownien

r-dimensionnel, sur (Q, A, P), A; ® A"t-mesurable, tel que :

Zt = P presque sûrement.

Réservant pour plus tard la demonstration du lemme 2, montrons tout
de suite comment Ie theoreme 1 s’en déduit : soit tout d’abord P~ un semi-
groupe satisfaisant à (2), P~ la probabilité correspondante sur (SZ°, 
Appliquons le lemme 2 avec

On en déduit l’existence d’un mouvement brownien (Q, At, Pt, P) tel que
= E[f(xt))], si est la solution de 1’equation :

Le semi-groupe Pt est donc, s’il existe, unique.
Nous avons, dans cette demonstration admis le résultat suivant : si

(Q, At, 03B2t, P) et (Q’, A’t, 03B2’t, P’) sont deux mouvements browniens r-dimension-
nels, xt(x) et x;(x) les solutions respectives des equations

alors = B(R"). 11 suffit de considérer le cas

où (Q’, ~i, P’) est le brownien canonique At, ct, B) où les ct sont
les applications coordonnees et B la mesure brownienne. L’unicité de la
solution de l’équation differentielle stochastique entraine que xt est mesu-
rable par rapport a la tribu t) d’apres un resultat recent de
Watanabe [15]. Soit 7r l’application de SZ dans (R")R + définie par o -~-+ 
la formule = définit sans ambiguité une variable aléatoire yt
sur (R")R+ puisque x= est t) mesurable et que pour cette tribu, deux
trajectoires cvi et 03C92 telles que sont indistin-

guibles [14].
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’It envoyant ~t sur ct, il est facile de voir que yt est solution de l’équation

y, = x + + Le résultat annonce résulte alors de 1’uni-

cité de cette dernière solution et de la formule des probabilités images.
Prouvons maintenant l’existence d’une solution :

Soit (Q, At, P) un mouvement brownien r-dimensionnel, xt(x) l’unique
solution de l’équation (1). Posons = Il est aisé de voir,
en utilisant la formule de changement de variables d’Ito, que Pt satisfait
à (2). Nous allons montrer que Pt est un semi-groupe de Markov fort,
ou, si Px désigne la probabilité sur (SZ°, telle que Ptf(x) = 
que At, ~r, Px) est un processus de Markov fort : quel que soit le temps
d’arrêt T, r = E r] Px presque surement. Nous allons
utiliser à cet effet le théorème 11.1 de Stroock et Varadhan [12]. montrant
1’existence de versions régulières des probabilites conditionnelles : suivant
leurs notations que nous ne reproduirons pas ici,

Mais, pour la probability Px et pour tout 0 

est une martingale (consequence de (1) et des proprietes de l’intégrale
stochastique [8], page 25). Donc, d’après le théorème 3.1 de [12], Px presque
sûrement en si l’on pose

Grace au lemme 2, on en déduit que, quitte peut-etre a agrandir l ’espace SZ°,
-r 

= t003C3(03BEs+03C4(03C9))d03B2s. Donc est, Px presque sûrement en solution

de 1’equation :

qui, par hypothèse, admet une solution et une seule. La probabilité
r] est égale, par consequent a P(xt(~~~~,~) e r) = P~s~~~ (~r e r).

On pourra donc parler, sous les hypotheses du théorème 1, de la diffu-
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sion associée à 1’operateur L. Remarquons qu’on ne sait pas, en général,
si cette diffusion est fellerienne.

Demonstration du lemme 2. Nous allons tout d’abord démontrer le
lemme 2 dans un cas particulier.

LEMME 3. Soient Z; et Q’(t) satisfaisant aux hypotheses du lemme 2.
On suppose de plus que pour tout t, presque surement, 1’un des mineurs
de ~’(t) est non nul. Il existe alors un brownien r-dimensionnel, (3t, sur

(Q’, A’, P’) tel que Z; = P’ presque sûrement.

Autrement dit, dans les conclusions du lemme 2, on peut prendre
(Q, A, P) = (Q’, A" P’). Nous supposerons, pour la simplicité de 1’ecriture,
que les donnees sont Q, ~, P, Z,, en supprimant le prime. Nous suppo-
serons de plus que le mincur de o~ non nul (le meme pour tout t et presque
tout a~) est le mineur for.mé des r premières lignes. Appelons 6r la matrice
issue de a~ correspondante. Posons enfin a = ar = et appelons
y la projection de Zt sur l’espace vectoriel engendre par les premiers vec-
teurs de la base canonique de R" : yt peut etre considere comme un processus
à valeurs dans Rr, tel que, pour tout 0 E Rr,

est une martingale. On peut donc definir 1’integrale stochastique

puisque t t0~ 6r ~ ds = t. Nous allons montrer que 03B2t est le brownien

cherché. Mais on sait que le p rocessus croissant associé a 8, 03B2t~ est t 2 quel
que soit 8 E Rr de module l, f3t est donc un brownien r-dimensionnel [9]. Il

reste ~, verifier que Zt = -t ou, ce qui est equivalent, que quel que
r

soit 8 E R", le processus croissant associé à 8, Zt~ - 8, est

nul. Si { ei }ni=1 désigne la base canonique de R", et si 8 = on voit

aisément que ce processus croissant est encore égal a :
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On montre successivement que ce dernier produit scalaire est 6gal à :

Il suffit de remarquer que la matrice des ~ ~ ZS ~ ; ~ est la matrice

2 1 ~ ~*. Ceci termine la demonstration du lemme 3.
Revenons à la demonstration du lemme 2 : là où le rang de la matrice a’

est inférieur à r, il va nous falloir ajouter des browniens annexes pour cons-
truire et c’est là le role de Q". Plus precisement, on peut diviser 1’espace
des matrices R" Q Rr en parties disjointes telles que :

2014 les matrices sont de rang r - k;
- si l’on ordonne les mineurs de rang r - k qu’on peut extraire d’une

matrice (n, r) de 1 a Cn- k x les matrices de ont leur jième mineur
de rang r - k non nul.

Soit alors (03A9", A", P") un espace de probabilité sur lequel il existe des

browniens pour toutes les valeurs possibles de k et de j, A; les sous-
tribus engendrees par les On suppose que est à valeurs dans Rk.

Posons comme prevu Q = Q’ x = ~t ~x ~r , P = P’ O P",
= Zt (cc~’), = bt k,~((,~’r) : les sont encore des brow-

niens independants sur Q. Nous voulons trouver des matrices et ~k ,~(t),
respectivement (r, n) et (r, k) telles que si l’on pose :

la somme soit un brownien r-dimensionnel et que Zt = 

P presque sûrement. Mais il est aise de voir, du fait de 1’independance
des entre eux et de leur independance de Zt, et du fait que les for-
ment une partition, qu’il en est ainsi si :
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(3) pour tout 0 ERr, le processus croissant associ~ ~ ~ 8, est ~gal
t 

.~ 2 Jo 3

Il nous reste donc a déterminer 03C3k,j et 03C3’k,j satisfaisant a (3) et (4). On peut
toujours supposer que le jième mineur de 03C3 est le determinant de la matrice
[03C3(i, l)]1 > n - r + k, si /) designe le coefficient (i, /) de 03C3.

Considerons dans R"+k, le vecteur = br’’). Quel que soit 0 e 

exp (03B8,03B6t~ - 1 2 r 
t 

03B8, A(s)03B8~ ds) est une martingale, si A désigne la

matrice n + + k égale a (a0 0Id). Cherchons, pour nous ramener a
la situation du lemme 3, une matrice E telle que EE* = A : Si E est de la

forme ,), ou 7’ est une matrice (k, r), on est ramen£ a chercher 03C3’ telle que
= 0, y’7’* = Id, du moins si 03C3 appartient a 0393k,j. Il suffit de prendre

pour ~’(t) une matrice formee de vecteurs lignes orthonormes, orthogonaux
aux r - k derniers vecteurs lignes de 03C3 : il est possible de choisir 03C3’ de maniere
que r’(~) soit progressivement mesurable pour ~t. Comme, lorsque a est
dans les k premiers vecteurs lignes de 03C3 sont dans le sous-espace vecto-
riel de RT engendre par les r - k derniers, on a bien 1’egalite = 0.

On est des lors ramene, fonnellement, tant que cr est dans rk,~, a la situa-
tion du lemme 3 dans R" + k, puisque la matrice E est de rang r. Nous allons
proceder de la meme maniere que dans la demonstration du lemme 3 :
on appelle successivement 61 la matrice (r - k, r) formee des r - k der-

nieres lignes E’ = ( Bo-/ ), A’ = EE’* = (a10 0Id), si al = 03C3103C31*, du moins

lorsque 03C3 appartient a 0393k,j. On appelle enfin ~t la projection de 03B6t sur l ’espace
vectoriel engendre par les r derniers vecteurs de la base canonique de

est un processus a valeurs dans Rr tel que, pour tout 

exp (( 9, ~t) " o 1 r 8, A’(~)0 ) ds) est une martingale. On ~~~ ~~ ~’ ~t ~ ~ 
~Jo 

~’ ~ ~~~~ ~ ~~~ ~~~ ~~~ ~~~~~~~~ ~° ~ ~ ~~~ °

expression qui est bien de la forme :

Nous n’expliciterons pas ~~, j et o’~, j.
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Il reste a verifier que satisfait aux conditions (3) et (4). Les calculs
sont tout à fait semblables à ceux que nous avons menés dans la demonstra-

tion du lemme 3. Nous ne les referons pas.
On sait que 1’equation

admet une solution et une seule lorsque et b sont lipschitziens [3] et on
sait que dans ces conditions le processus est Fellerien (Watanabe, dans [15],
a donne des exemples de matrices a~ non lipschitziennes pour lesquelles
il y a encore existence et unicite).

Remarque. - Il y a encore existence et unicité du semi-groupe satis-

faisant à (2) lorsque 7 et b satisfont aux conditions suivantes :

(A) Il existe une constante K telle que, pour tout x et y dans 

(B) b(x) est une fonction mesurable bornée, et pour tout x, b(x) appartient
au sous-espace de (~" engendre par les vecteurs colonnes de 
En vertu de [12], il suffit de montrer qu’il y a existence et unicite du

problème des martingales c’est-a-dire qu’il existe une probabilité unique
Px sur (S2°, :F (xJ telle que :

soit une Px-martingale et o= x] = 1. Nous utilisons une generalisation
de la formule de Cameron-Martin. D’après ce qui precede, il y a une

probabilité unique Px sur (SZ°, F~) telle que

soit une Px-martingale, et Px[~° = x] = 1. Reprenons alors la construction

du lemme 2, avec (SZ’, ~’, P’) _ (S~°, ~~, zr - ~r - x, Qr - Q(~i) : on
-r

sait qu’il existe un brownien /3 sur (SZ, ~, P) tel que zt = on

definit alors R(t) = exp _ 
t 

( c(03BEs) | 2ds , ou c(x) est une solu-
tion mesurable du systeme d’equations a(x)c(x) = b(x). Nous allons mon-
trer que, si P’ est Ia probabilité sur (SZ, A) ayant la densite R(t) par rapport
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à P sur ~r, P’ satisfait aux conditions suivantes : P’(zt = 0) = 1; quel que
soit e E (~n,

est une P’-martingale. Appliquant à nouveau le lemme 2, on en déduira
l’existence de Px : mais ces proprietes de P’ s’obtiennent comme dans [12],
chapitre VI. On ecrit. que :

est une P-martingale pour tout vecteur 0(s) progressivement mesurable
par rapport a At et on pose 0(s) = 0 + c(03BEs). Nous ne referons pas la demons-
tration.

La demonstration de 1’unicite suit le schema inverse : partant de la pro-
babilité Px, on construit, de la meme manière, une probabilité Px telle que

soit une P x-martingale.

Comme il y a unicité de la probabilité Px, il y a encore unicité de la proba-
bilité Px.

Remarque. Si la solution c(x) de l’équation a(x)c(x) = b(x) est conti-
nue bornée, on peut montrer que la diffusion associee à l’opérateur L
est fellerienne. Soit P~ le semi-groupe de Markov de cette diffusion : si

(Q, At, P) désigne un brownien r-dimensionnel et si xlx) est l’unique
solution de 1’equation :

d’après ce qui precede :

La continuité de Pf se déduit d’une majoration classique [3].

CHAPITRE II

RANG DE LA DIFFUSION ASSOCIÉE A L

Nous allons tout d’abord generaliser le théorème suivant de Vent’cel [9] :
soit ..., mouvements browniens unidimensionnels indépendants,
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~’t la tribu engendrée par ~ ~3s , ..., t ~, Mt est une martingale
continue de la famille ~t telle que :
- Mt est une fonctionnelle additive ;
- = 0 et Ex(M;)  ao quels que soient x e 5= 0. Alors

il existe r fonctions mesurables sur (Rr, ... , gr, telles que pour tout i :

Soit maintenant Ft, 03BEt, Px) la diffusion canonique associee à 1’opera-
teur L sous les hypotheses du theoreme I-I. On suppose ici que Ft est la
tribu engendrée par { ~s ; s  t ~. On appelle ~r , ... , ~r les coordonnées

Soit ~C la classe des fonctionnelles additives continues de la diffusion
telles que = 0 et Ex(M;)  ao pour tous x E [Rn et t > 0. (M est, de
ce fait, une martingale de la famille ~’r). Si zr designe le vecteur

03BEt - (o - les coordonnées z1t, z2t, ... , zt sont des exemples de
telles martingales.

THEOREME II.1. -Pour toute martingale M de la classe M, il existe n fonc-
tions gt mesurables sur R" telle que pour tout t et pour tout x,

Px presque sûrement,

En vertu du lemme 2, chapitre premier, il existe un mouvement brownien
multidimensionnel (Q’, ,~ t, P~) tel qu’on puisse trouver, sur 1’espace
(03A9° x Q’, Ft p F’t) un mouvement brownien 03B2t pour chaque probabilité
Px O Py pour lequel ç peut s’ écrire :

Le brownien 03B2t peut s’écrire sous la forme :

où r’ a o-’* est la projection sur un sous-espace de I~".
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La martingale Mt est, d’apres [IS], adaptce a la famille des tribus engendrées
par { }. D’apres le theoreme de Vent’cel precedemment rappelé,
Mt s’écrit :

avec 
1 

 oc quel que soit x y).o ~ ~ ( ~ Y).

t

Quel que soit i, est une martingale fonctionnelle additive
du processus de Markov produit (03BEt, 03B2’t). Énonçons alors le lemme suivant :

PROPOSITION 1 (*). - Soit Ht une martingale fonctionnelle additive d’un pro-
cessus de Markov (S2, at, xt, Px) qui s’écrit sous la forme Ht = 

ou 03B6t est une martingale fonctionnelle additive du même processus, de processus
r t

croissant et ou Ex h2(s, cv)  oc quel que soit x. Alors

il existe une fonction g mesurable telle que :

Remarquons que cette proposition est classique sous l’hypothèse L de
Meyer [9]. Elle résulte ici principalement du théorème suivant du à Moko-
bodzki [10] : si V03BB est une resolvante sous-markovienne telle que V = sup V03BB
soit borne, et si u est une fonction excessive bornée par un entier n telle
que Vn - u soit excessive, il existe une fonction qJ telle que VqJ = u,
0 ~ ~ ~ ~2.
On désignera dans la suite par U~‘ la resolvante du processus (Q, ar, xt,

Px) et on appliquera le résultat à U’‘, ~ > ~, of ~, > 0.

LEMME 1. - Soit u 03BB-excessive bornée par n, telle qu’il existe g  n
satisfaisant a la relation u = U~’g. Alors g est positif ou nul, sauf peut-etre
sur un ensemble de potentiel nul.

DEMONSTRATION. - U03BBn - u = UÀ(n - g) est 03BB-excessive : I U03BB étant un
noyau borne, il existe g’ telle que u = UÀg’ et 0  g’  n. Alors UÀg = U~’g’.

(*) Skorokhod dans [11] affirme cette proposition sans demonstration.
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Soit At = et Br = VAg(x) = Ex = UA(x)

et U03BBB(x); comme U03BB est de norme 1 03BB et que g est bornée, U03BBA  oo.

On sait alors que la relation UA = UB entraine que les fonctionnelles At
et Br sont equivalentes [I], et cela prouve le lemme.

LEMME 2. 2014 Soit u une fonction bornée, ~,-excessive pour un, ~, > 1;
soit f une fonction positive bornée telle que U03BBf - u soit 03BB-excessive; il

existe alors une fonction g telle que u = U~g et 0  g  , f ’ sauf peut-etre
sur un ensemble de potentiel nul.

Demonstration. Soit n > sup [f(x), u(x)] ;
x

Or, UJ.(n - f ) + u  n est excessive. Il existe donc une fonc-

tion h telle que :

Soit:

D’apres le lemme 1, la fonction g = h + f - n est inferieure ou égale a f
et positive, sauf sur un ensemble de potentiel nul, ce qui établit le lemme 2.

Revenons à la demonstration de la proposition 1.

Puisque H, est une fonctionnelle additive :

D’ott

et donc :

ce qui prouve que :

ANN. INST. POINCARÉ, B-VH-1
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Soit alors : h + - h v 0, h - - - (h A 0) ; h + et h - vérifient la relation (1).
Soit

Comme les fonctions à integrer sont positives et bornees, la relation (I)
entraine que est À-excessive; de meme :

et + 1 ; il existe donc une fonction f + telle que :

n

Soit g" - f + ; comme gn est croissante, elle a pour limite g, et à la
o

limite 
°

Puisque les fonctionnelles additives et t 
t 

ont même potentiel, h+(03C9, s)03C6(xs) = presque surement. Pro-
cédant de même pour h-, on en déduit l’existence de

On peut des lors terminer la demonstration du theoreme 1 : en vertu du
lemme 1, la martingale Mt peut s’écrire sous la forme :

où

ou encore

La martingale Mt étant, par hypothèse, mesurable par rapport à est

orthogonale aux coordonnées du mouvement brownien En consequence,
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le deuxième terme est nul. Il reste à voir que 
ne depend pas de Cela résulte facilement du fait que Mr n’en depend
pas. On verifie que :

Remarque. Si le rang de la matrice 03C3 est k au voisinage de xo et si le
mineur de 03C3 est non nul dans ce voisinage, les fonctions gi du théo-

jk
r~me 1, pour i = k + 1, ..., n, peuvent être choisies nulles dans un voi-

sinage de xo : ceci resulte de la construction explicite du lemme 2, chapitre
premier.
Le chapitre premier a mis en lumière l’utilité d’exprimer un certain

nombre de mouvements browniens à partir du processus. Il parait donc
naturel de chercher le « nombre maximum de mouvements browniens
contenus dans le processus)). Nous allons préciser cette notion, en reprenant,
à peu de choses près, la definition de rang d’un processus de Skorokhod [11].

DEFINITIONS : I

- Une famille {M1, ..., Mr, ... } de martingales de M est dite subor-
donnée à une famille { ..., Nr, ... } s’il existe, pour tout i, des fonctions
mesurables g i,p telles que :

Deux systemes de martingales f M 1, ... , Mr, ... ~ et f N1, ... , Nr, ... }
sont equipotents si le premier systeme est subordonné au second et réci-
proquement.
Deux systemes de martingales { M 1, ... , Mr, ... } et { N1, ... , Nr, ... ~

sont equipotents au voisinage de x s’il existe ~, voisinage de x, tel que :

où i est le temps de sortie de et reciproquement.
- Une martingale M~ est maximale si la relation M~ subordonnee a M2

implique M2 subordonnee a M~ (M~, M2 dans 
- Un systeme de martingales de M2, ... } est complet si toute

martingale M de i~L orthogonale a chaque M* est nulle. Il est non degenere
si, pour tout k, Mk n’est pas subordonne a { M~, ..., ~.
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- Il est démontré dans [11] que, si M1 et M2 sont deux martingales
de fl, la mesure associée au produit scalaire { M1 ; M2 } est absolument
continue par rapport £ la mesure associée £ ( M2, M2 ). Raisonnant comme
dans le lemme I de ce chapitre, on montre alors l’existence d’une fonc-

tion mesurable sur not£e telle que
ZM

- 11 est prouve, dans [11], que deux martingales maximales M1 et M2
ont leur processus croissant equivalent au sens suivant : il existe deux
fonctions gi et g2 strictement positives telles que

D’autre part, si M 1 est maximale et si { M2, M2 ~ est equivalent a { Mi, M1 },
alors M2 est maximale. Nous utiliserons ces résultats sans y faire explicite-
ment reference.

Toutes les notions precedentes (martingale maximale, systeme complet
non degenere) peuvent etre definies localement, au voisinage d’un point.
Les resultats enonces sont encore valables, jusqu’au premier temps de sortie
de ce voisinage.

Definition du rang d’un processus. - Soit ( M1, ... ~ un systeme complet,

non de martingales maximales et : D(x) = (~,- (x)) (~ 7 = 1,
2, ... ). Soit r(D(x)) le rang de cette matrice. Si { N1, ... } est un autre
systeme complet non degenere de martingales maximales et si D’(x) est la
matrice associee, il est connu que

pour toute martingale maximale M. Nous donnerons les definitions sui-
vantes :

a) S’il existe un voisinage 03C5 de xo tel que pour toute martingale M maxi-

male : t003C5(03BEs)d{M, M }s=0 Px p. s. pour tout nous dirons que le
Jo

processus est de rang 0 au voisinage de xo.

(*) Skorokhod, dans [11] affirme cette proposition sans demonstration.
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b) S’il existe une martingale M de un voisinage ~ de xo et un entier k
strictement positif tels que :

si T est le premier temps de sortie de nous dirons que le processus est
de rang k au voisinage de xo.
Le rang du processus est, de façon evidente, independant du systeme

complet non degenere localement choisi.
Avant de caracteriser les processus de rang k, montrons tout d’abord :

THEOREME 11.2. - Supposons qu’au voisinage de xo la matrice 03C3 est de
rang k, sauf peut-être sur un ensemble E ou le processus séjourne presque
sûrement un temps nul. Alors ( zt , zf, ..., est un système de martingales
equipotent a un mouvement brownien k-dimensionnel dans un voisinage de xo.

Soit ~ le voisinage dont il est question dans 1’enonce. On peut toujours
supposer que, sur la matrice est inversible. Si ~ est [Rn tout

j~k

entier, si E est vide et si k = r, Ie théorème est une consequence immediate
du lemme 3, chapitre premier.
Supposons tout d’abord E vide. 11 resulte de la remarque suivant le theo-

rème 11.1 que les systèmes { z1, ..., zn} et { z1, ..., sont equipotents.
Appelons a’ la matrice o-’ une matrice carree (k, k) telle que ~’a’* = a’,

j~k

yi la projection de Zt sur l’hyperplan xk + 1 = xk + 2 - ... - x" = 0. Posons
enfin :

si z est le premier temps de sortie de ~ de ~t.
Quel que soit e E il est aisé de voir que le processus croissant associé

8. yt est e al a 1 2 9 2 
t n i . D’autre p art - 

t^03C40AT d . L£ ( °. 03B3t~ est égal > > 1 1 03B8| ( A ) D’autre part, yt^03C4 = j 
t 

Les

systemes 1 Z1, ..., zn} et y 1, ... , sont donc équipotents.
Il reste a montrer que yt est, non pas un brownien, mais un brownien

jusqu’à i suivant la definition suivante :

D~FINITIONS. Soit yt un processus sur (gO, .~ t). On dira que yr est un
brownien jusqu’à i pour la probabilité P s’il existe un espace de probabi-
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lite (Q", A", P") et un processus yr sur (Q x ~"t ® A") qui est un brow-
nien pour P p P", et qui coincide jusqu’a T avec yt.

LEMME 3. - Soit yx un processus sur (SZ°, valeurs dans IRk tel que,
quel que soit 0 E 0, 03B3t~ est une martingale de processus croissant

associé |03B8|2 2t A i. Alors, est un mouvement brownien jusqu’a z.

On construit (Q", A", P") d’une manière analogue a celle qu’on a utilise
dans le lemme 2 (chapitre premier), pour ajouter des browniens indepen-
dants, et on definit yt comme intégrale stochastique. Nous n’expliciterons
pas les calculs, deja menes dans le chapitre II.

Supposons maintenant E non vide et convenons de poser cr’ -1 = 0
~ ~ ~ 

là où cette matrice n’est pas definie. On définit encore = 

Jo 6’ -1 (~s)dZ~.
Le reste des calculs se poursuit comme precedemment, les processus crois-
sants n’etant pas modifies lorsqu’on donne a cr’ -1 une valeur differente
sur un ensemble de potentiel nul (En fait, la demonstration est légèrement
plus compliquee car on ne peut pas supposer que le même mineur de la
matrice 03C3 est non nul dans tout 03C5. 11 faudrait, comme au chapitre precedent,
faire une partition de ~T).
Nous allons maintenant relier la notion de rang du processus a celle de

rang de la matrice ~.

THEOREMS 11.3. - Si le rang de la matrice 03C3 est nul au voisinage de x°,
le rang du processus est nul au voisinage de x°. Si le rang de la matrice Q
est égal à k > 0 au voisinage de x° sauf peut-être sur un ensemble E oic le
processus séjourne presque sûrement un temps nul, le rang du processus est k
au voisinage de x°.

Réciproquement : si le rang du processus est égal a 0 au voisinage de x°,
la matrice 03C3 est nulle dans un voisinage de x°. Si le rang du processus est egal
a k > 0 au voisinage de x° et si b(xo) = 0, le rang de 03C3 est égal a k au voisi-
nage de x° sauf peut-être sur un ensemble ou l’on séjourne un temps nul.

Demonstration de la partie directe. Si le rang de la matrice 03C3 est nul
dans le voisinage flJ de xo, et si i est le premier temps de sortie de ~J,

est nul pour tout t, et donc, d’apres le theoreme 1, quelle que soit
la martingale Mi de = 0.

Supposons maintenant que le rang de a~ est k sauf sur un ensemble de

potentiel nul. 11 suffit de montrer que les ..., yr introduits dans le theo-
reme 2 forment localement un système complet non degenere de martin-
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gales maximales. Or, le processus croissant associc a toute martingale
de M est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesgue d’apres
le théorème 1. D’autre part, peut s’ecrire comme intégrale stochas-
tique en yt et donc cgalement toute martingale Mr e 

Demonstration de la réciproque. - Supposons qu’il existe un voisinage 03C5

de xo tel que M, M }s = 0 Px presque surement (x e Ceci
Jo

prouve que toute martingale Mi e est nulle jusqu’au premier temps de
sortie, i, de En particulier, pour tout 0, ( 0, zt"~ ~ = 0, donc

Ceci n’est possible que si O"(x) est nul dans ~J.
Supposons maintenant b(xo) = 0 et que Ie rang du processus est k > 0

au voisinage de xo. Montrons que forcement 0 : sinon xi = xo

serait Funique solution de 1’equation xt = xo 

et xo serait absorbant, ce qui est contraire a 1’hypothese. Il existe donc 0
tel que soit non nul au voisinage de xo et la martingale ( 0, 

admet comme processus croissant 2 t^03C40 (0, a(03BEs)03B8~ tis, dont la mesure

associee estjusqu’a T, equivalente a la mesure de Lebesgue. Cette martingale
est donc localement maximale. Toute martingale maximale de jouit
de la meme propriété. Soit alors M 1, ..., Ml un systeme complet de martin-
gales maximales tel que :

Il est facile de voir, grace au precede d’orthonormalisation de Schmidt,
que l’on peut trouver un mouvement brownien k-dimensionnel, jusqu’à T,
yl, ..., yk tel que les systemes { M1, ..., M 1 } et ..., soient

équipotents dans ‘ly. Plus precisement, si d { M’; = jusqu’à z ;
on pose :

a et 03B2 étant choisis de telle sorte que {yl; yl }t = t A i, 03B32}t = 0,
ce qui est toujours possible, et ainsi de suite.
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Le systeme yl, ..., 03B3k étant complet, il existe une matrice (n, telle que

La formule de changement de variables d’lto nous montre alors que, au

voisinage de xo, la matrice a est de la forme o~~*. Notre theoreme sera donc

prouve si nous etablissons que le rang de 03C3 est egal à k au voisinage de xo,
sauf sur un ensemble ou le processus ne sejourne pas. Or, d’après le theo-
reme IL l, il existe une matrice (T’ telle que :

Ceci montre que 7’(jc)(y(.B-) = Id, sauf sur un ensemble où l’on ne sejourne
pas et etablit le theoreme.
Le theoreme 11.3 prouve l’intérêt de la notion de rang d’un processus.

Il montre aussi que cette notion est plus souple que la notion de rang de r,
puisqu’elle gomme en quelque sorte les irregularites de ce rang.
Nous donnerons, dans le chapitre III, des conditions suffisantes non tri-

viales pour que le rang de J soit egal à k sauf sur un ensemble où l’on ne

séjourne pas.

CHAPITRE III

ETUDE DU PROCESSUS

1. Mouvement sur les varietes.

Dans ce paragraphe, nous supposons que L est donne sous la forme
suivante :

et Y sont des champs de vecteurs C~ identifies a des operateurs différentiels
du premier ordre. On peut prendre pour matrice o- la matrice dont les

colonnes sont formees des coordonnees des vecteurs Xk. Le theoreme 1.2
affirme que, dans ce cas, il existe une diffusion unique associee a L et qu’elle
est Fellerienne. On la notera par (Q, At, xt, Px).
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THÉORÈME III.1. - Nous supposons que dans un voisinage U(xo) de xo
le champ (X1 ... Y) est integrable, soit V la variété intégrale de ce champ
qui passe par xo, soit z le temps de sortie de U(xo) ; alors

Ceci entraine evidemment que le processus n’est pas fortement fellerien

Demonstration. D’apres le théorème de Frobenius, il existe un difféo-
morphisme qJ de classe C~ tel que l’image par cp de V soit une variete
lineaire H de meme dimension que V definie par : = 

... ~p’ = 0 of
cpi sont les coordonnees du diffeomorphisme ~p.

Énonçons maintenant un lemme qui nous sera utile plusieurs fois.

LEMME. - Soit Xt la diffusion associée à l’opérateur L = 1 2 EX2 k + Y; ’
soit cp un diffeomorphisme de classe C2 de (~" dans Alors l’image 

de xi par 03C6 est la diffusion associee a L’ - 1 + Y’, ou et Y’

sont les images par la differentielle dw de Xk et Y.
Ce lemme est une consequence immediate du theoreme 10.13 de [3].

Revenons a la demonstration du théorème. D’apres le lemme 1 et la
formule d’Ito, nous avons :

En particulier = pour i = 1, ... , ~ j, ce qui prouve le resultat
annonce.

2. Etude des points de degenerescence de la matrice ~.

Sous les hypotheses du theoreme 1.1, il est evident que les zeros communs
de o~ et b sont les points absorbants de la diffusion associee a 1’operateur L.
Nous allons nous interesser maintenant aux points où 03C3 s’annule sans que b
s’annule. On notera (Q, At, xt, Px) la diffusion associee a L.

THEOREME 111.2. - On suppose que Q est lipschitzienne et b continu,
que o~ est degenere en xo et que b(xo) ~ 0 : le point xo est alors effile.



56 A. BONAMI, N. KAROUI, H. REINHARD BT B. ROYNETTE

C’est dire que, si To est le temps de retour en xo, Pxo[To > 0] = 1. On
sait qu’alors l’ensemble des t tels que xt = xo est presque sûrement dénom-
brable.
On peut toujours supposer que xo est l’origine dans fR", que la premiere

coordonnee de b(x), bl(x), est minorée par a > 0, tandis que [ b(x) [  2a
dans le voisinage ‘tr de 0. On appellera T le premier temps de sortie de ~.
On supposera que 03C5 = B(0, r).

LEMME 1. 2014 Il existe une constante C > 0 telle que Eo( [ 2)  Ct2,

En effet, pour la probabilité Po, si xit designe la ième coordonnee

de xr, xit = Jo est une martingale de processus croissant associé

En vertu de la condition de Lipschitz satisfaite par Q, il existe une constante K
telle que K |x|2. Si l’on pose : xt = xt1{ t03C4}, on en déduit que

et donc, par un raisonnement classique, que Eo( ~ xr ( 2) est inferieur a la
solution nulle en zero de 1’equation

Or

pour tout t  1. Mais, ( Z)  Eo( |xt|2) + xt|21{ 03C4t}) le
lemme résulte alors de l’inégalité

Revenons a la démonstration du théorème. Posons At = t0~ 03C3(xs) ii 
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Puisque o~ est lipschitzien et Eo(1 !~) ~ Ct2, il existe une constante C’
telle que C’t3. Soit alors 2  ~  3 : > C’ta)  t3 -a. Donc :

D’apres le lemme de Borel Cantelli, Po(lim (A2 -""t > C’2-"a)) - 0.
Puisque At est croissant, on en deduit l’existence, presque sfrement, d’une
constante C" telle que C"ta lorsque t est petit. Or on sait ([8], p. 46)
que :

Étant donné 2  b  3, il existe donc, presque surement, une constante Cm

telle que |x1t-t0b1(xs)ds pour t assez petit. Mais on sait que

j o a(t A i). Presque sfrement, xi sejourne donc partant de 0,
un temps strictement positif dans le demi-espace xi > 0 avant de revenir
en 0.

3. Etude des temps d’atteinte
des points de degenerescence isoles de l’opérateur L.

Nous utiliserons dans cette question des techniques de tests analogues
a celles qu’utilise Khas’minskii dans [7] pour etudier le comportement
a l’infini. L’utilisation en controle stochastique des fonctions de Lyapounov
pour etudier la stabilité des trajectoires relève de la meme idee.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que 1’operateur L, défini comme

precedemment a partir d’une matrice a = et un vecteur b, est degenere
en 0, mais que 03C3 a un rang constant > 0, dans un voisinage pointe DRo
de 0, (0  ~ x ~  Ro = DRo).

A. Generalites. - Nous definissons une classe U de fonctions u a valeurs
reelles telle que : u soit positive et deux fois continuement différentiable
dans l’ensemble f 0  ~ x ~  Ro ~ - DRo.

PROPOSITION 1. On suppose qu’il existe une fonction u de la classe U
telle que :
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b) (Grad u)* . a . grad u ne s’annule que sur des ensembles of le processus
ne sejourne pas presque surement.

c) u(x) tend vers l’infini lorsque |x| tend vers zero.

Alors Va e DRo, = oo) = 1 si To designe le temps d’atteinte de 0.
En effet, definissons ~r = sup { 0  t  io, ] = Ro } (0 si cet ensemble

est vide). Supposons que l’ensemble { To  + oo } soit non negligeable
pour P~. On peut alors appliquer la formule d’lto pour tout temps (cv) ~

Pour tout s E [(7, t]xs E DRo, done :

(grad est un change de temps de brownien ut un dimen-
0

sionnel par le changement de temps = e-2s (grad u)* . a grad uds,

strictement croissant d’apres 1’hypothese b).
Alors lim -  + «>, en effet ou bien i(io)  + ao et

 + 00 p. s. ou bien z(t) tend vers l’infini quand t tend vers To et

prend alors toutes les valeurs comprises entre 0 et l’infini.
Ceci entraine que dcv e { To  oo ~,

Ce qui est en contradiction avec  + ao) > 0, puis que u(0) = oo.

PROPOSITION 2. - Supposons qu’il existe u appartenant a la classe U
telle que

Alors ~03B1~DR0 P03B1(03C40  ~) > 0.

En effet, definissons temps d’atteinte de la boule x ]  Partant
n
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de y, (0  y ~ [  Ro), on peut appliquer la formule d’Ito entre les temps 0

ds E [0, Tn A Ti A t] Lu - u > 0 donc, puisque E(Tn A T1 A t)  + oo,

Alors comme u est bornée et converge vers

Py presque surement quand t devient infini

o u encore :

Comme u est bornee sur DRo par M, 1  u(y)  M lim Ey(e-Tn) + 1.
n

Tn étant une suite croissante vers To quand n tend vers 1’infini

B. Etude dans le cas d’une dimension. - Dans cette partie, nous
supposons que 1’operateur L est défini sur il est alors de la forme :

L’existence et l’unicité de 1’equation stochastique 1, dans le cas d’une
dimension, et dans les conditions du théorème III.3, sont démontrées dans
[15] de sorte qu’on peut appliquer le théorème L l .

THÉORÈME III.3. - On suppose que e-(o) = 0 et Q(x) est different de 0
dans l’intervalle ]0, Ro].

a) satisfait a une condition de Lipschitz d’ordre 1 et si b(o) = 0, alors,
quel que soit a E ]0, Ro], = ao) = 1.

b) S’il existe ~3  l, tel que tende vers /’infini lorsque x tend vers 0
et si b(o) = 0, quel que soit a E ]0, Ro],  °o) = 1.



60 A. BONAMI, N. KAROUI, H. REINHARD ET B. ROYNETTE

c) Si T satisfait C une condition de Lipschitz d’ordre 1 2 au moins et si b(x) > 0
dans [0, Ro], alors, que I que soit x e]0, Ro], = oo) = 1.

d) Si T satisfait à une condition de Lipschitz d’ordre 1 2 au moins et si b(x)  0

dans [0, Ro], alors, quel que soit oc e]0, Ro],  oo) = 1.

Remarque. 2014 Lorsque 0’ est lipschitzien, nul en 0, et non nul, sauf en 0,
dans un voisinage de 0, les conclusions du théorème 111.2 et de ce théorème
permettent d’aflirmer que, si ~(0) ~ 0, partant de tout point Ie processus
passe au plus une fois en 0.
Nous nous proposons de démontrer Ie théorème 1, en construisant des

fonctions qui satisfassent aux hypotheses des propositions 1 ou 2.

A cet effet, définissons par recurrence : Mo = 1,

n

Il est facile de voir que puisque ul décroit,n!

00

Soit u = cette fonction est bien définie sur ]0, a], est de classe CZ
n=0

sur tout intervalle [x, x] avec x > 0 et possede les proprietes suivantes :

2014u satisfait a 1’equation différentielle

c’est-a-dire

- u est decroissante strictement positive et u(Ro) = 1

- u’ est strictement negative sauf en Ro, ensemble sur lequel on ne sejourne
pas.

Donc, si u(x) tend vers l’infini quand x tend vers zero, u satisfait aux
hypotheses de la proposition 1; si, au contraire, u(0)  + satisfait aux

hypotheses de la proposition 2.
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Comme 1 + ul  u  u se comporte comme Ul au voisinage de 0.
Pour obtenir des caracterisations precises dans le cas d’une dimension,

demontrons la proposition suivante :

PROPOSITION 2’. - Sous les hypotheses de la proposition 2, dans R,
Pa(To  oo) = 1.
En effet, nous avons vu que

Si nous faisons tendre n -~ + ~, u etant bornée et la suite Tn decroissante

Si nous posons y = xTn et faisons tendre u -~ + oo

Or, comme u(x) est strictement positif dans l’intervalle

Ce qui entraine que 1 ~  + oo), le resultat annonc~.

Demonstration du théorème. Nous sommes ramenés à étudier le com-

portement, lorsque x tend vers 0, de

1) Supposons b(x) = 0 : alors

On suppose que a(x) ~ x~ dans un voisinage de l’origine.

Si j8 > .IM est de meme nature que t’integrale qui converge2 q g 
x 0’ (z)

 1 et diverge 1.
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Si jS === 2014 est de meme nature q ue - x log x qui tend vers 0.

La formule de Cameron-Martin generalisee (cf. chapitre premier) permet
d’obtenir les memes conclusions lorsque b(x) est non identiquement nul,
mais s’annule en 0.

2) Supposons &#x26;(0) 5~ 0, b(O) > 0. Soient m et M les bornes positives de b
sur [0, Ro].

I(x) diverge si R0x dy exp R0y b2 du diverge, ce qui est Ie cas si 7 est holde-
rien d’ordre 1 2.

3) Si b(o) ~ 0 et 0  m  - b(x)  M, un calcul analogue au precedent
montre que :

~° x - I exp 2 (y)dy + oo car best toujours négatif.
m wj~ z

C. Etude dans Ie cas ou la dimension est supérieure à i. -

Nous supposons 1’operateur L défini a partir d’une matrice (r et d’un vec-
teur b lipschitziens. Comme dans le cas d’une dimension, nous nous propo-
sons de construire des fonctions u qui satisfassent aux hypotheses des propo-
sitions 1 ou 2. Pour cela, nous définissons

A+, B+, C+ sont définis de la meme façon en prenant les sup.
Nous procedons comme en dimension 1, et construisons la fonction :
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ou u(0) = 1, u" est définie par recurrence par :

On vérifie facilement que u  un1 n!, quo u est de classe C2 dans 0, 2 
et

~! J 2J
s atisfait a 1’equation différentielle.

Etant donne x E appelons z 

Comme u est décroissante, positive, u" + Bu’ K u" + = 2u(z2 2) A+ a 0

donc Lu  u. De plus (grad u)* . a . grad u = u 2 (x . ax), et u  0

sauf en03B12 2.
Ainsi (grad u)* . a . grad u ne s’annule en dehors de 0 que lorsque x* . ax

est nul. Donc, si 1’on suppose que l’on ne séjourne pas dans l’ensemble
x*. ax = 0, u satisfait aux hypotheses a) et b) de la proposition 1.

Enfin, 1 + u1  u  e"i, donc au voisinage de zéro u(z) se comporte
comme ul(z). On demontre de la meme façon que :

satisfait aux hypotheses de la proposition 2 si u(0)  + oo, ce qui est
equivalent a :

THÉORÈME III.4. 2014 Si le processus ne séjourne pas dans 1’ensemble

ANN. INST. POINCARÉ, B-VH-1
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si a est campletement dégénérée (*) en 0 et b = 0, alors

Ceci est encore vrai si = 0 et si, en tout point d’un voisinage de 0, b(x)
appartient au sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de 03C3.

En effet, nous étudions

Si B-(y) > 0 ~y > 0, alors exp 
03B1xB-(y)ydy 

est une fonction décroissante.

Par suite I(R) 03B1 2014r2014 ) 2014 2014 2014 ) >

’ 2;

La matrice 03C3 etant lipschitzienne, A+(x)  Mx4.

Donc I(R) 1 M 03B1Rdx x3 (2014 2014 2014 ).’’ M Rx 2 2
Cette derniere quantite ayant meme comportement en 0 que - Log R,
1’integrale I(R) tend vers l’infini.

Les hypotheses de la proposition 1 seront donc satisfaites si B"(y) > 0
pour tout y > 0. C’est le cas en particulier lorsque b s 0, ou si best sufIi-
samment petit par rapport a a. Lorsque b appartient, en tout point d’un
voisinage de 0, a l’espace vectoriel engendre par les vecteurs colonnes de o~,
on obtient les mêmes conclusions en utilisant la formule de Cameron-

Martin generalisee.

Remarque. - Il est naturel de se demander, même lorsque 03C3(0) ~ 0,
si l’on atteint 0 au bout d’un temps fini ou non. Nous pouvons enoncer
a ce sujet un resultat partiel relatif aux opérateurs strictement elliptiques :
si la matrice a est de rang n, suppose au moins égal a 2, dans un voisinage de 0,
alors quel que soit 0, = oo) = 1.
On proeède a cet effet comme precedemment, en introduisant la norme

I x |d = (x*a-1(0)x)1)2 = ( |. On définit

(*) On dit que a est complètement en 0 si = 0.
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On vérifie que, pour que = oo) = 1, il suffit que, si 03B2 = I ex |d, l’nté-
grale :

diverge lorsque R tend vers 0. Sous les hypotheses faites,

Un calcul explicite montre qu’alors I(R) diverge si n  2.

4. Recherche de conditions suffisantes

pour que la diffusion associée à L
soit de rang constant au voisinage d’un point.

Nous allons, dans ce paragraphe, donner des conditions suffisantes

pour que la matrice y soit, au voisinage de xo, de rang constant k > 0,
sauf sur un ensemble of le processus sejourne presque surement un temps
nul. D’apres le theoreme II.3, on sait qu’alors le processus est de rang k
au voisinage de xo.
Nous supposerons que l’opérateur L est donne sous la forme

of X1, ..., Xr, Y sont des champs de vecteurs on pourra ainsi trans-
former le processus par difféomorphisme. Certains des résultats énoncés
seraient encore vrais sous des hypotheses plus faibles.

THÉORÈME III.5. - Soit ‘lr un voisinage de xo. Le temps de séjour dans
1’ensemble des points de ~ ou le rang de (X1, ..., est different de k
est nul dans les cas suivants :

(I) En tout point de V, sauf en xo, le rang de (X1, ..., est égal a k ;
il est nul en xo, mais Y(xo) ~ 0.

(II) En tout point de sauf en xo, le rang de (X1, ..., X,) est égal a k ;
il est strictement positif en xo.
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(II’) En tout point de ‘ly, sauf peut-être sur des sous-variétés (Vp) pEN,
de dimension  n de Rn passant par xo, le rang de (X1, ..., Xr) est égal a k ;
quel que soit p, il existe un vecteur op tangent a V p tel que ~ 8p, > 0.

(III) Le vecteur b(x) est identiquement nul ; en tout point de sauf peut-
être sur la sous-variété V = {03C8(x) = 0} passant par xo, le rang de (X1, ...,

est égal a k ; l’un des vecteurs Xi est tel que, dans 03C5, Xi, soit non

nul, sauf peut-être sur une sous-variété W de V ; il existe un vecteur 00, non
tangent a W en xo, tel que ~ 00, > 0.

La demonstration pour le cas (I) a deja ete faite (théorème IIL2).

, 
-r

Etude du cas (II). Il nous faut prouver que 01 {x0}(xs)ds 
= 0 p. s.

Nous supposerons xo = 0. Montrons tout d’abord le résultat lorsque 0.

Comme a n’est pas totalement degenere en zero, il existe une direction 60
telle que dans un voisinage V de l’origine 0  a  ~ 00, ~.
Soit i le temps d’atteinte de V~. On sait que, pour Po :

est une martingale.

L’intégrale stochastique 03B2t = t^03C40 1 03B80, a(xs)03B80~ dxs, 03B80~ existe et son

processus croissant associé est 
t^03C4 1 0o, a(xs)03B80~2ds = t A T.Jo B ~o? 

C ’est done un processus brownien jusqu’à T. D’après MacKean [8, p. 41].

est un mouvement brownien change de temps par la fonctionnelle

Comme a(t A z)  A z) ~ xt, 00 ) sejourne en zero jusqu’a T comme
le brownien, c’est-a-dire un temps nul p. s., ce qui prouve le resultat
pour b = 0.

Supposons maintenant que b est non nul.
Conservant 00 choisi comme precedemment, nous savons que pour Po
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est uoe martingale pour toute fonction progressivement mesurable 03BB [72].

Soit 0 réel et 03BB(s, co) == 03B8-03B80, b(xs)~ 03B80, a(sx)03B80~, 1’expression précédente devient :’ 

B ~o~ /

of l’on a posé :

Si on pose 03BB’(s, co) = -03B80, b(xs)~ 03B80, a(xs)03B80~, On voit que Rt est une martingale.
Soit alors Po = Rt est bornée supérieurement etinferieurement,

done Po et Po sont équivalentes. Po est définie sur 0  s  t A r).
Pour Po,

est une martingale a laquelle on peut appliquer le raisonnement precedent.
Donc

Cette propriety reste vraie pour Po, ce qui etablit le resultat.

Etude du cas (II’). - II suffit de montrer que, pour chaque n, le temps de
séjour dans Vn n ‘l~ est nul. Mais on peut, par diffeomorphisme, se ramener
au cas ou Vn est contenu dans Fhyperplan xi = 0. La demonstration est
alors la meme que dans le cas precedent, en prenant 90 = (1, 0, ... , 0).

Etude du cas (III). On peut se ramener, par diffeomorphisme local!
a la situation suivante :

- xo est le point 0, ~ la boule unite de !?",
- Vest l’hyperplan 0 ) et 0 lorsque x~ W.

Posons alors At = 
1B 

est le premier temps de sortie

de Nous allons montrer que, jusqu’a a~, At est strictement croissant.
Or l’ensemble {a11(xs) > 0} contient le complementaire de W dans 
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Raisonnant comme dans le cas (II), on montre aisement que, en vertu de la
condition sur 80, le processus penetre immediatement dans le complémen-
taire de W. Par un raisonnement classique [IJ, on en deduit la croissance
de A~.

Définissons it = inf ~ u; A~ > t }. On a, pour tout t  Aa,

Pour montrer que Ex 1V(xs)ds = 0 pour tout x, il suffit de le montrer
Jo

lorsque x appartient a V. Or, pout un tel x,

Or la fonctionnelle At a ete choisie de maniere que xit soit, jusqu’~, Aa,
un mouvement brownien. On sait que, pour un brownien, 1 o~x s~ = 0 p. s.

CHAPITRE IV

DUALITY ET PROBLÈME DE DIRICHLET

1. Duality.

Nous supposerons, dans ce paragraphe, que les coefficients de a et b
sont de classe C~ et bornes ainsi que leurs derivees. L’operateur L possede
alors un adjoint L*, défini par :

La fonction c(x) etant bornee, soit ~, tel que, pour tout x, c(x) - ~,  - ~,o  o.
A l’opérateur L* - c, on peut faire correspondre, d’apres le chapitre premier,
une diffusion fellerienne. A l’opérateur L* - A, on pourra donc faire cor-
respondre une diffusion, tuee de la precedente par la fonctionnelle multi-

plicative exp [c(xs) - ([3], p. 298). Soit U~ la resolvante de cette
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diffusion, Uu la résolvante de la diffusion tuée de la diffusion associée à L
par la fonctionnelle exp ( - Nous allons montrer que ces résolvantes
sont en dualité au sens suivant :

THÉORÈME IV.I. Quelles que soient les fonctions f, g boréliennes bornées
positives sur R",

Si (Q, At, 03B2t, P) est un mouvement brownien, et si x,(x) et respecti-
vement sont les solutions des equations stochastiques :

c’est encore dire que :

Or, soit LB 1’operateur différentiel défini par la matrice y + eId et le vec-
teur b, L*B l’adjoint de L~. Les operateurs LB et L*B etant strictement ellip-
tiques, on sait que les resolvantes U~ et U*E qui leur correspondent sont en
dualite [2] : 1’inegalite (1) est satisfaite si xt(x) et x*(x) sont remplaces par
x:(x) et solutions des equations :

Mais x~t tend vers xt, xit tend vers jc* : on a, plus precisement, l’inégalité
suivante ([3], p. 341) :

ainsi que 1’inegalite analogue pour x*E(x). Il suffit de montrer l’égalité (1)
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lorsque f et g sont continues a support compact. On montre alors qu’il y a
convergence uniforme de Uyvers U f et de U*~g vers Ug :

on precede de la meme façon pour U*g.

COROLLAIRE 1. 2014 Soit A le générateur infinitésimal dans C0 de la diffusion
associée a L. Quelle que soit f~ 3)(A), Af est égal, au sens des distributions,
~ L/:
On sait d6ja que toute fonction de classe C~ a support compact appartient

au .domaine de A, et que, pour une telle fonction f, A/ = Lf Soit A*
Ie générateur infinitésimal de la diffusion associée a L* 2014 03BB. Si g est de
classe C~ a support compact et si / appartient au domaine de A, en vertu
de la dualité :

2. Problème de Dirichlet.

Nous supposons pour l’instant que a et b sont lipschitziens.
On sait qu’alors il existe une et une seule diffusion associée a l’opérateur L.
On la notera par (Q, ~t, xt, 

DÉFINITION 1. Soit 03C9 un ouvert de frontière ~03C9 et 03C6 une fonction conti-
nue bornée sur on appelle solution du problème de Dirichlet toute fonction
harmonique pour xt sur cc~ et telle que, pour tout xo E lim f (x) = 

On sait (Dynkin [3’], p. 25) que la fonction I(x) = of i est le

premier temps de sortie de est harmonique dans Nous allons montrer

que, sous des hypotheses de régularité sur c’est une solution du problème
de Dirichlet :

DEFINITION 2. - Soit xo E nous dirons que xo est très régulier si,
quel que soit u > 0, quel que soit 8, il existe un voisinage V(xo) de xo tel que,
si x E V(xo) Px(i > u)  E.
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Si tout point de est très régulier, nous dirons que 03C9 est un ouvert tres

régulier. Lorsque x est fortement fellérien, tout point régulier est très regu-
lier ([3’], p. 88).

LEMME 1. - Soit (J) un ouvert de frontiere xo un point tres regulier
de qJ une fonction bornee sur continue en xo. La fonction

of ~e est le premier temps de sortie de cc~ satisfait a :

En effet, puisque xo est tres régulier, il existe un voisinage tel que
> 1 - 8) soit superieur a 1 - ~ ; il suffit donc de faire la demons-

tration pour £ = 0.
Soit qJ(xo) + 8 etant donne, il existe un voisinage W(xo)

tel que, si x E I  8. On supposera que W(xo) est une boule
de rayon r et on désignera par zr le premier temps de sortie de W(xo)

D’apres l’inégalité des martingales ([12], chap. 3) :

k désignant une constante qui ne dépend que de L, et ceci si x - x0 |  2 r .
Donc par un choix de u convenable,  u) peut être rendu arbitraire-
ment petit. Puisque xo est très régulier, Px[03C4 > u] tend vers zero lorsque x
tend vers xo, ce qui établit le lemme.

THÉORÈME IV.2. Soit (03A9, At, xt, Px) la diffusion associée a l’opérateur L,
dont les coefficients sont lipschitziens. Soit cvo un ouvert très régulier
de frontière compacte, 03C6 une fonction bornée continue sur quel que soit
03BB > 0, la fonction f (x) = ou z désigne le premier temps de
sortie de est une fonction continue sur 03C90 solution du problème de Dirichlet :

désigne l’opérateur de Dynkin de xr.
Le lemme 1 assure la continuité a la frontière. On sait, d’autre part,

que est solution de Au - 03BBu = 0. Montrons la continuité
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de f dans roo. Du fait que roo est un ouvert tres regulier de frontiere compacte,
il existe, pour tout e, une constante ~ > 0 telle que, si x E e ~03C90 et
I x - y I  ~, alors .f (x) - I  E.

Soit (SZ, Pt, P) un mouvement brownien, la solution de 1’equation
stochastique :

On designera par 03C4x le premier temps de sortie de 03C90 pour xt(x).
On peut toujours supposer, comme dans [3] (p. 349), x !R",

que la tribu At est formee de tous les ensembles A tels que, pour tout x,
Ax = {03C9; (03C9, x) e A ) appartienne à et que x) = Soit
alors a un temps d’arret pour la famille a défini par x) = 
est un temps d’arret pour la famille et en appliquant la propriété de
Markov forte, on obtient, si z’ designe le temps de sortie de coo apres a :

ou encore, comme = P(AJ :

Soient alors x et y donnes dans Posons l’inégalité :

et donc :

Par ailleurs ix = ix, ~y = Ty, donc :

Définissons

11 est aise de veri6er que :
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Finalement ~~ + 8 + I Z peut.
n

être rendu arbitrairement petit.

Remarque. Les conclusions du théorème 1 sont encore vraies pour 03BB=0
lorsque co est un ouvert borne et lorsque, pour tout x E 
où k est une constante strictement positive. On trouvera dans [5] des condi-
tions suffisantes pour qu’il en soit ainsi.
Supposons maintenant que l’opérateur L est donne sous la forme

of Xl, ..., Xr, Y sont des champs de vecteurs 
Nous allons énoncer des conditions suffisantes pour qu’un point xo de
soit très régulier.

THÉORÈME IV.3. Les conditions suivantes sont des conditions suffisantes
que pour xo E soit très régulier.

a) II existe une fonction deux fois continûment différentiable telle
que

et un voisinage V(xo) tel que V(xo) n ccy soit entièrement contenue dans
l’ensemble des points x tels que  0.

b) Il existe une fonction 03A8 deux fois continûment différentiable telle que
= 0 et ~ Y(xo), > 0 et un voisinage V(xo) tel que V(xo) n ccy

soit entièrement contenu dans l’ensemble des points x tels que 03A8(x)  0.

c) b(x) --_ 0 et il existe une fonction 03A8 deux fois continûment différentiable
telle que = 0 et 0, l’un des vecteurs X~ est tel que, au voisi-
nage de x0 X;, soit non nul, sauf peut-être sur une sous-variété W de
~ x; = 0 ~ ; il existe un vecteur oo, non tangent a W en xo, tel que
~ oo, > 0 ; il existe enfin un voisinage V(xo) tel que
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Démonstration.

a) Par diffeomorphisme local et prolongement en dehors d’un voisinage
de xo, on peut toujours se ramener au cas ou ‘I’(x) = xi premiere fonction
coordonnée et a11(x)  a > 0 uniformément sur R". Supposons tout d’abord
b --_ 0. Soit 03BEt la premiere coordonnee de xt :

est une Px-martingale, donc 03BEt = 03BE + ou At et ou /3

est un brownien pour P~. Soit i’ le temps d’entree dans 1’hyperplan 0

> (Px(i’ > u) = Px( SUp  - ~) == Px( Sup  ~ )).

Comme Au > au et comme un brownien unidimensionnel entre immediate-
ment dans la demi-droite {03BE > 0 ), cette quantite tend vers zero avec 03BE.

Si b ~ 0, on sait que Px est, sur la tribu Au, equivalente a une probabilité PX
telle que

soit une P’x martingale avec Px = RuPx ou Ru est une fonction bornee supe-
rieurement et inferieurement ; alors > u)  sup Ru > u] et

cette derniere quantite tend vers zero (voir theoreme 111.5).

b) La encore, on peut supposer que

Soit 03BEt la premiere coordonnee de xt, i’ le temps d’entree dans le demi-
plan xi > 0, x un point de ay ou bien 1’un des vecteurs Xi a une premiere
coordonnee non nulle, mais alors la demonstration de a) donne le resultat;

ou bien &#x26;i(0) = 1, et, dans un voisinage de 0, bi(x) > 1. Alors, si To est
le temps de sortie de ce voisinage,

Donc Ex[t A i’ A io]  - 2~
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On peut choisir u et ~ suffisamment petits de maniere que Px[-r > u]
soit inferieur a tout nombre fixé a l’avance.

c) Il suffit de reprendre l’étude du cas (III), theoreme 111.5, pour voir
que dans ce cas, comme dans le cas a), çt = ~ + of At est une fonc-
tionnelle additive strictement croissante. On utilise encore le fait que le

brownien entre immediatement dans la demi-droite ~ x > 0 }.

Remarque. - Soit cvo un ouvert borne dont tous les points satisfont
a l’une des hypotheses a) ou b) . Il est clair qu’alors 03C90 est très régulier
non seulement pour Foperateur L, mais egalement pour les opera-
teurs L~ de6nis au paragraphe 1 et ceci uniformément en B. On peut
montrer que, dans ces conditions, la fonction f(x) = est

solution de 1’equation Lu = ~,u au sens des distributions. Nous allons

esquisser la demonstration. Il resulte tout d’abord des inegalites ecrites
dans la demonstration du theoreme 111.2 que le processus obtenu en

stoppant xt en z est fellerien. Comme son generateur de Dynkin coincide,
dans Oo avec le generateur de Dynkin de xt, on en deduit que f appartient
au domaine du generateur infinitesimal. A, de xr ([3], theoreme 5.5). fl

suflit alors de montrer que les resolvantes des processus associes a L et L*,
stoppes a la sortie de cvo sont en dualite, comme dans le theoreme I V.I.
On utilisera le fait que A u - A u D tend vers 0, resultat qu’on
obtiendra grace aux memes inegalites.

CHAPITRE V

ETUDE DES DIFFUSIONS
ASSOCIÉES A DES OP~RATEURS HYPOELLIPTIQUES

L’operateur L est, dans tout ce chapitre, suppose a coefficients 
Suivant Hormander, on dit que L est hypoelliptique si toute distribution u
telle que Lu soit C~ est elle-meme Lorsque L est de la forme

ou Xi, ..., Xr, Y sont des champs de vecteur Hormander a donné
une condition suffisante pour que 1’operateur L soit hypoelliptique :

Si 1’algebre de Lie C(X1, ..., X,, Y) engendree par Xi, ..., X,, Y est
en tout point de rang n, l’opérateur L est hypoelliptique.
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Nous ferons dans la suite l’hypothèse que £(X1, ..., Xr) est en tout point
de rang n, bien qu’elle ne soit pas necessaire pour tous les resultats obtenus.
Sous cette hypothese, Bony a montre que les solutions de 1’equation Lu = 0
formaient une axiomatique de Brelot [2]. Nous allons montrer, en utilisant
certains de ses resultats, que la diffusion associee a L possede la plupart des
proprietes des diffusions canoniques associees aux operateurs strictement
elliptiques.

1. Dualite.

Nous reprenons les notations du chapitre IV relatif a la dualite.

THEOREME V.1. - On suppose que ~.(X !, ..., Xr, Y~ est en tout point d e
rang n et que Xi, ..., Xr n’ont pas de zero commun. Les résolvantes Uu
et U: sont alors en dualité, au sens de Blumenthal et Getoor, par rapport a la
mesure de Lebesgue.

C’est dire, en plus de la dualite exprimee par le theoreme IV.I, que les
mesures f ~ Uf(x) et g ~~ U*g(x) sont absolument continues par rapport
a la mesure de Lebesgue. Pour le montrer, nous utilisons la méthode de
Bony dans [2], en remarquant que les operateurs L - ~, et L* - ~, sont hypo-
elliptiques. f ~ Uf(x) est une forme linéaire positive sur Co(R"), il existe
donc une mesure Ilx(dy) telle que U f(x) = Alors

Ainsi

11 existe donc une fonction hx(y) de C~ hors de x grace a 1’hypo-
ellipticite de L* - 03BB et une constante k telles que x = hx + (1) s’écrit
alors :

En prenant les transformees de Fourier des deux membres, on montre que
k = 0 : F(kL*03B4x) = keitxP(t), ou P(t) est un polynôme du second degre
exactement puisque L* est NTD, tandis que la transformee de Fourier du
second membre est 0( ~ t ~ Z ) a l’infini. Ainsi U f (x) = y)dy. On

définit de la meme façon une fonction h* telle que U*g(x) = y)dy.
On pourrait montrer de plus que h(x, y) est de classe C~ dans le comple-
mentaire de la diagonale dans Rn  Rn et que h(x, y) = h(y, x).
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2. Densité des semi-groupes de transition.

THÉORÈME V.2. On suppose que £(X1, ..., Xr) est en tout point de rang n.
ll existe alors une fonction y), C°~ sur ~+ x ~" x telle que, si Pr
est le semi-groupe de diffusion associé a L,

La fonction p (x, y) est solution de L*u = 0 en tant q ue fonction de y,

de ~u - ~t Lu = 0 en tant q ue fonction d e x.
Remarque. - Ce théorème admet deux consequences immédiates :

la diffusion associée a Lest fortement fellerienne; l’équation ~u ~t - Lu = 0
admet une solution fondamentale.
On utilise la méthode de Mae-Kean relative aux opérateurs elliptiques :

si f(t, y) est une fonction de D(R+ x on applique la formule de change-
ment de variable d’Ito a f(t, of est la solution de 1’equation
stochastique :

Comme f est a support compact :

c’est dire, si ~cx est la mesure sur ~+ x !R" de6nie par f (t, = P,/(x),

que L* x - ~ ~t x = 0. Il existe donc une version C~ sur R+  Rn de x,

qu’on appellera Pt(x, y),
Montrons maintenant que, quelle que soit la fonction f de classe C2 a

support compact, Ptf est solution de 1’equation ~u ~t = Lu : on sait que, si A
est le generateur infinitésimal de la diffusion, Pt f est solution de 1’equa-

tion du dt = Au, ou encore de l’équation du dt = Au, A designant le generateur
de Dynkin. Or, quel que soit xo, il existe un voisinage et une fonc-
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tion u, C~ dans continue dans telle que Lu - u = --

dans = e- tPt f sur [2]. La fonction u est, a fortiori, solu-

tion de Au - u dans 03C5( x u = e - tP ~03C5(x0), ’ ’ ’tion de du dt = M dans M sur equation qui
n’admet qu’une solution d’apres le principe du maximum ([3], théorème 5.3).
La fonction Pt f est donc dans R+ x et est solution de ~u ~t = Lu.

Il nous reste a montrer que pt(x, y) est C~ dans [R+ x (Rn x (Rn. Consi-
derons l’application qui, aux fonctions f, g, h de D(Rn), D(Rn) et 

respectivement, fait correspondre elle définit une

distribution dont on peut montrer aisement d’apres les resultats precedents

qu’elle est solution de Ku = 0, ou K est l’opérateur 2 .- + L~ + L* :
K etant hypoelliptique d’apres le critere de Hormander, il existe une ver-
sion ~~ de y).

3. Ensembles absorbants.

Ces resultats correspondent aux theoremes sur la propagation des maxi-
mums dans Bony [2]. La proposition suivante montre 1’interet qu’il y a
a connaitre les ensembles fermes absorbants a propos desquels nous énonçons
le theoreme qui est l’objet principal de ce paragraphe.
On designera par (Q, At, xr, P x) la diffusion associee a L = 1 2 EX2 + Y

par A son generateur infinitesimal.

PROPOSITION 1. - Soit f une fonction du domaine de A telle que A f > 0.
L’ensemble F des points ou f atteint son maximum est un fermé absorbant.

Demonstration. La proposition exprime que dx E F  oo) = 0
a~ etant le temps de sortie de F.

Soit F l’ensemble des points ou f atteint son maximum [nous supposons

M soit F ; soit Fn = x ; d ( F, x ) > n 1 et 03C3n le temps d’entree dans

F". Supposons que  oo) > 0, il existe alors n tel que  oo) > 0
alors, comme

ce qui est absurde puisque f (xo) est un maximum et que  ao) > 0.
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Dans [2], Bony a donné les deux définitions suivantes :
Un vecteur n est normal à un fermé F en un point x0~ F, s’il existe une

boule ouverte contenue dans F~ centric en xi, telle que xo soit adhérent

à cette boule et que les vecteurs xi - xo et n soient parallèles.
Un champ de vecteurs X(x) est tangent à F si pour tout point xo e F

et tout vecteur n normal ~, F en xo, les vecteurs X(xo) et n sont orthogonaux.

PROPOSITION 2. - En tout point d’un fermé absorbant F, chacun des champs
de vecteur x est tangent a F.

Demonstration. - Nous pouvons par un difféomorphisme local nous
ramener a la situation suivante : il existe un hyperplan H tel que F soit
contenu dans un demi-espace déterminé par H et tel que xo = F n H.

Nous allons prouver que pour tout i, Xj(xo) E H.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et que H, 0. La

projection du processus sur la direction Xi est un mouvement brownien
change de temps qui pénètre immediatement dans le demi-espace Hi
determine par H et disj oint de F (théorème IV.3). Soient

et ~p le temps d’entree dans Hp, il existe n tel que  oo) > 0, ce qui
est comme précédemment en contradiction avec le fait que F est un fermé
absorbant.

THEOREME V.3. - Si ..., X,) est de rang n en tout point, le plus
petit fermé absorbant non vide est tout entier.

Ce théorème est une consequence de la proposition 2 et du théorème
suivant de Bony [2] :

Soient F un ferme et Xl ... Xr des champs de vecteur de classe C°~
tangents à F : VZ E ..., Xr), Z est tangent a F et toute courbe inté-
grale de Z qui rencontre F est contenue dans F.
Nous allons montrer, de la memo manure. le théorème suivant :

THÉORÈME V.4. - Soit B un ouvert de (TB l e temps d’entrée dans B.
Si ..., Xr) est de rang n, quel que soit x E  ~] > 0.
On peut supposer que B est un ouvert très regulier. Bony a montr~ dans [2]

qu’il existe une base de tels ouverts. II suffit, d’apres ce qui precede, de
montrer que F = f x;  oo] - 0 ~ est ferme, et que tous les champs Xj~
sont tangents a F. Soit f une fonction continue strictement positive de6nie
sur soit = ~ 0 ; il est clair que F = {g03BB(x)=0}
ce qui implique que F est ferme puisque est continue sur Bc (théo-

ANN. INST. POINCARf, s-V11-1 6



80 A. BONAMI, N. KAROUI, H. RNNHARD ET B. ROYNETTB

rème IV.I). Supposons alors que n’est pas tangent à F, xo e F; il
existe une boule fermée p) qui rencontre F en xo telle que

(Bi est l’intérieur de B.), alors si Vn = {jc; d(F, x)  1 } et 03C3n te temps
n

d’entrée dans Vn, il est clair qu’il existe n tel que  oo) > 0. Soit

Cette dernière quantité est positive, ce qui est absurde.
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