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SumMMARY. — The aim of this article is to study diffusion processes on R”
corresponding to an elliptic degenerate operator

L= 5 D ae) s £ b5

In the first chapter it is shown that the existence and uniqueness of the
diffusion corresponding to L holds whenever existence and uniqueness of

t t
Ito’s stochastic equation do : x, = x + Ja(x,,)dﬁ,, + fb(x,,)du. In a
(V] [}

second chapter we study the rank of the process reformulating a
definition of Skorokhod and give a generalisation of the Ventcell’s
classical theorem concerning the martingales-additive functionals of
Brownian motion. Third chapter is concerned with studying the process
from a purely probabilistic point of view. In chapter four it is proved
that when the coefficients of L are of class C?, the diffusions correspond-
ing to L and his adjoint L* are in duality; we use this fact to study
the solution of the Dirichlet problem. In chapter 5 the case of an
hypoelliptic operator L is considered.
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INTRODUCTION

Le but de cet article est d’étudier les processus de diffusion sur R” associés
.. e, 1 9?2 >
4 un opérateur elliptique dégénéré, L = 5 zai ,(x) DTbx] + zb (%) 2—}—x-; .

Les processus de diffusion associés 4 des opérateurs elliptiques ont fait,
on le sait, I’objet de nombreux travaux, et sont liés & des spécialités aussi
différentes que les équations aux dérivées partielles, la théorie des semi-
groupes d’opérateurs et les axiomatiques de théorie du potentiel, ou les
équations stochastiques browniennes.

Historiquement, c’est tout d’abord & partir de résultats sur les équations
aux dérivées partielles qu’on a su construire des processus de diffusion :
il est bien connu que, lorsque la matrice a = (ay;),, est uniformément
définie positive, et lorsque les coefficients de L sont bornés et holdériens,

. .o . .
I’équation 2}—1: — Lu = 0 admet une solution fondamentale p(¢, x, y) qui

engendre les probabilités de transition d’une diffusion [3]. Lorsque I’opé-
rateur L est dégénéré, une telle méthode ne peut étre envisagée, puisque
I’équation g—;‘ — Lu = 0 n’admet pas, en général, de solution fondamentale.
Citons toutefois le cas des équations hypoelliptiques de Hormander, étu-
diées par Bony [2] dont les solutions forment une axiomatique de Brelot,
et auxquelles, de ce fait, on peut associer une diffusion, dont on montrera,
au chapitre V, qu’elle posséde de nombreuses propriétés des diffusions
associées aux opérateurs elliptiques non dégénérés.

La méthode d’Tto, pour construire des diffusions A partir des solutions
d’équations stochastiques, s’étend, par contre, immédiatement au cas des
opérateurs dégénérés. Rappelons briévement cette méthode : on suppose
donné un mouvement brownien r-dimensionnel (Q, &,, 8,, P) et on suppose
qu’il existe une matrice (n, r), o(x), telle que o6* = a. Ito montre que,
lorsque la matrice a(x) et le vecteur b(x) = (b,(x)) sont lipschitziens, 1’équa-
tion stochastique

X =x+ J (:a(xs)dﬁ, + f ;b(xs)ds

admet une solution et une seule, que nous désignerons par x,(x) et I’égalité
P.f(x) = E[f(x,(x))] définit un semi-groupe de Feller qui permet de cons-
truire une diffusion associée 4 L. Sans s’occuper de savoir si c’était la
I’unique diffusion associée 4 L, de nombreux auteurs ont utilisé la construc-
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tion explicite de cette diffusion et les propriétés des équations stochastiques
pour formuler de fagon probabiliste les solutions d’équations aux dérivées
partielles liées a L, et en déduire des résultats sur I’existence, 1’unicité ou la
régularité de ces solutions. On trouvera a ce sujet un résumé des résultats
obtenus et une bonne bibliographie dans [4].

Citons enfin les travaux récents de Stroock et Varadhan [12] qui ont
montré que lorsque la matrice a(x) est strictement définie positive, il existe
une et une seule diffusion associée a I’opérateur L sous les seules hypothéses
que a(x) est continu et b(x) mesurable. Beaucoup de leurs résultats sont
encore vrais lorsque a(x) peut étre dégénérée, nous y ferons largement
appel. Nous reprendrons en particulier leur définition d’une diffusion associée
al’opérateur L : on dira que le processus de Markov a trajectoires continues
«Q, ¥, x,, P,) est une diffusion associée a I’opérateur L si, quels que soient
xeR" et feCTR :

E[f(x)] - f() = E, f‘:Lf(xs)ds.

(Lorsque le processus est fellerien et ’opérateur L 3 coefficients continus,
on a affaire 4 une diffusion de générateur différenticl L au sens de Dyn-
kin [3]). Stroock et Varadhan montrent qu’alors pour tout x, P,[x, = x] = 1
et quel que soit 6 € R",

exp (0, %, = x) = €0, ['bx)sy = 1 [ €0, a0 )

est une P,-martingale et c’est cette propriété des diffusions plutot que la
définition que nous utiliserons.

Dans un premier chapitre, nous montrons I’existence et I'unicité de
la diffusion associée & L chaque fois qu’il y a existence et unicité de la
solution de I’équation stochastique d’Ito :

X, =x+ f 'a(x,,)dﬂu + ftb(x,,)du, quel que soit x.
0 o

Il y a en particulier unicité de la diffusion lorsque o et b sont lipschitziens.
Dans le second chapitre, on étudie & quelles conditions le brownien f,,
qui figure dans 1’équation stochastique, peut s’exprimer comme intégrale

t
stochastique relative a la martingale x, — x, — f b(x,)du. Plus précisément,
V]

on reprend la notion de rang d’un processus de Skorokhod, et on montre
que, du moins si b est nul, le rang de la diffusion associée 3 L est égal 3 k
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si et seulement si le rang de la matrice o est k, sauf sur un ensemble de R”
ou I’on séjourne un temps nul. Le rang de la diffusion apparait ainsi comme
trés lié a la dégénérescence de ¢. On montre en méme temps que toute
fonctionnelle additive du processus M,, telle que, pour tout x, E.(M,) = 0
et E,(M?) < o est somme d’intégrales stochastiques relatives aux coor-

données de x, — x, — f tb(x,,)du : c’est la généralisation d’un théoréme
classique de Vent’cell.

Le troisi¢éme chapitre est consacré a 1’étude proprement dite du processus
de diffusion suivant les hypothéses faites sur L : recherche des ensembles
ou I’on séjourne un temps nul (et, par conséquent, de conditions suffisantes
pour que le processus soit de rang k), de points effilés, calculs de temps
d’atteinte...

Dans le chapitre IV, nous montrons que, lorsque les coefficients de L
sont de classe C, les diffusions associées 2 L et 4 son adjoint L* sont en
dualité : si V* et V** sont leurs résolvantes, pour 4 assez grand et pour
toutes fonctions f, g boréliennes positives :

f VA ()g0dx = f FIVHg()dx.

Ceci nous permet de montrer que les solutions au probléme de Dirichlet
obtenues de maniére probabiliste sont, en fait, des solutions au sens des
distributions. Nous montrons I’existence de ces solutions sous des conditions
trés faibles, sans nous attarder aux problémes d’unicité et de régularité,
largement étudiés par Freidlin [5] (ainsi que les problémes d’existence
d’ailleurs, mais il nous a semblé que nos conditions étaient moins restric-
tives).

Dans le chapitre V, nous considérons le cas particulier des opérateurs
hypoelliptiques de Hoérmander, déja étudié par Bony.

NOTATIONS ET RAPPELS

1) OPERATEUR L
Dans la suite, L désigne 1’opérateur du second ordre sur R”

1 Q%u ; du
Lu(x) = —2' Za,j(x) m + ‘__lbj(X) ij .

J
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On appelle a(x) la matrice (a;,(x)), b(x) le vecteur (b,(x)); 6(x) est une matrice
(n, r) telle que oo* = a (o* désignant la transposée de o).

On supposera toujours, méme lorsque ce ne sera pas explicitement
indiqué que a(x), b(x) et a(x) sont mesurables bornés et que a(x) est continu.
L’hypothése que a et b sont bornés n’est pas essenticlle. Les résultats obte-
nus restent vrais sans cette hypothése, mais les processus sont définis jusqu’a
un temps d’explosion, comme dans [8].

Lorsque les a;; et b; sont de classe C*, on considérera également 1’opé-

rateur sous la forme :
Lu = %Zx,fu + Yu,

k=1
ou X,, ..., X,, Y sont des champs de vecteurs C* assimilés & des opérateurs
différentiels du premier ordre et X? désigne le carré en tant qu’opérateur.

2) DIFFUSION

On désignera par (Q°, F,, £,) I’espace canonique tel que :

Q° est I’espace des fonctions continues définies sur [0, o] & valeurs dans
R*;

&,(w) est la valeur en ¢ de la fonction w;

F, est la tribu engendrée par £, s < ¢.

Un processus de Markov homogéne 2 trajectoires continues est encore la
donnée de probabilités P, telles que (Q°, M,, &,, P,) soit un processus de
Markov.

3) INTEGRALE STOCHASTIQUE

Soit (Q, A, P) un espace de probabilité, #, une famille croissante de sous-
tribus de #, Z, et a(t) deux processus a valeurs dans R” et R" ® R" respec-
tivement continus et progressivement mesurables. On suppose de plus
que a(t) est une matrice positive bornée, et que, quel que soit 6 € R",

exp ({0, Z, — Zo ) —%fo'w, a(s) Y ds)

est une martingale. Si m(#) est un processus progressivement mesurable

pour A, & valeurs dans R" & R" et si, pour tout ¢, E[ f ' | mam* | ds] < o0,
0

t
on peut définir I’intégrale stochastique {, = f m(s)dZ, : quel que soit
]

0 eR" (0, {,) est une martingale de processus croissant associé
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% f ‘< 0, m(s)a(s)m(s)*6 ) ds ([12] chapitre III, [8] construction de I’intégrale
0
stochastique, et [9]). Si m(¢) est borné, quel que soit 0,

exp (( 6,¢,) — % f ; {6, m(s)a(s)m*(s)0 ) ds)

est une martingale.
On note { M; M }, le processus croissant associé¢ a4 la martingale M,,

{M, N},=%({M+N; M+ N}, — {M; N}, — {N; N}, le produit

scalaire de deux martingales.

4) SYMBOLES
On utilisera les notations suivantes :

B(R") espace des fonctions boréliennes bornées sur R”,
Cg(R™ espace des fonctions indéfiniment dérivables sur R”, nulles a I’infini,

D(R™ espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact
sur R",

D'(R™) espace des distributions sur R",

{ ., . ) produit scalaire dans R",

| . | norme d’un vecteur de R”,

|| . | norme d’une matrice,

o* adjoint de la matrice o,

{., .} produit scalaire de deux martingales.

Nous remercions Monsieur S. Watanabe des conseils qu’il a bien voulu
nous donner.

CHAPITRE PREMIER

EXISTENCE ET UNICITE

Enongons le théoréme d’existence et d’unicité sous sa forme la plus
générale, avant d’étudier des cas particuliers.

THEOREME I.1. — On suppose qu’il existe une matrice (n, r), o(x), telle que
o(x)o*(x) = a(x), et que, si (Q, #,, ., P) est un mouvement brownien r-dimen-
sionnel, I’équation

) X, =x+ f o(x)dB, + j:b(xu)du



PROCESSUS DE DIFFUSION ASSOCIE A UN OPERATEUR ELLIPTIQUE DEGENERE 37

admette une solution unique quel que soit x € R". Alors il existe un et un seul
semi-groupe de Markov P, sur B(R") tel que, quel que soit fe C5(R") et
xeR"

@ P,f(x) — f(x) = f;PuLf(x)du.

La fonction de transition associée a P, est la fonction de transition d’une
diffusion fortement markovienne.

Le théoréme 1 est conséquence de deux lemmes, dont le premier est
dii A Stroock et Varadhan. Nous le transcrivons ici pour plus de commodité.

LemME 1 (Stroock-Varadhan [/2], théoréme IV.1). — Soit P, un semi-
groupe de Markov sur B(R") tel que, quel que soit f€ Cg(R") et xeR"

P,f(x) — f(x) = J:P,.Lf(x)du.

Alors, pour tout x € R il existe une probabilité unique P, sur (Q°, F.)
telle que P,f(x) = E.[f(€)], P,[&, = x] = 1 et, pour tout §eR",

exp (6, &= x> = <0, [‘seasy = 3 [ <0 a2)p Y o)

est une P,-martingale.
On sait que lorsque la matrice a(x) est strictement définie positive, il
existe sur (Q°, ¥,) un brownien B, pour la probabilité P, tel que

E=x+ f;b(gs)ds + ﬁa(é,)dﬁs-

Nous allons généraliser ce résultat au cas ou la matrice a(x) est dégénérée,
de manicre & pouvoir relier le semi-groupe P, s’il existe, aux solutions de
I’équation stochastique (1).

LeMME 2. — Soit (Q', A’, P’) un espace de probabilité, #£;, une famille
croissante de sous-tribus de A', Z; et ¢'(¢) deux processus progressivement
mesurables par rapport 4 #£;, 4 valeurs dans R” et R" ® R" respectivement.
On suppose de plus que ¢”(¢) est borné presque slirement, que Z; est presque
sirement continu en ¢, que P'[Z, = 0] = 1, et que, quel que soit 6 € R”,

exp (( 0,2 > — % J:( 0, o'(W)o'*(u)6 > du)
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est une P'-martingale. On peut alors trouver un espace de probabilité
(Q", A", P") tel que, si (Q, #£, P) désigne I’espace de probabilité produit
de (', A, P') et (Q", £", P") et si Z, et o(f) sont respectivement définis
par Z(w', w") = Z,(w') et o(t, W', w") = o'(z, w'), il existe un brownien
r-dimensionnel, f,, sur (Q, #, P), £, ® #,-mesurable, tel que :

t
Z = J‘a(s)dﬁs P presque slrement.
0

Réservant pour plus tard la démonstration du lemme 2, montrons tout
de suite comment le théoréme 1 s’en déduit : soit tout d’abord P, un semi-
groupe satisfaisant A (2), P, la probabilité correspondante sur (Q°, F.).
Appliquons le lemme 2 avec

@, A, P)=Q° F,,P) Z=¢-—x-— J: b(¢&)ds, a'(t) = o(&)

On en déduit D’existence d’un mouvement brownien (Q, #,, f,, P) tel que
E.[f(€)] = E[f(x,))], si x,(x) est la solution de ’équation :

X, =x+ f ‘o(x,)dB, + '[ "b(x,)du.
1) o

Le semi-groupe P, est donc, s’il existe, unique.

Nous avons, dans cette démonstration admis le résultat suivant : si
Q, £,, B, P) et (', £;, B;, P’') sont deux mouvements browniens r-dimension-
nels, x,(x) et x;(x) les solutions respectives des équations

X, =X+ J:a(xs)dﬂ, + J:b(xs)ds
X =x+ J:a(x;)dﬁs + J:b(x;)zis‘,

alors E[f(x,(x))] = E'[f(x/(x))]Vfe B(R"). Il suffit de considérer le cas
ol (', £,, Bi, P’) est le brownien canonique ((R"}**, #,, ¢,, B) ot les ¢, sont
les applications coordonnées et B la mesure brownienne. L’unicité de la
solution de I’équation différentielle stochastique entraine que x, est mesu-
rable par rapport a la tribu B(B,, s < ¢) d’aprés un résultat récent de
Watanabe [15]. Soit = I’application de Q dans (R")** définie par o + (),
la formule y(w) = x(n(w)) définit sans ambiguité une variable aléatoire y,
sur (R®** puisque x, est B(B,, s < t) mesurable et que pour cette tribu, deux
trajectoires w, et w, telles que B(w,) = f(w,) Vs <, sont indistin-
guibles [14].
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m envoyant B, sur c,, il est facile de voir que y, est solution de 1’équation
t t

Ye=x+ f o(y,)dc +f b(y,)ds. Le résultat annoncé résulte alors de 1’uni-
0 0

cité de cette derniére solution et de la formule des probabilités images.
Prouvons maintenant 1’existence d’une solution :

Soit (Q, #,, B,, P) un mouvement brownien r-dimensionnel, x,(x) I’unique
solution de I’équation (1). Posons P,f(x) = E[f(x,(x))]. Il est aisé de voir,
en utilisant la formule de changement de variables d’Ito, que P, satisfait
a (2). Nous allons montrer que P, est un semi-groupe de Markov fort,
ou, si P, désigne la probabilité sur (Q°, F.) telle que P,f(x) = E.[f(¢)),
que (Q°, £, £, P,) est un processus de Markov fort : quel que soit le temps
darrét 7, P,[{,,,eT | F ] =P, [£,eI] P,presque sirement. Nous allons
utiliser 4 cet effet le théoréme II.1 de Stroock et Varadhan [12]. montrant
Pexistence de versions réguliéres des probabilités conditionnelles : suivant
leurs notations que nous ne reproduirons pas ici,

Px[éri't el I 3::]((0) = Qx,m[ét+1 eF] Px - p.s.

Mais, pour la probabilité P, et pour tout 6 € R,
t 1t
exp (( & —x,0)~—{0, fb(és)ds> - if {9, a(és)0>ds)
1] 0

est une martingale (conséquence de (1) et des propriétés de l’intégrale
stochastique [8], page 25). Donc, d’aprés le théoréme 3.1 de [12], P, presque
slirement en w, si I’on pose

Zt = €t+t(m) - ét(o)) - f

o(w)

t+z

(w)
b(¢,)ds,

exp ( (6,2, - % J: {8, a(és+,(,,,))0 > ds est une Q, ,-martingale.

Grice au lemme 2, on en déduit que, quitte peut-étre a agrandir ’espace Q°,
t
Z, =f 0(&s 4+ c(w))dBs- Donc &, () est, P, presque slirement en w, solution
0
de I’équation :
t t
€t+t(m) = gt(m) + foa(ési-t(m))dﬁs + fob(63+:(m))ds,
qui, par hypothése, admet une solution et une seule. La probabilité

Q.. 0l + (o) € T'] est égale, par conséquent 2 Px(lew) €T) = Py (£, €D).
On pourra donc parler, sous les hypothéses du théoréme 1, de la diffu-
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sion associée & 1’opérateur L. Remarquons qu’on ne sait pas, en général,
si cette diffusion est fellerienne.

Démonstration du lemme 2. — Nous allons tout d’abord démontrer le
lemme 2 dans un cas particulier.

LeMME 3. — Soient Z; et ¢’(¢) satisfaisant aux hypothéses du lemme 2.
On suppose de plus que pour tout ¢, presque slirement, I’un des mineurs
de o'(t) est non nul. Il existe alors un brownien r-dimensionnel, f,, sur

t
«Q', &, P') tel que Z; = f a’'(s)df, P’ presque sGrement.
1]

Autrement dit, dans les conclusions du lemme 2, on peut prendre
©Q, £, P) = (Q', A’ P’). Nous supposerons, pour la simplicité de I’écriture,
que les données sont Q, £, P, Z,, 6(t) en supprimant le prime. Nous suppo-
serons de plus que le mineur de ¢ non nul (le méme pour tout ¢ et presque
tout w) est le mineur formé des r premiéres lignes. Appelons ¢, la matrice
issue de o correspondante. Posons enfin ¢ = oo*, a, = 6,0, et appelons
¥, la projection de Z, sur ’espace vectoriel engendré par les premiers vec-

teurs de la base canonique de R" : y, peut étre considéré comme un processus
a valeurs dans R, tel que, pour tout § e R,

t
exp (C0,3) = 3 [[ €0, o0 > )
V]
est une martingale. On peut donc définir ’intégrale stochastique

B, = f o7 )y,

0

puisque f t | 67 2a,6¥(s)| ds = t. Nous allons montrer que S, est le brownien
° t
2
que soit @ € R” de module 1, B, est donc un brownien r-dimensionnel [9]. 11

cherché. Mais on sait que le processus croissant associé & 8, B, Y est = quel

t .
reste 4 vérifier que Z, = fa(s)dﬁs ou, ce qui est équivalent, que quel que
0

t
soit @ € R", le processus croissant associé a {0, Z,) — < 0, j o(s)dp ) est
0

nul. Si { ¢; }/~, désigne la base canonique de R”, et si 8 = Zb;e;, on voit
aisément que ce processus croissant est encore égal a :

f’<e, as)8 Y ds — 2 {{6,Z,); (6, j;o(s)dm}-
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On montre successivement que ce dernier produit scalaire est égal a :

320,. CepZ)s Ze,( e f;aa,“dyo g
- 3 Ze,. (enZ); Zo,z f(:(oa,‘ Nad  ew vy ) ;
= f;Zoioj(Z(aa,‘ 1),.,,‘d(k{ CenZds Ces 70D

=f'<a,a(s)o>ds.

11 suffit de remarquer que la matrice des { { e;, Z; ); { &, ¥, ) } est la matrice

1 . . . .
3 g,0*. Ceci termine la démonstration du lemme 3.

Revenons 2 la démonstration du lemme 2 : 14 ot le rang de la matrice ¢’
est inférieur 2 r, il va nous falloir ajouter des browniens annexes pour cons-
truire B,, et c’est 14 le role de Q”. Plus précisément, on peut diviser I’espace
des matrices R” ® R" en parties disjointes I’ ; telles que :

— les matrices I’ ; sont de rang r — k;

— si I’on ordonne les mineurs de rang r — k qu’on peut extraire d’une
matrice (1, r) de 12 C,7% x C.7%, les matrices de T, ; ont leur j™ mineur
de rang r — k non nul.

Soit alors (Q”", A", P") un espace de probabilité sur lequel il existe des
browniens b,/ pour toutes les valeurs possibles de k et de j, #, les sous-
tribus engendrées par les b, *’. On suppose que b, “’ est 4 valeurs dans R".

Posons comme prévu Q=Q' x Q", A, =4, QA;, P=P QP’,
Z(0', 0") = Z; (@), b* (', ") = b,*/(@") : les b*/ sont encore des brow-
niens indépendants sur Q. Nous voulons trouver des matrices a; ;(f) et oy D
respectivement (r, n) et (r, k) telles que si 1’on pose :

. t t .
= foak,,(S)lrk,,(a(S))dZs + foa'k, A)1r, (o(s)dbS”,

. t
la somme ny” soit un brownien r-dimensionnel f,, et que Z, = fa(s)dﬁ,
0

k.j
P presque slirement. Mais il est aisé de voir, du fait de I’indépendance

des b}/ entre eux et de leur indépendance de Z,, et du fait que les I ; for-
ment une partition, qu’il en est ainsi si :
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3) pour tout 6 € R, le processus croissant associé a { 6, y¥/ ) est égal
] t
O

@ f;a@)dy:"f - ﬁlrk.,(a(s»dzs.

Il nous reste donc a déterminer o, ; et o', ; satisfaisant a (3) et (4). On peut
toujours supposer que le jime mineur de o est le déterminant de la matrice

[6(i, D)i>p-r+i> Si 0(i, [) désigne le coefficient (i, /) de o.
>k

Considérons dans R"*¥, Ie vecteur ¢, = (Z,, b}"’). Quel que soit € R"*%,

exp ({6, ¢, ) — —;ft {0, A(s)0 ) ds) est une martingale, si A désigne la
0

matrice (n + k, n + k) égale & (a 0 ) Cherchons, pour nous ramener a

0 Id
la situation du lemme 3, une matrice X telle que ZX* = A : SiZ est de la

g\ . . -
forme (a')’ ol ¢’ est une matrice (k, r), on est ramené a chercher ¢’ telle que

6'* = 0, ¢'c'* = Id, du moins si ¢ appartient a I', ;. Il suffit de prendre
pour ¢’(?) une matrice formée de vecteurs lignes orthonormés, orthogonaux
auxr — k derniers vecteurs lignes de o : il est possible de choisir ¢’ de maniére
que ¢’'(?) soit progressivement mesurable pour #,. Comme, lorsque o est
dans I ;, les k premiers vecteurs lignes de o sont dans le sous-espace vecto-
riel de R” engendré par les r — k derniers, on a bien 1’égalité oo'* = 0.
On est dés lors ramené, formellement, tant que o est dans I ;, a la situa-
tion du lemme 3 dans R"**, puisque la matrice X est de rang r. Nous allons
procéder de la méme maniére que dans la démonstration du lemme 3 :
on appelle successivement ¢! la matrice (r — k, r) formée des r — k der-
e , (et ., , at
mereshgnesdea,}l=(a),A=ZZ*=(0 1d |
lorsque o appartient 4 I'; ;. On appelle enfin 1, la projection de {, sur I’espace
vectoriel engendré par les r derniers vecteurs de la base canonique de
R"** : 5, est un processus 3 valeurs dans R’ tel que, pour tout § e R",

exp (6, n,) — %J:( 0, A'(s)8 ) ds) est une martingale. On définit :

), si a! = o'o'*, du moins

P = f "2 9) 1, (o(s))dn,
0

expression qui est bien de la forme :

j "o (), (0(s)dZ, + f O, (OB

Nous n’expliciterons pas g, ; et 6’y ;.
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Il reste & vérifier que y*/ satisfait aux conditions (3) et (4). Les calculs
sont tout A fait semblables A ceux que nous avons menés dans la démonstra-
tion du lemme 3. Nous ne les referons pas.

On sait que 1’équation

) X =x+ ﬂa(xs)dﬁs + J:b(xs)dw

admet une solution et une seule lorsque o et b sont lipschitziens [3] et on
sait que dans ces conditions le processus est Fellérien (Watanabe, dans [15],
a donné des exemples de matrices ¢ non lipschitziennes pour lesquelles
il y a encore existence et unicité).

Remarque. — Il y a encore existence et unicité du semi-groupe satis-
faisant a (2) lorsque o et b satisfont aux conditions suivantes :

(A) Il existe une constante K telle que, pour tout x et y dans R”,
loGx) —o() o <K|x-y]

(B) b(x) est une fonction mesurable bornée, et pour tout x, b(x) appartient
au sous-espace de R” engendré par les vecteurs colonnes de a(x).

En vertu de [/2], il suffit de montrer qu’il y a existence et unicité du
probléme des martingales c’est-a-dire qu’il existe une probabilité unique
P, sur (Q° &) telle que :

oxp ((0,& = x) = €0, [bEpdsy — 5 [ <0220y do

soit une P -martingale et P.[¢ o= x] = 1. Nous utilisons une généralisation
de la formule de Cameron-Martin. D’aprés ce qui précéde, il y a une

probabilité unique P, sur (Q°, F ) telle que
1 [t
exp (C0, & = x ) — 3 [ (0 at0) do)
soit une P -martingale, et ﬁx[éo = x] = 1. Reprenons alors la construction
du lemme 2, avec (', &', P') = (Q°, 5, I~’x , 2, =&, — x,0; = o(€,) :on
sait qu’il existe un brownien § sur (Q, #, P) tel que z, = f ta(fs)dﬁs. On
0

définit alors R(f) = exp ( j tc*(és)d[}s - ft | e(€y) Izds), ot ¢(x) est une solu-
V] V]

tion mesurable du systéme d’équations a(x)c(x) = b(x). Nous allons mon-
trer que, si P’ est la probabilité sur (Q, £) ayant la densité R(¢) par rapport
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a P sur A, P’ satisfait aux conditions suivantes : P'(z, = 0) = 1; quel que
soit e R",

o (€0.2) = <0, [seaasy - 3 [ Co.ate0) )

est une P’-martingale. Appliquant 2 nouveau le lemme 2, on en déduira

existence de P, : mais ces propriétés de P’ s’obtiennent comme dans [12],
chapitre VI. On écrit que :

exp ( J:G*(s)dzs - % f; 0(s), a(E(s) > ds)

est une P-martingale pour tout vecteur 6(s) progressivement mesurable

parrapporta #£, et on pose 6(s) = 6 + ¢(,). Nous ne referons pas la démons-
tration.

La démonstration de 1’unicité suit le schéma inverse : partant de la pro-
babilité P,, on construit, de la méme maniére, une probabilité P, telle que

exp (( 0,6 —x) — % f t( 0, a(¢,)0 > ds) soit une f’x-martingale.

o

Comme il y a unicité de la probabilité f’x, il y a encore unicité de la proba-
bilité P,.

Remarque. — Si la solution c(x) de I’équation a(x)c(x) = b(x) est conti-
nue bornée, on peut montrer que la diffusion associée & ’opérateur L

est fellérienne. Soit P, le semi-groupe de Markov de cette diffusion : si

Q, #,, B, P) désigne un brownien r-dimensionnel et si x,(x) est I'unique
solution de I’équation :

X, =X+ fta(xs)dﬂs,
[}

d’aprés ce qui précéde :

P,f(x) = E[f(x,(x» exp [(ernnas, - [ et l’ds)]-

La continuité de P,f se déduit d’une majoration classique [3].

CHAPITRE 11

RANG DE LA DIFFUSION ASSOCIEE A L

Nous allons tout d’abord généraliser le théoréme suivant de Vent’cel [9]:
soit B;, ..., B;, r mouvements browniens unidimensionnels indépendants,
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&, la tribu engendrée par {B;, ...,B.; s <t}, M, est une martingale
continue de la famille F, telle que :

— M, est une fonctionnelle additive ;

—E, (M) =0 et E(M?) <  quels que soient x € R", ¢ > 0. Alors
il existe r fonctions mesurables sur R, g,, ..., g,, telles que pour tout i :

Exf(:g,-z(ﬁsl, .. .,B;)ds< o) et M, =izf;gi(ﬁ:, R ﬂ:)dﬂ;

Soit maintenant (Q°, F,, &,, P,) la diffusion canonique associée 3 I’opéra-
teur L sous les hypothéses du théoréme I-1. On suppose ici que &, est la
tribu engendrée par { £, ;s < t}. On appelle &l ..., & les coordonnées
de &,

Soit G la classe des fonctionnelles additives continues de la diffusion
telles que E,(M,) = 0 et E,(M?) < oo pour tous x € R" et # > 0. (M est, de
ce fait, une martingale de la famille F,). Si z, désigne le vecteur

t
& — & — f b(¢,)ds, les coordonnées z;, z7, ..., z! sont des exemples de
0

telles martingales.

THEOREME II.1. — Pour toute martingale M, de la classe M, il existe n fonc-
tions g, mesurables sur R" telle que pour tout t et pour tout x,

2 i .
gi(¢)d{z'; 2"}, < o P, presque sirement,
(1]

M, = Z f (&)

En vertu du lemme 2, chapitre premier, il existe un mouvement brownien
multidimensionnel (Q', 3, B;, P;) tel qu’on puisse trouver, sur I’espace
(Q° x @, F, ® F7) un mouvement brownien B, pour chaque probabilité
P, ® P, pour lequel &, peut s’écrire :

Lo=x+ f o(£)dB, + f BE)ds Py p.s.

Le brownien f, peut s’écrire sous la forme :

et

B, o) = fot o'(E(@))dz(w) + f; (& (w))dBy(w’),

ol ¢’ a o'* est la projection sur un sous-espace de R".
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La martingale M, est, d’aprés[15],adaptée 2 la famille des tribus engendrées
par { B, s < ¢ }. D’aprés le théoréme de Vent’cel précédemment rappelé,

M, s’écrit :
t .
M, = z fofi(ﬁs)dﬁ;,
i=1

t
avec E"’y(f z ﬁz(ﬁs)ds) < oc quel que soit (x, ).
0
1

t
Quel que soit i, f Sf{(B)dp; est une martingale fonctionnelle additive
V]

du processus de Markov produit (¢,, §;). Enongons alors le lemme suivant :

PROPOSITION 1 (*). — Soit H, une martingale fonctionnelle additive d’un pro-
t

cessus de Markov (Q, a,, x,, P,) qui s’écrit sous la forme H, = f h(s, w)d(,,
0

ou {, est une martingale fonctionnelle additive du méme processus, de processus

t t
croissant f o(x,)ds, et oit E, f h(s, o) o(x.)ds < oc quel que soit x. Alors
(1] 0

il existe une fonction g mesurable telle que :
t
Ho= [(s)d,  Pops
0

Remarquons que cette proposition est classique sous I’hypothése L de
Meyer [9]. Elle résulte ici principalement du théoréme suivant do 3 Moko-
bodzki [10] : si V, est une résolvante sous-markovienne telle que V = sup V,

soit borné, et si u est une fonction excessive bornée par un entier nltelle
que Vn — u soit excessive, il existe une fonction ¢ telle que Vo = u,
O0<op<n

On désignera dans la suite par U* la résolvante du processus (€, a,, x,,
P,) et on appliquera le résultat A U*, p > 1 ot A > 0.

LeMME 1. — Soit u A-excessive bornée par n, telle qu’il existe g < n
satisfaisant a la relation u = U*g. Alors g est positif ou nul, sauf peut-étre

sur un ensemble de potentiel nul.

DEMONSTRATION. — U*n — u = U*(n — g) est A-excessive: U* étant un
noyau borné, il existe g’ telle que u = U*g’ et 0 < g’ <n. Alors U*g = U'g'.

(*) Skorokhod dans [1]] affirme cette proposition sans démonstration.
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Soit A, = f ‘e(x)ds et B, = f ¢'(x)ds, Utg(x) = E, f e~ dA, = Ui(x)
0 (4] o]

et U*g’(x) = Ui(x); comme U* est de norme 7 etque g est bornée, Ui < .

On sait alors que la relation Ui = U} entraine que les fonctionnelles A,
et B, sont équivalentes [1], et cela prouve le lemme.

LeMME 2. — Soit u une fonction bornée, A-excessive pour un A > 1;
soit f une fonction positive bornée telle que U*f — u soit A-excessive; il
existe alors une fonction g telle que u = U’g et 0 € g < f sauf peut-étre
sur un ensemble de potentiel nul.

Démonstration. — Soit n = sup [f(x), u(x)];
x

U*n — [UXn — f) + u] = U*f — u est J-excessive.

Or, U*n — f) + u < U*n < n est excessive. Il existe donc une fonc-
tion A telle que :

Un—f)+u=U" e 0<h<n
Soit :
u=UMh + f — nl.

D’aprés le lemme 1, la fonction g = h + f — n est inférieure ou égale a S

et positive, sauf sur un ensemble de potentiel nul, ce qui établit le lemme 2.
Revenons a la démonstration de la proposition 1.

Puisque H, est une fonctionnelle additive :

[ vt = [, 0.0t .
D’ou

f:[h(s, 0,0) — h(s + t, )M, ) = 0
et donc :

f “IAs, 0,) — h(s + 1, @)Pd {L,{}, = 0
0

ce qui prouve que :

1) p. s, h(s, 0,.0) =h(s + t, ®)[d{{;{},p.sensl

ANN. INST. POINCARE, B-ViI-1 4
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Soitalors : A" =hv 0, = — (h A 0); h* et h™ vérifient la relation ).
Soit

¥, =E f e X[ + DA o, 5)] = [n A (B )@, 5)]o(x,)ds.

Comme les fonctions 2 intégrer sont positives et bornées, la relation (1)
entraine que ¢, est A-excessive; de méme :

U+ 1)p]—y, = E f e + D= + D AG)+ (1A (B))]ox)ds

et ¥, < n + 1; il existe donc une fonction £ telle que :

en=UYf ol e O<Kfi<n+1,

Soit g = Zf,:; comme g, est croissante, elle a pour limite g, et & la
limite

E, f e Bt w, d (¢, {},=E, f e %g" (x,)p(x)ds.
(V] 0

t
Puisque les fonctionnelles additives Jh+(co 8)e(xy)ds et f g* (x)o(x)ds
ont méme potentiel, 4*(w, o(x,) =g (xs)q)(xs) presque sfirement. Pro-
cédant de méme pour A, on en déduit ’existence de

g0) = g* () —g~(x) tel que f(:(h(w, 5) — 8(x,)p(x)ds = 0.

On peut dés lors terminer la démonstration du théoréme 1 : en vertu du
lemme 1, la martingale M, peut s’écrire sous la forme :

M, = f;f*(fs, B,
ou
E.. f < Sy B, FEy B) > ds) <

ou encore

M, = J:f*(fs, B)o'(E,)dz, + fotf*(és, B)n(&,)dB,

La martingale M, étant, par hypothése, mesurable par rapport & F,, est
orthogonale aux coordonnées du mouvement brownien B:. En conséquence,
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le deuxiéme terme est nul. Il reste & voir que f*(é(w), By(w’))o'(¢(w))
ne dépend pas de w’. Cela résulte facilement du fait que M, n’en dépend
pas. On vérifie que :

Ey( [(1reaacs) &) <E., [1rerias < e

Remarque. — Si le rang de la matrice o est k au voisinage de x, et si le

mineur | 6;; |;<, de o est non nul dans ce voisinage, les fonctions g; du théo-
j<k

réme 1, pouri =k + 1, ..., n, peuvent étre choisies nulles dans un voi-
sinage de x, : ceci résulte de la construction explicite du lemme 2, chapitre
premier.

Le chapitre premier a mis en lumiére I’utilité d’exprimer un certain
nombre de mouvements browniens 3 partir du processus. Il parait donc
naturel de chercher le « nombre maximum de mouvements browniens
contenus dans le processus ». Nous allons préciser cette notion, en reprenant,
a peu de choses prés, la définition de rang d’un processus de Skorokhod [11].

DEFINITIONS :

— Une famille { M, ..., M,, ... } de martingales de A est dite subor-
donnée a une famille { N,, ..., N,, ... } s’il existe, pour tout i, des fonctions
mesurables g; , telles que :

n(i)

. [
M = Z f 8 (E)ANY (P, p. s. pour tout x)
0
1

— Deux systémes de martingales { M, ..., M,, ... }et{N;,...,N,, ...}
sont équipotents si le premier systéme est subordonné au second et réci-
proquement.

— Deux systémes de martingales {M,, ..., M,, ... }et{N,,...,N,,...}
sont équipotents au voisinage de x s’il existe U, voisinage de x, tel que :

n(i)
tAt
M, = E f &1,,(E)AN? (P, p. s. pour tout x € v)
0
i=1

ou 7 est le temps de sortie de U, et réciproquement.

— Une martingale M! est maximale si la relation M! subordonnée 3 M?
implique M? subordonnée 3 M! (M?, M? dans ().

— Un systéme de martingales de G, { M*, M?, ... } est complet si toute
martingale M de M orthogonale & chaque M’ est nulle. I est non dégénéré
si, pour tout k, M, n’est pas subordonné a { M!, ..., M¥"1},
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— 11 est démontré dans [/I] que, si M! et M? sont deux martingales
de A, la mesure associée au produit scalaire { M' ; M? } est absolument
continue par rapport 4 la mesure associée & { M2, M? }. Raisonnant comme

dans le lemme 1 de ce chapitre, on montre alors I’existence d’une fonc-
1

tion mesurable sur R", notée g—xz , telle que

1
LMY M, = 2 (€)d { M7 M? ), (%)

— 1l est prouvé, dans [1I], que deux martingales maximales M, et M,
ont leur processus croissant équivalent au sens suivant : il existe deux
fonctions g, et g, strictement positives telles que

{M;; M} =g,.{M;; M} et {M;; M, } =g,.{M;; M, }.

D’autre part, si M, est maximale etsi { M,, M, } estéquivalenta { M,, M, },
alors M, est maximale. Nous utiliserons ces résultats sans y faire explicite-
ment référence.

Toutes les notions précédentes (martingale maximale, systéme complet
non dégénéré) peuvent €tre définies localement, au voisinage d’un point.
Les résultats énoncés sont encore valables, jusqu’au premier temps de sortie
de ce voisinage.

Définition du rang d’un processus. — Soit { M*, ... } un systéme complet,
. . M

non dégénéré de martingales maximales et : D(x) = (G_I\T (x)) Gj=1,
J

2, ...). Soit r(D(x)) le rang de cette matrice. Si { N, ... } est un autre
systéme complet non dégénéré de martingales maximales et si D'(x) est la
matrice associée, il est connu que

fgloctr(D(éu» — (D'ENM{M; M}, =0

pour toute martingale maximale M. Nous donnerons les définitions sui-
vantes :

a) S’il existe un voisinage U’ de x, tel que pour toute martingale M maxi-
male :ft lqy(&)d {M,M },=0 P, p.s. pour tout xeU, nous dirons que le
o]

processus est de rang O au voisinage de x,.

(*) Skorokhod, dans [1]] affirme cette proposition sans démonstration.
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b) S’il existe une martingale M de G, un voisinage U de x, et un entier k
strictement positif tels que :

ftlv(ﬁs)d {M;M},>0 P, p. s. pour tout x €V,
1)
At
f‘ loefk = r(DENE{M;M}, =0 P,p.s.pourtout xe<,
0

si 7 est le premier temps de sortie de U, nous dirons que le processus est
de rang k au voisinage de x,,.

Le rang du processus est, de fagon évidente, indépendant du systéme
complet non dégénéré localement choisi.

Avant de caractériser les processus de rang k, montrons tout d’abord :

THEOREME I1.2. — Supposons qu’au voisinage de x, la matrice ¢ est de
rang k, sauf peut-étre sur un ensemble E ou le processus séjourne presque
sirement un temps nul. Alors { z, z2, ..., z'} est un systéme de martingales
équipotent @ un mouvement brownien k-dimensionnel dans un voisinage de x.

Soit U le voisinage dont il est question dans ’énoncé. On peut toujours
supposer que, sur U\E, la matrice [6;];<, est inversible. Si U est R" tout
i<k
entier, si E est vide et si k = r, le théoréme est une conséquence immédiate
du lemme 3, chapitre premier.
Supposons tout d’abord E vide. Il résulte de la remarque suivant le théo-
réme II.1 que les systémes { z', ..., z" }et{z!, ..., z* } sont équipotents.

Appelons a’ la matrice [a;]; <;, 0’ une matrice carrée (k, k) telle que o’’*=d’,
j<k

¥ la projection de z, sur I’hyperplan x; 4+, = X4, = ... = x, = 0. Posons

enfin :

tAt -1 t -1
ye = j o'~ (E)dy, = f L oceyo’ " H(E)dy,
[¢]

si T est le premier temps de sortie de U de ¢,.
Quel que soit 6 € R, il est aisé de voir que le processus croissant associé
1 tAT
a4 {0.y,) est égal 2 3 | 6 |%(t A 7). D’autre part, y,,, = f a'(é)dy,. Les

0
systémes { z*, ..., 2"} et {y", ..., "} sont donc équipotents.

Il reste & montrer que y, est, non pas un brownien, mais un brownien
jusqu’a 7 suivant la définition suivante :

DEFINITIONS. — Soit y, un processus sur (Q° F,). On dira que ¥, est un
brownien jusqu’a 7 pour la probabilité P §’il existe un espace de probabi-
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lité (Q”, A", P") et un processus ;, sur (Q x Q° F, ® A”) qui est un brow-
nien pour P ® P”, et qui coincide jusqu’a 7 avec 7,.

LemMME 3. — Soit 9, un processus sur (Q°, F,) & valeurs dans R* tel que,

quel que soit € R*, (6, y, ) est une martingale de processus croissant

161

associé 5 t A 7. Alors, y, est un mouvement brownien jusqu’a .

On construit (Q", A", P") d’une maniére analogue a celle qu’on a utilisé
dans le lemme 2 (chapitre premier), pour ajouter des browniens indépen-
dants, et on définit )7, comme intégrale stochastique. Nous n’expliciterons
pas les calculs, déja menés dans le chapitre II.

Supposons maintenant E non vide et convenons de poser ¢'~! = 0

tAt
13 ou cette matrice n’est pas définie. On définit encore y, = f o’ ~1(&)dz,.
[}

Le reste des calculs se poursuit comme précédemment, les processus crois-
sants n’étant pas modifiés lorsqu’on donne A ¢’~' une valeur différente
sur un ensemble de potentiel nul (En fait, la démonstration est 1égérement
plus compliquée car on ne peut pas supposer que le méme mineur de la
matrice ¢ est non nul dans tout U. Il faudrait, comme au chapitre précédent,
faire une partition de V).

Nous allons maintenant relier la notion de rang du processus a celle de
rang de la matrice o.

THEOREME I1.3. — Si le rang de la matrice o est nul au voisinage de x,,
le rang du processus est nul au voisinage de x,. Si le rang de la matrice o
est égal d k > 0 au voisinage de x, sauf peut-étre sur un ensemble E ou le
processus séjourne presque siirement un temps nul, le rang du processus est k
au voisinage de x.

Réciproquement : si le rang du processus est égal a 0 au voisinage de x,
la matrice o est nulle dans un voisinage de x,. Si le rang du processus est égal
a k > 0 au voisinage de x, et si b(xy) = 0, le rang de o est égal a k au voisi-
nage de x, sauf peut-étre sur un ensemble ou I’on séjourne un temps nul.

Démonstration de la partie directe. — Si le rang de la matrice ¢ est nul
dans le voisinage U de x,, et si T est le premier temps de sortie de U,
Z; 2. €st nul pour tout ¢, et donc, d’aprés le théoréme 1, quelle que soit
la martingale M, de A6, M,,, = 0.

Supposons maintenant que le rang de o est k sauf sur un ensemble de
potentiel nul. Il suffit de montrer que les 7}, ..., y* introduits dans le théo-
réme 2 forment localement un systéme complet non dégénéré de martin-
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gales maximales. Or, le processus croissant associé a toute martingale
de G est absolument continu par rapport 4 la mesure de Lebesgue d’aprés
le théoréme 1. D’autre part, z,,, peut s’écrire comme intégrale stochas-
tique en y, et donc également toute martingale M, € .

Démonstration de la réciprogue. — Supposons qu’il existe un voisinage U
t

de xq tel quef lay(x)d{ M, M }; = 0 P, presque slirement (x € U). Ceci
V]

prouve que toute martingale M, € A est nulle jusqu’au premier temps de
sortie, 7, de U. En particulier, pour tout 6, {6, z,,, > = 0, donc

f €6, a(¢)yds = 0.
0

Ceci n’est possible que si a(x) est nul dans U.
Supposons maintenant b(x,) = 0 et que le rang du processus est k > 0
au voisinage de x,. Montrons que forcément o(x,) # 0 : sinon x, = x,

t t
serait I’unique solution de I’équation x, = x, +f a(x;)dp, +j b(x,)ds,
(V] V]

et x, serait absorbant, ce qui est contraire a I’hypothése. Il existe donc 0
tel que o(x)0 soit non nul au voisinage de x, et la martingale { 6, z,,, )

2
associ€e est, jusqu’a 7, équivalente a la mesure de Lebesgue. Cette martingale
est donc localement maximale. Toute martingale maximale de A jouit
de la méme propriété. Soit alors M!, ..., M} un systéme complet de martin-
gales maximales tel que :

. l tAt
admet comme processus croissant - j {0, a(t)8 )ds, dont la mesure
0

f M lolk = rDEN =0 P,p.s. (Vxe V).
0

Il est facile de voir, grice au procédé d’orthonormalisation de Schmidt,
que ’on peut trouver un mouvement brownien k-dimensionnel, jusqu’a 7,
yt, ..., ¥* tel que les systémes { M*, ..., M'} et {y%, ..., y*} soient
équipotents dans <U. Plus précisément, si d { M'; M’ }, = g(£)dt jusqu’a 7;

on pose
.),1 _ jt!\t 1 dMl
! (1] gl(és) :

tAt tAt
"= f oady' + f pam?
0 o

a et B étant choisis de telle sorte que {y'; y' }, =t A 7, {y'; ¥*}, =0,
ce qui est toujours possible, et ainsi de suite.
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Le systéme 7', . . ., y* étant complet, il existe une matrice (, k)g, telle que
tAt.
zne = || 5E)dy
0

La formule de changement de variables d’Ito nous montre alors que, au
voisinage de x,, la matrice a est de la forme ao*. Notre théoréme sera donc
prouvé si nous établissons que le rang de 7 est égal 4 k au voisinage de x,,
sauf sur un ensemble ol le processus ne séjourne pas. Or, d’aprés le théo-
réme II.1, il existe une matrice o telle que :

tAT~ tAT~ ~
rae = [ @, = [T,
Ceci montre que ;'(x):r(x) = Id, sauf sur un ensemble ot I’on ne séjourne
pas et établit le théoréme.

Le théoréme IL.3 prouve l’intérét de la notion de rang d’un processus.
Il montre aussi que cette notion est plus souple que la notion de rang de g,
puisqu’elle gomme en quelque sorte les irrégularités de ce rang.

Nous donnerons, dans le chapitre III, des conditions suffisantes non tri-
viales pour que le rang de ¢ soit égal 3 k sauf sur un ensemble ol I’on ne
séjourne pas.

CHAPITRE III

ETUDE DU PROCESSUS

1. Mouvement sur les variétés.

Dans ce paragraphe, nous supposons que L est donné sous la forme

suivante :
r

L=%2X,§+Y ot X (k=1,...7)

1

et 'Y sont des champs de vecteurs C identifiés & des opérateurs différentiels
du premier ordre. On peut prendre pour matrice ¢ la matrice dont les
colonnes sont formées des coordonnées des vecteurs X,. Le théoréme 1.2
affirme que, dans ce cas, il existe une diffusion unique associée a L et qu’elle
est Fellerienne. On la notera par (Q, #£,, x,, P,).
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TutoreME III.1. — Nous supposons que dans un voisinage U(x,) de x,
le champ (X, ... Y) est intégrable, soit V la variété intégrale de ce champ
qui passe par x,, soit T le temps de sortie de U(x,); alors

P, (xa.€V;Vt=20)=1.

Ceci entraine évidemment que le processus n’est pas fortement fellerien
si V#R"

Démonstration. — D’aprés le théoréme de Frobenius, il existe un difféo-
morphisme ¢ de classe C* tel que I'image par ¢ de V soit une variété
linéaire H de méme dimension que V définie par : ¢! = ... ¢/ = 0 o
@' sont les coordonnées du difféomorphisme ¢.

Enongons maintenant un lemme qui nous sera utile plusieurs fois.

LeMME. — Soit x, la diffusion associée 4 ’opérateur L = iZXf +Y;

soit @ un difféomorphisme de classe C> de R" dans R". Alors I’image ¢(x,)
de x, par ¢ est la diffusion associée & L’ = }222(X,")2 + Y, 00X etY

sont les images par la différentielle dp de X, et Y.
Ce lemme est une conséquence immédiate du théoréme 10.13 de [3].

Revenons a la démonstration du théoréme. — D’aprés le lemme 1 et la
formule d’Ito, nous avons :

o(x) = p(x) + Z J:X’i(fp(xs))dﬂi + f;b'«p(xs))ds.
i=1

En particulier ¢(x,) = ¢'(x) pour i = 1, ..., j, ce qui prouve le résultat
annoncé.

2. Etude des points de dégénérescence de la matrice o.

Sous les hypothéses du théoréme 1.1, il est évident que les zéros communs
de o et b sont les points absorbants de la diffusion associée 4 ’opérateur L.
Nous allons nous intéresser maintenant aux points ot ¢ s’annule sans que b
s’annule. On notera (Q, #,, x,, P,) la diffusion associée a L.

THEOREME IIL.2. — On suppose que o est lipschitzienne et b continu,
que G est dégénéré en x, et que b(x,) # 0 : le point x, est alors effilé.
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C’est dire que, si 7, est le temps de retour en X9, Py lto > 0] = 1. On

sait qu’alors ’ensemble des  tels que x, = X est presque sirement dénom-
brable.

On peut toujours supposer que X, est lorigine dans R", que la premiére
coordonnée de b(x), b,(x), est minorée par « > 0, tandis que | b(x) | < 2a

dans le voisinage U de 0. On appellera 7 le premier temps de sortie de U,
On supposera que U = B(0, r).

LemME 1. — Il existe une constante C > 0 telle que Eq( | x,4, |?) < Ct?,
sitr< 1. )
En effet, pour la probabilité Py, si x' désigne la i*me coordonnée

. t
de x,, x| =f b(x,)ds est une martingale de processus croissant associé
V]

J:a,,-(xs)ds :
Eo(| 5, [2) = 250[(x§A, J:Atbi(x,)ds)]z - Eo( J:Mbi(xs)ds)z

+ Eo( f(:Ma”(xs)ds.)

Envertudela condition de Lipschitz satisfaite par o, il existe une constante K
telle que | a;,(x) | < K | x |2 Sil'on pose : x, = x,1,<.), on en déduit que

N At
Eall i) <% 4 Bof [ anieas).
0

~ t ~
Eo(| x, |?) < na®s? + mcf Eo(| x, |?)ds,
0

et donc, par un raisonnement classique, que Ey(| x, |2) est inférieur 2 la
solution nulle en zéro de I’équation

Y(0) = na*t® + mcft‘l’(s)ds.
0

() = 2% [e™ — 1 —nkt] < C?

pour tout ¢ < 1. Mais, Eo(| x,s|%) < Eo(| X, |?) + Eo(| %, [*1(,5,)) le
lemme résulte alors de I’inégalité

._r2

kt

Bo(| %, [*1egy) < 7% exp

t
Revenons a la démonstration du théoréme. Posons A, = f | o(x,) || %ds.
o
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Puisque ¢ est lipschitzien et Eo(| x,4, |?) < Ct?, il existe une constante C’
telle que Eg(A,1,) < C't3. Soitalors 2 < 8 < 3 : Po(A, 2. 2C't®)<t*~%. Donc :

0

ZPO(Az-WC'z‘"‘ < .

1

D’aprés le lemme de Borel Cantelli, Po(lim (A,-np, > C27™)) = 0.
Puisque A, est croissant, on en déduit I’existence, presque slirement, d’une
constante C” telle que A, ,, < C"#° lorsque ¢ est petit. Or on sait ([8], p. 46)
que :

x, — f b(xy)ds
(2A, log, 1/A)Y
Etant donné 2 < § < 3, il existe donc, presque sirement, une constante C"

- J:bl(xs)ds

T
by(x)ds = a(t A t). Presque sirement, x, séjourne donc partant de 0,

P, |Tim

2\1 =1.

telle que < C"t*? pour t assez petit. Mais on sait que
q p

un temps strictement positif dans le demi-espace x; > 0 avant de revenir
en 0.

3. Etude des temps d’atteinte
des points de dégénérescence isolés de I'opérateur L.

Nous utiliserons dans cette question des techniques de tests analogues
a celles qu’utilise Khas’minskii dans [7] pour étudier le comportement
a linfini. L’utilisation en contrdle stochastique des fonctions de Lyapounov
pour étudier la stabilité des trajectoires reléve de la méme idée.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que I’opérateur L, défini comme
précédemment & partir d’une matrice @ = 0¥, et un vecteur b, est dégénéré
en 0, mais que ¢ a un rang constant > 0, dans un voisinage pointé Dy,
de 0, (0 < [ x| < Ry = Dg,).

A. Généralités. — Nous définissons une classe U de fonctions u & valeurs
réelles telle que : u soit positive et deux fois continuement différentiable
dans I’ensemble {0 < | x| < Ry} = Dyg,.

PROPOSITION 1. — On suppose qu’il existe une fonction u de la classe U
telle que :

a) Lu < u VxeDy,.
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b) (Grad u)*.a.grad u ne s’annule que sur des ensembles oll le processus
ne séjourne pas presque slirement.

¢) u(x) tend vers linfini lorsque | x | tend vers zéro.

Alors Vo e Dy, P,(to = ©) = 1 si 7, désigne le temps d’atteinte de 0.
En effet, définissons ¢ = sup { 0 < ¢ < ¢, | X, | = Ry } (0 si cet ensemble
est vide). Supposons que I’ensemble {7, < + o } soit non négligeable
pour P,. On peut alors appliquer la formule d’Ito pour tout temps ¢, t€]o (@) »

To(w)[
e f(x) — e (x,) = fte_s (grad w)*odfs + fte"s(Lu — u)ds.

(4 (4

Pour tout s € [0, t]x, € Dg,, donc :

e tu(x,) — e u(x,) < fe" (grad u)*odp,.

4

t
Je"‘ (grad u)*odp, est un changé de temps de brownien @, un dimen-
0

t
sionnel par le changement de temps 7(¢) = je‘zs (grad w)*.a grad uds,
0
strictement croissant d’aprés I’hypothése b).
Alors lim (@, — G,,) < + o, en effet ou bien (1) < + © et

=10
Ay < + © p. s. ou bien 7(¢) tend vers l'infini quand ¢ tend vers 7, et
7(t) prend alors toutes les valeurs comprises entre 0 et I'infini.
Ceci entraine que Vo e {1, < » },

hm [e—tu(xt)] S e_du(xcr) + l_i_gl__(at(t) - ‘r(d)) < + oo.

t—=10 =10

Ce qui est en contradiction avec P,(ty, < + ) > 0, puis que u(0) = oo.

PROPOSITION 2. — Supposons qu’il existe # appartenant & la classe U
telle que

a) Lu > u Vx €Dy,
b) sup u(x)=1<u(y) Vy 0<|y| <Ry,

|x|=Ro
c¢) u(0) = lim u(x) < oo.

x—=0
Alors Vo € Dy, P, (15 < ) > 0.

. R
En effet, définissons T,, temps d’atteinte de la boule | x | < 70. Partant
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de y, (0 < |y | < Ry), on peut appliquer la formule d’Ito entre les temps 0
etT, AT, At:

~TnAT1AL TiATahe _ ¢ *
e " u(xg, AT a0 — U(y) = e *(grad u)*odp,
°

Ti AT, At
+ J. e (Lu ~ u)(x,)ds.

0
Vse[0, T, AT, A t]Lu— u > 0 donc, puisque E(T, AT, At) < + oo,

Ey(e—'l‘n ATiA tu(XT,. ATIA t)) > u(y).

—TnhATiAL

Alors comme u est bornée et comme e u(Xt, AT, Ar) CONVETZE VETS

~TnATy

e u(xr, a1,) P, presque stirement quand ¢ devient infini

Ey[e TTnA Tl“(x'r,. A Tl)] > u(y)
ou encore :

u(y) < Be” ™ ; u(x1,) ; T, < Ty) + Efe Mu(x1,) ; T, < T,).
<

E,Je” Tu(x,)] + 1 car sup u(x) = 1.
|x|=Ro

u(y)

Comme u est bornée sur Dy, par M, 1 < u(y) < M lim E(e™™) + 1.

n
T, étant une suite croissante vers T, quand » tend vers ’infini

1 <u(y) <1+ ME[(e™ ™).

B. Etude dans le cas d’une dimension. — Dans cette partie, nous
supposons que 1’opérateur L est défini sur R : il est alors de la forme :
1 d? d
L = - 0*(x) — + b(x) —.
2 ( )dx2 ( )dx
L’existence et 1'unicité de I’équation stochastique 1, dans le cas d’une

dimension, et dans les conditions du théoréme III.3, sont démontrées dans
[15] de sorte qu’on peut appliquer le théoréme 1.1.

THEOREME II1.3. — On suppose que a(0) = 0 et 6(x) est différent de 0
dans Pintervalle 10, R,].

a) Si o satisfait a une condition de Lipschitz d’ordre 1 et si b(0) = 0, alors,
quel que soit a €]0, Ry], Pz = ) = 1.

b) §’il existe B < 1, tel que x~2a(x) tende vers Pinfini lorsque x tend vers 0
et si b(0) = 0, quel que soit a €10, Ry], P(to < o) = 1.
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¢) Si o satisfait a une condition de Lipschitz d’ordre 5 au moins etsib(x) > 0

dans [0, R,], alors, quel que soit a €10, Ry}, P(ty = «) = 1.

d) Si o satisfait @ une condition de Lipschitz d’ordre :12 aumoins et sib(x) < 0

dans [0, R,), alors, quel que soit a €10, Ry, P(ty < ) = 1.

Remarque. — Lorsque o est lipschitzien, nul en 0, et non nul, sauf en 0,
dans un voisinage de 0, les conclusions du théoréme II1.2 et de ce théoréme
permettent d’affirmer que, si 5(0) # 0, partant de tout point le processus
passe au plus une fois en 0.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme 1, en construisant des
fonctions qui satisfassent aux hypothéses des propositions 1 ou 2.

A cet effet, définissons par récurrence : u, = 1,

Ro Ro b Ro dy Ro b
we) =2 "exp [ S0y [ S exo - [ % 0
x z O z () u O
Il est facile de voir que u,(x) < :‘—;—: : puisque u,; décroit,

Ro Ro p Ro dy o} ! Ro p
u(x) < 2L CXP_’; g (Y)d}’J; oz(u)(_r;—-—_I)—! exp — J; g (y)dy

< - Rl)—ti;:l——(z)du _4 car u,(Ry) =0
= , =DV T Bl = =

Soit u = Zu,,, cette fonction est bien définie sur ]0, o], est de classe C?
n=0

sur tout intervalle [x, «] avec x > 0 et posséde les propriétés suivantes :

— u satisfait & I’équation différentielle
= %ozu” + bu', c’est-a-dire Lu = u.

— u est décroissante strictement positive et u(Ry) = 1

— u’ est strictement négative sauf en R, ensemble sur lequel on ne séjourne
pas.

Donc, si u(x) tend vers l’infini quand x tend vers zéro, u satisfait aux
hypothéses de la proposition 1; si, au contraire, #(0) < + oo, u satisfait aux
hypothéses de la proposition 2.
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Comme 1 + u; < u < e"1, u se comporte comme #, au voisinage de 0.
Pour obtenir des caractérisations précises dans le cas d’une dimension,
démontrons la proposition suivante :

PROPOSITION 2’. — Sous les hypothéses de la proposition 2, dans R,
P(Ty, < x) = 1.
En effet, nous avons vu que

Vyelo, Rol u(p) < Ejfe” ™u(xy,); T, <T;)+ E(e”™; T, <T,).
Si nous faisons tendre n — + o, u étant bornée et la suite T, décroissante
u(y) < Ey[e_T°u(xT°) ; To < T,] + E(e”™; T, < Ty).
Si nous posons y = xr, et faisons tendre u — +

(0) < u(0) lim F,, (¢™™; To < Ty) + im E,, (¢™™*; T, < To)

oru(0)>1etE, (e7™; To<T,) +T, (e'T‘ s Ty <To) <
Par suite
li_m Ex,l."(e_To N To < T1) = l.

Vael0, Rol  Bflim E,, (e7™; To<T,)]=1<lim E[E,, (¢7™; To<T,) ]
1<lim E(e™™™™; Ty < T, + T 0 0r,) <lim P(T, — T, < + ).
Or, comme o(x) est strictement positif dans ’intervalle
10, Ro[, PAT, < + ) = 1.
Ce qui entraine que 1 < P(T, < + ), d’oil le résultat annoncé.

Démonstration du théoréme. — Nous sommes ramenés A étudier le com-
portement, lorsque x tend vers 0, de

10 = [emn [ iy e [ i (- [ 5 ).

1) Supposons b(x) = 0 : alors

o0 =i [ o =

On suppose que a(x) ~ x* dans un voisinage de I’origine.

. 1 R . R
Si g> il(x) est de méme nature que ’intégrale J. o-i;—zi) qui converge
x 04z
si% < B <letdivergesi =1
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. 1
Sif= 3 I(x) est de méme nature que — x log x qui tend vers 0.

La formule de Cameron-Martin généralisée (cf. chapitre premier) permet

d’obtenir les mémes conclusions lorsque b(x) est non identiquement nul,
mais s’annule en 0.

2) Supposons b(0) # 0, b(0) > 0. Soient m et M les bornes positives de &
sur [0, Ry].

I(x) = Mf 2exp( f % )fdyexpj~ 2(u)du
(
b

z Ro ) R Ry —x
ex Sdt) | d — Wdu| - =2
3 o]

Ry —x
I(x) = ~J dy expf —du— =2 .
y 2 M

. . R Ro p . . .
I(x) diverge sxj ody exp f o——2 du diverge, ce qui est le cas si ¢ est holdé-
g

¥y

®

rien d’ordre > l
=2
3)Sib(0) # 0et0 < m < — b(x) < M, un calcul analogue au précédent
montre que :
R 1 (Ro * b . .
I(x) < — — | dzexp| — (¥)dy<+ oo car besttoujours négatif.
m m Jx z O

C. Etude dans le cas ou la dimension est supérieure 3 1. —
Nous supposons I’opérateur L. défini a partir d’une matrice ¢ et d’un vec-
teur b lipschitziens. Comme dans le cas d’une dimension, nous nous propo-
sons de construire des fonctions u qui satisfassent aux hypothéses des propo-
sitions 1 ou 2. Pour cela, nous définissons

2b*.x + trace a

B =
x*.ax

A™ = inf (x*ax) B = inf B C” =exp — J "B~ (2)zdz.
R

|x|]=R |x|=R

A*, B, C* sont définis de la méme fagon en prenant les sup.
Nous procédons comme en dimension 1, et construisons la fonction :
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RZ kel RZ
u(_z_) = Zu,,(—z—) , ot #(0) = 1, u, est définie par récurrence par :

n=0

u(%) =2[(© ond f s o 7

2
On vérifie facilement que # < % , que u est de classe C, dans ]0, %—] et

satisfait 4 I’équation différentielle.
ue) = LAY (VE) W@ + B-(V2W)

Etant donné x € R", appelons z = | x |.

2
Vzel0, «] Lu (%) = %x* .ax(u’" + Bu').

Comme u est décroissante, positive, #” + By’ < u" + B"u' = G =0
2
donc Lu < u. Dz plus (grad w)*.a.grad u = u’(—zz-—)(x*.ax), et ' <0
o2
sauf en- .

Ainsi (grad u)*.a.grad u ne s’annule en dehors de 0 que lorsque x*.ax
est nul. Donc, si I’on suppose que 1’on ne séjourne pas dans I’ensemble
x*.ax = 0, u satisfait aux hypothéses a) et b) de la proposition 1.

Enfin, 1 + u;, < u < €1, donc au voisinage de zéro u(z) se comporte
comme #,(z). On démontre de la méme fagon que :

2
u(%) , définiepar wu= Zu,,, avec uUg=1,

22 « - « c*
u,,(—z-) = 2J‘R(C+) 1ydyfyu,,_1 A—_—zdz

satisfait aux hypothéses de la proposition 2 si u(0) < + o, ce qui est
équivalent a :

+
C—zdz<+oc>.

lim | (CH)~Yyd _
R( )" ydy A

R-0

THEOREME II1.4. — Si le processus ne séjourne pas dans I'ensemble

{x,x#0, x*ax =0}

ANN. INST. POINCARE, B-VII-1 5
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si a est complétement dégénérée (*) en 0 et b = 0, alors
Vx#0 PJrg=]=1

Ceci est encore vrai si b(0) = 0 et si, en tout point d’un voisinage de 0, b(x)
appartient au sous-espace engendré par les vecteurs colonnes de o.
En effet, nous étudions

exp — f uB"(t) tdt

I(R) = sz exp f GB'(y)yddef"d" A*(x)

SiB7(y)>0Vy>0,alors exp fuB'( ¥)ydy est une fonction décroissante.

z
2 2
Par suite I(R) > fﬂ .i:i.x_ (x_ - R__)
RAT(x)\2 2
A*(x) = sup (y*ay) < x* sup | a(») ]
lyl=x Iyl=x
La matrice ¢ étant lipschitzienne, A*(x) < Mx*.
2 2
Donc I(R) > 1 r‘%‘ (x_ - E) .
MJrx>\2 2
Cette derniére quantité ayant méme comportement en 0 que — Log R,
Yintégrale I(R) tend vers linfini.

Les hypothéses de la proposition 1 seront donc satisfaites si B™(y) > 0
pour tout y > 0. C’est le cas en particulier lorsque b = 0, ou si b est suffi-
samment petit par rapport & a. Lorsque b appartient, en tout point d’un
voisinage de 0, & ’espace vectoriel engendré par les vecteurs colonnes de o,
on obtient les mémes conclusions en utilisant la formule de Cameron-
Martin généralisée.

Remarque. — 1l est naturel de se demander, méme lorsque o(0) # O,
si I’on atteint 0 au bout d’un temps fini ou non. Nous pouvons énoncer
4 ce sujet un résultat partiel relatif aux opérateurs strictement elliptiques :
si la matrice a est de rang n, supposé au moins égal & 2, dans un voisinage de 0,
alors quel que soit o # 0, P (1, = ) = 1.

On procéde a cet effet comme précédemment, en introduisant la norme
| x |4 = (x*a~1(0)x)"? = | 67 1(0)x |. On définit

A" = sup x*¢*"!(0)a(x)s " (0)x.
| xa|=R

b*e~1(0)x + Z(a(x)a“(O)),-,,-

B~ = inf G
lednl =R x*a* "1 (0)a(x)s " (0)x

(*) On dit que a est complétement dégénérée en 0 si i, jaij(O) =0.
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On vérifie que, pour que P,(ty = ) = 1, il suffit que, si f = | « |g» V'inté-
grale :
" 5 5 €Xp — pr"(t)dt
IR) = J;z epr;B_(y)ydyj; x-———A—+’;x—)— dxdz
diverge lorsque R tend vers 0. Sous les hypothéses faites,
A*(R) = R? + R%6(R)

o®)

- n
B"(R) = 5+ =7 -

Un calcul explicite montre qu’alors I(R) diverge si n > 2.

4. Recherche de conditions suffisantes
pour que la diffusion associée 2 L
soit de rang constant au voisinage d’un point.

Nous allons, dans ce paragraphe, donner des conditions suffisantes
pour que la matrice ¢ soit, au voisinage de x,, de rang constant k > 0,
sauf sur un ensemble ol le processus séjourne presque sirement un temps
nul. D’aprés le théoréme IL.3, on sait qu’alors le processus est de rang k
au voisinage de x,.

Nous supposerons que ’opérateur L est donné sous la forme

L=_32X?+Y,

1
2
ol X, ..., X,, Y sont des champs de vecteurs C» : on pourra ainsi trans-

former le processus par difféomorphisme. Certains des résultats énoncés
seraient encore vrais sous des hypothéses plus faibles.

TaEOREME IILS. — Soit U un voisinage de x,. Le temps de séjour dans
Pensemble des points de U ou le rang de (X, ..., X,) est différent de k
est nul dans les cas suivants :

(I) En tout point de U, sauf en x,, le rang de (X4, ..., X,) est égal & k;
il est nul en xy, mais Y(x,) # 0.

(II) En tout point de U, sauf en x,, le rang de (X, ..., X,) est égal a k;
il est strictement positif en x,.
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(IV') En tout point de U, sauf peut-étre sur des sous-variétés (V JPEN,
de dimension < n de R" passant par x, le rang de (X, ..., X,) est égal d k;
quel que soit p, il existe un vecteur 0, tangent a V , tel que { 0,, a(xo)0, ) > 0.

(III) Le vecteur b(x) est identiquement nul; en tout point de U, sauf peut-
étre sur la sous-variété V = { y(x) = 0} passant par x,, le rang de (X, ...,
X,) est égal @ k; P'un des vecteurs X; est tel que, dans U, { X;, di ) soit non
nul, sauf peut-étre sur une sous-variété W de V; il existe un vecteur 0y, non
tangent @ W en x, tel que {0,, a(x,)8, ) > 0.

La démonstration pour le cas (I) a déja été faite (théoréme I11.2).

- t
Etude du cas (II). — 1l nous faut prouver queJ‘ I x)(x)ds = 0 Py, p.s.
(V]
Nous supposerons x, = 0. Montrons tout d’abord le résultat lorsque 5(x)=0.
Comme a n’est pas totalement dégénéré en zéro, il existe une direction 6,
telle que dans un voisinage V de Iorigine 0 < a0 < {0y, a(x0)0, ) < B.
Soit 7 le temps d’atteinte de V°. On sait que, pour P, :

2 t>t
exp{A{Xae 00) — % f {0, a(x,)8, ) ds { est une martingale.
]

1
0o, a(x:)0o )

A tAt 1
processus croissant associé est f 52 {0, a(x)00 Y2ds =t A1.

tAt
L’intégrale stochastique B, = f d { x,, By ) existe et son
(V]

o 8o, a(x)8o
C’est donc un processus brownien jusqu’a 7. D’aprés Mac Kean [8, p. 41].

tht
< XtAt 00 > = fo < 007 a(xs)eo > dﬂs

est un mouvement brownien changé de temps par la fonctionnelle

tAt 2

o= [ <00, atx)00 Y

0
Comme a(t A 7) < ¢, < Bt A7) {x,,0,) séjourne en zéro jusqu’a T comme
le brownien, c’est-d-dire un temps nul p. s., ce qui prouve le résultat
pour b =0.

Supposons maintenant que b est non nul.
Conservant 6, choisi comme précédemment, nous savons que pour P,

exp

j " i, @)d( 00, %, — f ““xs, @) By 2(x) ) ds
0 0

1t
T2 f olz(s, ) < 0o, a(x,)8o > ds
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est une martingale pour toute fonction progressivement mesurable 4 [12].
(8o, b(x5) )

—~_® 1s’/_ I’expression précédente devient :
{06, aGe)Boy” TN P

Soit 0 réel et A(s, ) =0 —

2 prAc
°xP (< 60’ e > ) 0~ %J‘O < 909 a(xs)oo > dT)Rt,
ou I’on a posé :
tAt <0 N b(xs)>
R¢=eXp(— o md(eo’xs>
1 tAt_j;gglégiélzi_
+ 2J)o { By, a(x,)0, H> {09, a(x)8, > ds) .

< 00a b(xs) >

i A'(s = — -2 7/ on voit que R, est une martingale.
Si on pose (, S ) by alx)00 >’ q . gale

Soit alors P, = R,.P,, R, est bornée supéricurement et inféricurement,
donc P, et P, sont équivalentes. P, est définie sur B(x,, 0 < s < ¢ A 7).
Pour Py,

62 tAt
exp §0.C00, 3ine) = 3 [[ B ) ds

est une martingale 4 laquelle on peut appliquer le raisonnement précédent.
Donc
P, { ® ; mesure Lebesgue { #; x4, =0} =0} = 1.

Cette propriété reste vraie pour Py, ce qui établit le résultat.

Etude du cas (II'). — 11 suffit de montrer que, pour chaque », le temps de
séjour dans V, N U est nul. Mais on peut, par difféomorphisme, se ramener
au cas ol V, est contenu dans I’hyperplan x, = 0. La démonstration est
alors la méme que dans le cas précédent, en prenant 6, = (1, 0, ..., 0).

Etude du cas (II). — On peut se ramener, par difféomorphisme local,
a la situation suivante :

— X, est le point 0, U la boule unité de R”,

-V est I’hyperplan { x; = 0} et X,(x) # O lorsque x ¢ W.
tho

Posons alors A, = f a;1(x,)ds, ol o est le premier temps de sortie
1]

de U. Nous allons montrer que, jusqu’a o, A, est strictement croissant.
Or l’ensemble {a;,(x;) > 0} contient le complémentaire de W dans U.
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Raisonnant comme dans le cas (II), on montre aisément que, en verta de la
condition sur 6,, le processus pénétre immédiatement dans le complémen-
taire de W. Par un raisonnement classique [/}, on en déduit la croissance
de A,

Définissons 7, = inf { u; A, > ¢}. On a, pour tout t < A

t 1 ds
T, = | ——
! fo a; (x.,)

Pour montrer que E,,f ly(x,)ds = 0 pour tout x, il suffit de le montrer
(1]

a2

lorsque x appartient & V. Or, pout un tel x,

E,folv(x,)ds = E, falo(xs‘)ds =E, onlo(xf,)drs = Efoalo(x}, ) ds
0 0 0 0

a l(x‘!,) '

Or la fonctionnelle A, a été choisic de maniére que x, soit, jusqu’a A,,
un mouvement brownien. On sait que, pour un brownien, 1o(x%) = 0 p. s.

CHAPITRE IV

DUALITE ET PROBLEME DE DIRICHLET

1. Dualité,

Nous supposerons, dans ce paragraphe, que les coefficients de ¢ et b
sont de classe C* et bornés ainsi que leurs dérivées. L’opérateur L posséde
alors un adjoint L*, défini par :

10 o2 <
. o = (a.u) — — (b
Lu=5 z ;Z}xii}xi(a”u) : ;’c)xi(b‘u)

1N P <",
= 2 Z aij a*xiaxj + Zb, a—xl + cu.

i,j i=1

J=1 i=1

La fonction ¢(x) étant bornée, soit A tel que, pour tout x, c(x) — A< —1,<0.
ATopérateur L* — ¢, on peut faire correspondre, d’aprés le chapitre premier,
une diffusion fellérienne. A I’opérateur L* — 1, on pourra donc faire cor-
respondre une diffusion, tuée de la précédente par la fonctionnelle multi-

plicative exp ft [e(xy) — Alds ([3], p. 298). Soit U,’f la résolvante de cette
]
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diffusion, U, la résolvante de la diffusion tuée de la diffusion associée a L
par la fonctionnelle exp (— A#). Nous allons montrer que ces résolvantes
sont en dualité au sens suivant :

THEOREME IV.1. — Quelles que soient les fonctions f, g boréliennes bornées
positives sur R",

ff (U*g)dx = f (Uf)gdx.

Si (Q, #,, B,, P) est un mouvement brownien, et si x,(x) et x;(x) respecti-
vement sont les solutions des équations stochastiques :

X, =%+ f o x)dp, + f "bx)ds
0 o

x*=x+ f (:a(x,)dﬁ, + f ‘:b'(x,)ds',

c’est encore dire que :

(1) E[ f f(x)f:e"’ef ;c(x‘* (X))dsg(x,* (x))dt.dx]
= E[fg(x) f:e"’ f(x,(x))dtdx] .

Or, soit L® ’opérateur différentiel défini par la matrice o + eld et le vec-
teur b, L*® I’adjoint de L®. Les opérateurs L* et L** étant strictement ellip-
tiques, on sait que les résolvantes U’ et U* qui leur correspondent sont en
dualité [2] : I’inégalité (1) est satisfaite si x,(x) et x;*(x) sont remplacés par
xi(x) et x]%(x), solutions des équations :

X =x+¢eb, + J:a(x:)dﬁ, + J:b(xﬁ)ds,
XM =x+ef, + fota(x: *)ap, + J:b'(x,* *)ds.

Mais x¢ tend vers x,, x;° tend vers x} : on a, plus précisément, I’inégalité
suivante ([3], p. 341) :

P( sup | x,00) — %) | > ) < 22

2 ’
0<t<u o

ainsi que I’inégalité analogue pour x;*(x). Il suffit de montrer I’égalité (1)
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lorsque f et g sont continues & support compact. On montre alors qu’il y a
convergence uniforme de U’f vers U f et de U**g vers Ug :

107 ~ U | < 20 f 1o S +| E( j e fx() — £ () lde

Etant donné 7, il existe 8 tel que, dés que | x — y | < 6, | f(x) — £ (3) | <.
Le dernier terme de I'inégalité précédente est donc majoré par
3 Zo(u)

/152 “f"oo

on proceéde de la méme fagon pour U*g.

COROLLAIRE 1. — Soit A le générateur infinitésimal dans C, de la diffusion
associée @ L. Quelle que soit f € D(A), A fest égal, au sens des distributions,
alf

On sait déja que toute fonction de classe C* 4 support compact appartient
au domaine de A, et que, pour une telle fonction f, Af = Lf. Soit A*
le générateur infinitésimal de la diffusion associée & L* ~ A. Si g est de
classe C? A support compact et si f appartient au domaine de A, en vertu
de la dualité :

[@neas= [(arxurareus = [uariares - [rLesas= [Lrean

2. Probléme de Dirichlet.

Nous supposons pour l’instant que o et b sont lipschitziens.
On sait qu’alors il existe une et une seule diffusion associée 4 ’opérateur L.
On la notera par (Q, #£,, x,, P,).

DEFINITION 1. — Soit @ un ouvert de frontiére dw et ¢ une fonction conti-
nue bornée sur dw on appelle solution du probléme de Dirichlet toute fonction

harmonique pour x, sur o et telle que, pour tout xo € 0o lim f(x) = @(x,).
X X0

On sait (Dynkin [3'], p. 25) que la fonction f(x) = E,f(x,), ou 7 est le
premier temps de sortie de w, est harmonique dans . Nous allons montrer
que, sous des hypothéses de régularité sur dw, c’est une solution du probléme
de Dirichlet :

DEFINITION 2. — Soit xo € dw, nous dirons que x, est trés régulier si,
quel que soit u > 0, quel que soit ¢, il existe un voisinage V(x,) de x, tel que,
si xeV(x,) Pt >u) <e
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Si tout point de dw est trés régulier, nous dirons que w est un ouvert trés
régulier. Lorsque x est fortement fellérien, tout point régulier est trés régu-
lier ([3'], p. 88).

LeMME 1. — Soit @ un ouvert de frontiére dw, x, un point trés régulier
de 9w, ¢ une fonction bornée sur dw continue en x,. La fonction
E.(e *¢(x,) ol 1 est le premier temps de sortie de o satisfait 3 :

lim (e™*¢(x,)) = @(xo)-
Xx—Xx0

En effet, puisque x, est trés régulier, il existe un voisinage tel que
P (e™* > 1 — ¢) soit supérieur & 1 — y; il suffit donc de faire la démons-
tration pour A = 0.

Soit ¢(x) = @(xo) + @,(x); & étant donné, il existe un voisinage W(x,)
tel que, si x € W(x,), | 4(x) | < &. On supposera que W(x,) est une boule
de rayon r et on désignera par 7, le premier temps de sortie de W(x,)

i Ex(pl(xt) l < e+ 2 " P “ Px(Tr< T)
P.[7, < 1] < P.fr, < u] + Pt > 4]

D’aprés I'inégalité des martingales ([12], chap. 3) :

r
Px(‘t,su)st[ sup |x,— x| >
0<r<u 2

] < 2n exp (— kr/u),

r
3
Donc par un choix de u convenable, P,(r, < u) peut &tre rendu arbitraire-
ment petit. Puisque x, est trés régulier, P,[t > u] tend vers zéro lorsque x
tend vers x,, ce qui établit le lemme.

k désignant une constante qui ne dépend que de L, et cecisi | x — x| <

THEOREME IV.2. — Soit (Q, £,, x,, P,) la diffusion associée a I'opérateur L,
dont les coefficients sont lipschitziens. Soit w, un ouvert trés régulier
de frontiére compacte, ¢ une fonction bornée continue sur dw, : quel que soit
A >0, la fonction f(x) = E(e”*¢(x,)), o T désigne le premier temps de
sortie de w,, est une fonction continue sur @, solution du probléme de Dirichlet:

Au—Au=0 dans @,
u=gq sur  dwg
ou £ désigne Iopérateur de Dynkin de X

Le lemme 1 assure la continuité 3 la frontiére. On sait, d’autre part,
que E.(e *¢(x,)) est solution de #u — Au = 0. Montrons la continuité
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de fdans w,. Du fait que w, est un ouvert trés régulier de frontiére compacte,
il existe, pour tout ¢, une constante 1 > 0 telle que, si xew,, ye dw, et
|x—y|<n, alors |f(x) — o) | <.

Soit (Q, #,, B,, P) un mouvement brownien, ;c:(x) la solution de I’équation
stochastique :

i=x+ J:a(;,)dp, + J:b(;,)ds.

On désignera par ;x le premier temps de sortie de @, pour ;c,(x).
On peut toujours supposer, comme dans [3] (p. 349), que Q = Q x R",
que la tribu #, est formée de tous les ensembles A tels que, pour tout x,

A = {(I); ((:), x) € A} appartienne a d@, et que x,(a~;, x) = ;,(x)((:)). Soit
alors « un temps d’arrét pour la famille Jg,; o défini par oc(Z;, x) = ;(;o)
est un temps d’arrét pour la famille #,, et en appliquant la propriété de
Markov forte, on obtient, si v" désigne le temps de sortie de @, apres a:

Ex(e—h'(p(xt’)) = Ex(e—la_hooago(xtoo,)) = Ex(e—hf (xa)),
ou encore, comme P (A) = IN’(A,) :
}Ni(e"':;q)(x:;(x))) = B(e~s I (x:0),
Soient alors x et y donnés dans w,. Posons & = ';, A ;y A u. On al’inégalité :

~ ~ ~ k
Bsup 1769 = 501> < 52 1z -y 2
St<u
et donc :
oo~ ~ k
B0 - 501> 0 <5 x 5P

Par ailleurs 7}, = 1, 7, = 7,, donc :

fO) =B ™S 5 fO) = Ele ™ fG-(»))).
Définissons
61 = {& =u}
O, ={a=7 AT ; |50~ x0)| <n}
ﬁs = C(ﬁl Uﬁz)-

11 est aisé de vérifier que :

| B f(x0)1z) ~ B A5 00)1z) | < 2o,
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| B e )is) — B IE0)IE) | <o

| B 5 0) 1) — B /300 1z) | < —(— x=yliol,.

k(u)

Finalement | f(x) — f(3) | < 267 ¥] ¢ + & + — 5 e 7 1¢lolx —y|* peut-

&tre rendu arbitrairement petit.

Remarque. — Les conclusions du théoréme 1 sont encore vraies pour A=0
lorsque  est un ouvert borné et lorsque, pour tout x € w,, P,[t>1]<e™™,
ol k est une constante strictement positive. On trouvera dans [5] des condi-
tions suffisantes pour qu’il en soit ainsi.

Supposons maintenant que ’opérateur L est donné sous la forme

L=%2Xf+Y,

ou Xy, ..., X,, Y sont des champs de vecteurs Cx.
Nous allons énoncer des conditions suffisantes pour qu’un point x, de
dw soit trés régulier.

TuEOREME 1V.3. — Les conditions suivantes sont des conditions suffisantes
que pour x, € dm, soit trés régulier.

a) Il existe une fonction W(x) deux fois continiment différentiable telle
que

W) =0 et > a0 SE (0 5 (k) > O,

et un voisinage V(x,) tel que V(x,) N w, soit entiérement contenue dans
Pensemble des points x tels que WP(x) < 0.

b) 11 existe une fonction ¥ deux fois continiiment différentiable telle que
W(xo) = 0 et { Y(xo), d¥(x0) ) > 0 et un voisinage V(x,) tel que V(x,) N @,
soit entiérement contenu dans I’ensemble des points x tels que ¥(x) < 0.

¢) b(x) = 0 et il existe une fonction ¥ deux fois continiiment différentiable
telle que ¥(x,) = 0 et d¥(x,) # 0, 'un des vecteurs X; est tel que, au voisi-
nage de x4 { X;, d¥ ) soit non nul, sauf peut-étre sur une sous-variété W de
{x; W(x) = 0}; il existe un vecteur 0,, non tangent a W en x,, tel que
(0o, a(0)8y ) > 0; il existe enfin un voisinage V(x,) tel que

V(xo) N wy < V(x0) N {x; ¥(x) < 0}.
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Démonstration.

a) Par difféomorphisme local et prolongement en dehors d’un voisinage
de x,, on peut toujours se ramener au cas oll ¥(x) = x; premiére fonction
coordonnée eta,(x) = o > 0uniformément sur R". Supposons tout d’abord
b = 0. Soit £, 1a premiére coordonnée de x, :

exp (9-(5, —y- Q; f(:a“(xs)ds)

t
est une P,-martingale, donc £, =& + f,, ol A, = j a;(x;)ds et ou B
0

est un brownien pour P_. Soit 7’ le temps d’entrée dans ’hyperplan x, = 0

Pt >u) < (Pt > u) =P, (sup B, < — &) =Py sup B, <|&)).

0st<u 0<1<A,
Comme A, > ou et comme un brownien unidimensionnel entre immédiate-
ment dans la demi-droite { £ > 0}, cette quantité tend vers zéro avec &.

Sib # 0, on sait que P, est, sur la tribu #£,, équivalente 3 une probabilité P,
telle que

exp (0.(5, —o- 9; f ta“(x,)ds) |

0o

soit une P} martingale avec P, = R,P, ot R, est une fonction bornée supé-
rieurement et inférieurement ; alors Pt > u) < sup R, 'Pi[t > u] et
cette derniére quantité tend vers zéro (voir théoréme IIL.5).

b) La encore, on peut supposer que
Xo=0, YxX)=x; et Y(x)=(1,0,...,0)

Soit £, la premiére coordonnée de x,, ' le temps d’entrée dans le demi-
plan x;, > 0, x un point de w, ou bien I’un des vecteurs X; a une premiére
coordonnée non nulle, mais alors la démonstration de a) donne le résultat;

.. 1 .
ou bien b,(0) = 1, et, dans un voisinage de 0, b,(x) > 5 Alors, si 7y est

le temps de sortie de ce voisinage,
tAt’
0

Azo
Exéirens) =&+ Es f b,(x,)ds.
Donc E,[t A 7 A 1ol € — 2¢

Pt > u]l SPt > uAto] S Pt >uj; 19> ul + Plunto AT’ =]

SPx[T0>u]—2Tf‘.
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On peut choisir u et ¢ suffisamment petits de maniére que P.[r > u]
soit inférieur A tout nombre fixé a 1’avance.

¢) 11 suffit de reprendre ’étude du cas (III), théoréme IILS, pour voir
que dans ce cas, comme dans le cas @), {, = £ + f,,, ol A, est une fonc-
tionnelle additive strictement croissante. On utilise encore le fait que le
brownien entre immédiatement dans la demi-droite {x > 0}.

Remarque. — Soit @, un ouvert borné dont tous les points satisfont
a Iune des hypothéses a) ou b). Il est clair qu’alors w, est trés régulier
non seulement pour I’opérateur L, mais également pour les opéra-
teurs L* définis au paragraphe 1 et ceci uniformément en &. On peut
montrer que, dans ces conditions, la fonction f(x) = E.(e”*¢(x,)) est
solution de I’équation Lu = Au au sens des distributions. Nous allons
esquisser la démonstration. Il résulte tout d’abord des inégalités écrites
dans la démonstration du théoréme III.2 que le processus 3;, obtenu en
stoppant x, en 7 est fellerien. Comme son générateur de Dynkin coincide,
dans w, avec le générateur de Dynkin de x,, on en déduit que f appartient
au domaine du générateur infinitésimal, X, de /);, ([3], théoréme 5.5). 1
suffit alors de montrer que les résolvantes des processus associés a L et L*,
stoppés a la sortie de w, sont en dualité, comme dans le théoréme IV.1,
On utilisera le fait que ]~3(| ;x Au—T1"Au |) tend vers 0, résultat qu’on
obtiendra grice aux mémes inégalités.

CHAPITRE V

ETUDE DES DIFFUSIONS
ASSOCIEES A DES OPERATEURS HYPOELLIPTIQUES

L’opérateur L est, dans tout ce chapitre, supposé a coefficients C»,
Suivant Hormander, on dit que L est hypoelliptique si toute distribution u
telle que Lu soit C= est elle-méme C=. Lorsque L est de la forme

L= ZX,? +Y,
i=1

ou X, ..., X,, Y sont des champs de vecteur C», Hé6rmander a donné
une condition suffisante pour que I’opérateur L soit hypoelliptique :

Si I’algebre de Lie £(X,, ..., X,, Y) engendrée par X,, ..., X,, Y est
en tout point de rang n, I’opérateur L est hypoelliptique.
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Nous ferons dans la suite I’hypothése que £(X;, ..., X,) est en tout point
de rang n, bien qu’elle ne soit pas nécessaire pour tous les résultats obtenus.
Sous cette hypothése, Bony a montré que les solutions de I’équation Lu = 0
formaient une axiomatique de Brelot [2]. Nous allons montrer, en utilisant
certains de ses résultats, que la diffusion associée 3 L posséde la plupart des

propriétés des diffusions canoniques associées aux opérateurs strictement
elliptiques.

1. Dualité.

Nous reprenons les notations du chapitre IV relatif & la dualité.

THEOREME V.1. — On suppose que £(X,, ..., X,, Y) est en tout point de
rang n et que X, ..., X, n’ont pas de zéro commun. Les résolvantes U,
et U,f sont alors en dualité, au sens de Blumenthal et Getoor, par rapport d la
mesure de Lebesgue.

Cest dire, en plus de la dualité exprimée par le théoréme IV.1, que les
mesures f > Uf(x) et g ~> U*g(x) sont absolument continues par rapport
4 la mesure de Lebesgue. Pour le montrer, nous utilisons la méthode de
Bony dans [2], en remarquant que les opérateurs L — A et L* — 1 sont hypo-
elliptiques. f~> Uf(x) est une forme linéaire positive sur Cy(R"), il existe
donc une mesure u,(dy) telle que Uf(x) = u(f). Alors

VfeDMR") : — f(x) = UL — ADf(x) = p(L — ADf = (L* — A)p,.f
Ainsi

) L* — Dp, = — &

x°

Il existe donc une fonction A,(y) de L'(R"), C* hors de x grice 4 I’hypo-
ellipticité de L* — A et une constante k telles que p, = h, + kd,; (1) s’écrit
alors :

KL*5, = Jh, + (Jk — 1)5, — L*h,.

En prenant les transformées de Fourier des deux membres, on montre que
k=0 : F(kL*5,) = ke'™P(t), ou P(¢) est un polyndme du second degré
exactement puisque L* est NTD, tandis que la transformée de Fourier du

second membre est O(| 7 |*) & I'infini. Ainsi Uf(x) = f SO)h(x, y)dy. On

définit de la méme fagon une fonction h* telle que U*g(x) = | g(»)h*(x, y)dy.

On pourrait montrer de plus que h(x, y) est de classe C= dans le complé-
mentaire de la diagonale dans R” x R” et que A(x, y) = h(y, x).
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2. Densité des semi-groupes de transition.

THEOREME V.2. — On suppose que £(X 4, . . ., X,) est en tout point de rang n.
11 existe alors une fonction p(x, y), C* sur R* x R" x R", telle que, si P,
est le semi-groupe de diffusion associé & L,

P,f(x) = f 2% 9 f()dy.

2
La fonction p(x, y) est solution de —a—l-: — L*u = 0 en tant que fonction de y,

oy
de 5’: — Lu = 0 en tant que fonction de x.

Remarque. — Ce théoréme admet deux conséquences immédiates :

P o . , . du
la diffusion associée a L est fortement fellerienne; I’équation 3 Lu=0

admet une solution fondamentale.

On utilise la méthode de Mac-Kean relative aux opérateurs elliptiques :
si f(¢, y) est une fonction de D(R™ x R"), on applique la formule de change-
ment de variable d’Ito a f(z, x,(x)), ou x(x) est la solution de I’équation
stochastique :

X, =x + f; o(x,)dB, + J:b(xs)ds.

Comme f est a support compact :
o/

0=E f (—- + L) f(t, x,(x))dt :
o \Ot

c’est dire, si p, est la mesure sur R* x R" définie par f f(t, y)du, = P f(x),

> . .
que L*u, — 3phe = 0. II existe donc une version C* sur R* x R" de y,,

qu’on appellera P(x, y),

Montrons maintenant que, quelle que soit la fonction f de classe C? a
du
57 =
est le générateur infinitésimal de la diffusion, P,f est solution de I’équa-

. du du
tion — = A i3 Hon — =
p7 #, ou encore de I’équation 7

de Dynkin. Or, quel que soit x,, il existe un voisinage U(x,) et une fonc-

support compact, P,f est solution de I’équation Lu : on sait que, si A

Au, A désignant le générateur
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tion u, C* dans V(x,), continue dans V(x,), telle que Ly — u = Ou

ot
dans U(x,), U= e”'P, f sur dU(x,) [2]. La fonction u est, 4 fortiori, solu-

. d - . .
tion deCTI: = Au — u dans U(x,), u=e ‘P, f sur dVU(x,), équation qui
n’admet qu’une solution d’aprés le principe du maximum ([3], théoréme 5.3).

. . >
La fonction P,f est donc C* dans R* x R", et est solution de 5—? = Lu.

Il nous reste & montrer que p,(x, y) est C= dans R* x R” x R". Consi-
dérons I’application qui, aux fonctions f, g, & de D(R"), D(R") et D(R*)
respectivement, fait correspondre‘U.00 g(x)h(@)P,f (x)dxdt : elle définit une

(V]
distribution dont on peut montrer aisément d’aprés les résultats précédents
. >
qu’elle est solution de Ku = 0, ou K est I’opérateur 22}_1 +L,+L;:
K étant hypoelliptique d’aprés le critére de Hormander, il existe une ver-
sion C» de p(x, y).

3. Ensembles absorbants.

Ces résultats correspondent aux théorémes sur la propagation des maxi-
mums dans Bony [2]. La proposition suivante montre I’intérét qu’il y a
a connaitre les ensembles fermés absorbants & propos desquels nous énongons
le théoréme qui est 1’objet principal de ce paragraphe.

On désignera par (Q, #,, x,, P,) la diffusion associée 3 L = iEX,f +Y
par A son générateur infinitésimal.

PROPOSITION 1. — Soit f une fonction du domaine de A telle que A f > 0.
L’ensemble F des points oi f atteint son maximum est un fermé absorbant.

Démonstration. — La proposition exprime que VxeF P (6 < ©) =0
o étant le temps de sortie de F.

Soit F I’ensemble des points ol f atteint son maximum [nous supposons
1 g
F # ¢] soit x, € F; s0it F, = g x; d(F, x) > n ; et g, le temps d’entrée dans

F,. Supposons que P, (¢ < ) > 0, il existe alors n tel que P, (5, < ©) > 0
alors, comme

Exo f(Xtna,) — f(x0) = Ey, f ;A A f(x)ds, E, f(X,rs,) = f(xo)

ce qui est absurde puisque f(x,) est un maximum et que P, (6, < ) > 0.
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Dans [2], Bony a donné les deux définitions suivantes :

Un vecteur n est normal 4 un fermé F en un point x, € F, s’il existe une
boule ouverte contenue dans F¢ centrée en x,, telle que x, soit adhérent
A cette boule et que les vecteurs x; — x, et n soient paralléles.

Un champ de vecteurs X(x) est tangent & F si pour tout point x, € F
et tout vecteur n normal A F en x,, les vecteurs X(x,) et n sont orthogonaux.

PROPOSITION 2. — En tout point d’un fermé absorbant F, chacun des champs
de vecteur x est tangent a F.

Démonstration. — Nous pouvons par un diffomorphisme local nous
ramener A la situation suivante : il existe un hyperplan H tel que F soit
contenu dans un demi-espace déterminé par H et tel que x, = FN H.
Nous allons prouver que pour tout i, X(x,) € H.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et que X;(xo) ¢ H, X,(x,) # 0. La
projection du processus sur la direction X; est un mouvement brownien
changé de temps qui pénétre immédiatement dans le demi-espace H,
déterminé par H et disjoint de F (théoréme IV.3). Soient

H,,=H1n=x;d(x,H)>:—’

et g, le temps d’entrée dans H,, il existe n tel que P, (0, < ®) > 0, ce qui
est comme précédemment en contradiction avec le fait que F est un fermé
absorbant.

THEOREME V.3, — Si £(X,, ..., X,) est de rang n en tout point, le plus
petit fermé absorbant non vide est R* tout entier.

Ce théoréme est une conséquence de la proposition 2 et du théoréme
suivant de Bony [2] :

Soient F un fermé et X, ... X, des champs de vecteur de classe C=
tangents A F : VZe£(X,, ..., X,), Z est tangent & F et toute courbe inté-
grale de Z qui rencontre F est contenue dans F.

Nous allons montrer, de la méme maniére, le théoréme suivant :

THEOREME V.4. — Soit B un ouvert de R", oy le temps d’entrée dans B.
Si £(Xy, ..., X,) est de rang n, quel que soit x € R", P,[oy < ] > 0.

On peut supposer que B est un ouvert trés régulier. Bony a montré dans [2]
qu’il existe une base de tels ouverts. Il suffit, d’aprés ce qui précéde, de
montrer que F = { x; P[0y < ©] = 0} est fermé, et que tous les champs X,
sont tangents & F. Soit f une fonction continue strictement positive définie
sur 9B, soit g,(x) = E,[e™*5f(x,.)], A # 0; il est clairque F = { g,(x)=0}
ce qui implique que F est fermé puisque g,(x) est continue sur B¢ (théo-

ANN, INST. POINCARE, B-ViI-1 6
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réme 1V.1). Supposons alors que X,(x,) n’est pas tangent 3 F, x, € F; il
existe une boule fermée B,(x;, p) qui rencontre F en x, telle que

P03, =0 =1

(1.51 est intérieur de B,), alors si V, = { x; d(F, x) > ;l} et o, le temps
d’entrée dans V,, il est clair qu'’il existe n tel que P, (g, < ) > 0. Soit
0=P,(0p < ©) >Pyl0,< ®; 6500, < ©] =P, [0, < ® ; Ex, (6 < ©)].

Cette derniére quantité est positive, ce qui est absurde.
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