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Sur les lois d’entrée et de sortie
d’une chaine de Markov

par

Gaston GIROUX

INTRODUCTION

Ce mémoire contient une généralisation du théoréme de décomposition
(énoncé pour la premiére fois par Feller (1957)), sous les mémes hypo-
theses que celles de Chung: états stables et frontiére complétement ato-
mique finie. La démonstration étant identique a celle des Lecture Notes
on Boundary Theory for Markov Chains de K. L. Chung, on renvoie a
ce travail lorsqu’il n’y a rien a changer dans les démonstrations. En faisant
cette généralisation nous nous sommes apergu qu’on pouvait éviter ’emploi
de 'hypothése auxiliaire (il n’y a pas d’états récurrents pour le processus
minimal) en remplacant la notion de potentiel par celle de caractéristique.
Cette partie est donc développée plus en détails.

Nous appliquons alors ces résultats pour obtenif des relations entre
les décompositions. Le fait important est qu’on peut déterminer certaines
lois de sortie qui se retrouvent & une constante pres dans toute décompo-
sition. Ce fait est trivial pour les lois d’entrée.

Il est facile alors d’employer les techniques de Neveu [3] pour obtenir
les résultats proposés : le cone des lois d’entrée (respectivement de sortie)
correspondant aux points frontiéres tenaces est de dimension finie, la
dimension est égale au nombre de ces points frontiéres tenaces, et les lois
extrémales sont données par ces points frontiéres tenaces.

Ce travail a pris forme lors d’un séjour a Stanford University, auprés
du professeur K. L. Chung. Qu’il me soit permis de le remercier pour les
discussions qu’il a bien voulu m’accorder et pour son hospitalité.

Je tiens aussi 4 exprimer ma plus vive gratitude au Professeur Ana-
tole JOFFE, sans qui ce mémoire n’existerait pas.

ANN. INST. POINCARE, B-VI-4 24
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CHAPITRE 1
DECOMPOSITIONS

Ce chapitre contient une généralisation du théoréme de décomposition.
Mais la démonstration est la méme que celle de Chung; sauf qu’on évite
I’emploi de 'hypothése auxiliaire. On se place dans le cadre des Lecture
Notes on Boundary Theory for Markov Chains de K. L. Chung. 11 semble
bon de rappeler quelques résuitats et notations.

SEcTION 1. Rappels.

IT est une MTS (matrice de transition markovienne standard) dont la
matrice dérivée a l'origine Q satisfait

— 00 <{g; , zqij:_qii

J#i

HYPOTHESE A

(X,) est la version semi-continue inférieurement a droite,
7 est le premier instant d’accumulation de sauts.

HyroTHESE B

L’ensemble invariant { t < oo } est 'union d’'un nombre fini d’ensembles
invariants atomiques A® ae B.
On pose

Ty =1t + Taaob, si X, el

1, = inf { 1{,, pour tout s > ¢ tel que X eI}, autrement
S. = {1{), s rationnel > 0}

St est 'ensemble des points limites par la droite de S,.

Pour T un temps d’arrét, H,- est définie dans Meyer [/]; Cest la tribu
des événements antérieurs a T et prévisibles.
On a les résultats suivants:

PROPOSITION. — Soit a un élément de B. Il existe alors une et une seule
loi d’entrée normalisée (¢(a, .)) de I telle que, pour toute loi initiale p

P, {X(t+0=jAH,-}=¢@ s P,—pp.
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Soit P la loi de probabilité d’une loi d’entrée arbitraire, et soit S un temps
d’arrét tel que X(S)el p.p. sur {S < oo }. Alors
P { X(T(S) + t) =j3 TfS) < I H‘L‘(s) } = ét(a’ j)l{r?s)< w} P-p‘ p-

On suppose dans toute la suite, sans nuire a la généralité, que

(&fa, .)) # (&b, .)) pour a#b, a beB

On note P, la loi de probabilité correspondant a ({(a, .)).
Un point frontiére est dit tenace si: P,{inf§, =0} =1
non tenace si: P, {infS,=0}=0

on a alors dichotomie.

THEOREME. — La propriété de Markov forte a la frontiere (PMFF).
Soit a un point frontiére et T un temps d’arrét.
1) Si a est tenace et si P-p.p. sur {T <o } ona Te§;, alors

(*) P{XT+#8=j,T<ow}=P{T<w}a)

2) Si a est non tenace, si T est prévisible et si P-p.p. sur T,ona TeS§,;
alors (*) est encore vrai.

Pour éviter d’alourdir le texte, on suppose qu’il n’y a pas de points fron-
tieres éphémeéres.

SECTION 2. Les décompositions.

Soit A € B. On pose

TA =inf {¢t > 0:3aeA tel que te§,}

Ay, le processus tué a TA

AT, la matrice de transition sous-markovienne standard (MTSS) cor-
respondante; pour a€ A non tenace :

TA =T* si T*eS,, = oo autrement
pour ae€ A tenace:

TA*=TA si TA¢S, pour tout ce A non tenace et TAe S

ProprOSITION 1.1. — Pour tout A = B, on a

I1, = AT1, +ZJ M., a) ® &, _(a, .)ds
0
acA

ou les I2(., a) sont des lois de sortie de AI1.
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Démonstration. — Posant LA(t;i,a) = P, {TA* <t}, on a
pt(i’j)= Pi{Xt = J, T > t} + Pi{Xt :j’TA < t}
= *p(i, j) +2Ps {X,=j, T <t}
aeA |
t
= *pi, j) +zj‘ ¢ -da, )LAds; i, a) (PMFF)
o
aeA

Mais LA(t; ., a) est une caractéristique de ATI, donc sa dérivée IA(., a)

existe et est une loi de sortie de *II (cf. Lecture Notes, chap. I, prop. 2).
Posons

pMa, ) =P, {X, =, TA"@ >}, aeA
FAt; a, b)=P, { TA"<t}, a,beA b#a; FAt; a a)=0, acA

PrOPOSITION 1.2. — On a

Ep;‘(a,j) +2FA(t; ab=1 t>0 aeA
Jjel beA
t

pia, j) +ZJ FA(JS; a, b)S, (b, j) = &fa,j), 120 aecA
0

beB

La démonstration est la méme que celle des Lectures Notes, chap. 111,
prop. 8, ou on doit remplacer p* par TA~ .
En posant pour 4 > 0

(* o0

FXa, b) = | e ¥ FA(dt; a, b)
u(?w

pia, j) = | e *pMa, j)dt
4'?00

El(as .]) - e_ltét(‘h .l)dta ona
JO

THEOREME 1.3.
(U= ENEC, ) =3, ) jel
(1 — F%) est inversible et (I — F3)~ Z[FA]

La démonstration est la méme que celle des Lecture Notes, chap. 111,

prop. 9; le développement de I'inverse est justifié par Chung ([3], p. 134,
lemme 2).

Il n’existe aucune difficulté pour obtenir la décomposition dans le cas
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ou @ = (BII) est remplacée par AIl, mais nous faisons les détails tout de
meéme pour deux raisons: ’

1) on évite 'emploi de ’hypothése auxiliaire en remplagant la notion
de potentiel par celle de caractéristique ;

2) il est bon de voir que la notion de trappe récurrente est la méme
que celle de point frontiére récurrent pour IT% = (B~91I).

Pour A< B et aeB — A, on pose S, = S, N [0, TA[.
Définition.— aeB — A est dit ATl-récurrent si P,{S, n’est pas borné}=1;
autrement a est dit AIl-non-récurrent.

Remarque. — On a le résultat facile: a est une trappe récurrente si et
seulement si a est I1°récurrent. En effet a est une trappe récurrente si
et seulement si :

1 =P, {8, n’est pas borné, T~ = o0 } = P, {B~S_ n’est pas borné }

LEMME 1.—Sijest A~ Il-récurrent et j ~» a,alorsaest ™ “II-récurrent.
La démonstration est la méme que celle des Lecture Notes, chap. 111,
sec. 3, lemme 2.

LEMME 2. — Si j est ATl-transient et a est A~ “TI-non-récurrent, alors j
est A~ “[I-transient.

Démonstration.

1)sij+> aona j AZ@py, jdt =J Api, jdt < oo

0 (]
2) sij ~» a, alors par le lemme 1, j ne peut pas étre #~@II-récurrent.

PROPOSITION 1.4. — Siae A est #~“TI-non-récurrent et j est ATI-transient,
alors

eXa, j) = J pia, j)ds < oo
0
Démonstration. — Par le lemme 2 on a
M= j AT@pyj, j)ds < o0 ;
0

comme pZ(a, .) est une loi d’entrée de A~ 'I1, appliquant le principe du

maximum & pXa, .), u > 0 quelconque, on a

pr?(a, Nds <M< pia, .), 1)
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Mais J pXMa, j)ds < oo, d’otl le résultat.
0

Cas 1. — a est *~'NI-non récurrent
On pose I = {jel: j est *T-non-récurrent }, I* = T — [A.

LEMME 3. — Si j est ATl-récurrent, alors j +» A.

Démonstration. — j est “Il-récurrent si et seulement si P; { S; n’est pas
borné, T* = o0 } =1, donc P;{T* < o0 } = 0.

LEMME 4. — Si j est *Il-récurrent, alors IA(j, a) = 0.

Démonstration.
t
J 12, a)ds = P; {T** <t} <P;{T*< o0 } =0.
0
On peut donc poser:

oM, a) =ZeA(a, HIAG, @

Jel

= (eMa, ), 1N, a))

si on convient que 000 = 0.

LEMME 5. — Si A # @, alors [} # @.

Démonstration. — Si A # @, alors il existe jel tel que j ~» A, donc
par le lemme 3, jel}.
Les deux lemmes suivants sont fondamentaux.

LEMME 6. — o(a, a) est une fonction décroissante, continue droite, inté-
grable au voisinage de O (finie sauf peut-étre en 0), et 6% (a, a) = 0.
Démonstration.

a) Par le lemme de Fatou, ¢(a, a) est continue a droite.
b) Pour voir que ¢X(a, a) est décroissante, il suffit de remarquer que

atida, a) = CeMa, ), ATLIN, ) > = CeMa, )AL, 1., @) ) < ola, a)

¢) Par PMFF, on a

t

AT, = AT, + J A (., a)® pia, .)ds,
0
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d’ou
*)  phida, ) = plia, )T, + j Cpia, ), B (., @) pia, .)ds
0

intégrant de 0 & oo, on a pourjelf
[eo] t t
> | ottt > [ o e pis > otta.a [ ot s
t 0 o ,

Si pa, j) = 0 pour tout jeI? alors 6X(a, a) = 0 et le lemme est trivial

autrement comme pf(a, j) est continue, la premiére inégalité montre que

oX(a, a) est intégrable au voisinage de 0 (donc finie sauf peut-&tre en 0).
d) La deuxiéme inégalité montre que g% (a, a) = 0, puisque

A

lim j pila, j)du =0, jel

LEMME 7.
T+t

T
FMa, .) = lim T[ f pa, )du — J pNa, .)Al'[,du},
Ttw 0 0

satisfait
Ff @, ) — Fia, .) = FMa, .)*11,

Démonstration. — Intégrant (*) de 0 4 T on a

T+t T
f pMa, .)du —-J pMa, .)A,du

0 0
t T
=j [1 + < J pila, )du, I (., a) >]p§‘(a, .)ds
o

0
donc

T+t T
lmﬂfpmeiﬁmwmm]
Tt 0

)
t

=f [1 + o2 (a, a)lpa, .)ds < co sur 1
0

comme la limite est croissante, on a

T+t T
lim [J pa, )AL, du — j Pa, .)AH,+,,:| = Fia, .) I,

Ttoo 0 )
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alors
F{ (g, .) — F¥a, .)
[ (T+e+t T
= lim LJ pila, )du — j pila, )AL, du
0

Ttoo 0
T+t T
- J‘ p:(a’ ')du + Jv pﬁ(aa ) Al_[t'du:|
0 0

. [~ [T+t +t T T
= lim J pMa, )du + { j pMa, )du — J P a, .)AH,du}AH,]
Treo | Jr+r o 0

T+t +t T+t
= lim J pMa, .)du ——J pa, .)AH,,du] + FAa, .) A1,

Tt T+e T
mais
T+t +1t T+t
lim [J pMa, )du — pa, .)Al'[,.du]
Ttw T+t T

[J pu+'l'(a) )[A—{a}nr’ - AH:’]du]
lim

J' < J pu+T(a )duy l?—s(" a)> p?(a’ )dS
Tt 0
< lem J < J Ma, Ddu, IA_ (., a)> pa, )ds =0

puisque la sommation se fait sur I et pour je [*

f “oMaJdul0 (T - o)
T

d’ou le lemme.
Soit n(a, .) la loi d’entrée de *II telle que

T
J‘ ni(a, .)ds = FMa, .) (Lecture Notes, chap. 1, prop. 2)
0

PROPOSITION 1.5. — La loi d’entrée p(a, .) de 2~ et la loi d’entrée
na, .) de A1 sont reliées par la formule

t
pia, ) = J ni-a, JEA(ds; a, a) (*)
0
ou EA(.; a, a) est une mesure de probabilit¢ sur [0, oof.

(*) On convient que I'intégrale est toujours prise sur I'intervalle fermé, sauf mention du
contraire.
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Démonstrétion. — Par les Lecture Notes, chap. III, lemme 6, il existe
une mesure de probabilité sur [0, oo[ telle que

fl [1 + o* (a, a)lE*ds; a, a) = 1
0

pour presque tout t.
Mais comme

f wAa, s = f "1+ oA (@ alpda, )ds
0 0

par une transformation de Laplace, on a tout de suite

t
pia, ) =J niJa, .)JEAds; a, a)

0
pour presque tout ¢; pour avoir égalité partout il suffit de montrer que
EA(. ; a, a) est continue sur ]0, oo[, puisque pA(a, .) et n(a, .) sont conti-
nues. Mais par le méme lemme on a en fait continuité absolue sur ]0, oof

puisque
da;‘(a, a) = - < r’?—s(a’ ')) l?(7 a) > dt

(Comme on a une loi d’entrée et une loi de sortie relativement au méme
semi-groupe *I1, le produit scalaire ne dépend pas de s).

Cas 2. — a est A~ 1-récurrent

La démonstration est alors identique a celle des Lecture Notes.

I“={jel:a ~» j} est alors une classe *~“JI-récurrente donc IT res-
treinte a I x I* est une MTS et les états de I communiquent. On sait
qu’il existe alors une mesure e*(a, .) sur 1% positive non nulle unique (3
une constante prés) et invariante par la restriction de IT a [* x I Comme
pj, k) = 0sijel’ k¢ 1% on peut la prolonger en une mesure invariante
par Il en posant: e*(a, k) = 0, k¢ I°. On a alors la proposition analogue
a Lecture Notes, champ. III, prop. 12.

PROPOSITION 1.6. — La mesure e*(q, .) est purement excessive pour *II,
donc admet une représentation :

era, ) = jmn;‘(a, .)dt
0

ou ya, .) est une loi d’entrée de AIT.



354 GASTON GIROUX

La loi d’entrée p(a, .) de #~'IT et la loi d’entrée n(a, .) de I sont
reliées par la formule

pMa, ) = J nia, .)E*ds; a, a)

0

ou EA(.; a, a) est une mesure infinie o-finie sur [0, oo obtenue comme
l'unique mesure satisfaisant

T
f ot (a, a)EA(ds; a, a) = 1
0

A ” ’ A _ A
ou comme précédemment aia, a) = { e*(a, .), I*(., a) ).

Finalement on peut énoncer le théoréme de décomposition; on pose
E? = la matrice diagonale d’¢léments diagonaux

EXa, a) = j e MEAdt; a, a)

0

THEOREME 1.7. — Soit A < B, on a alors

1, = A1, +z 27/}(., a) @ [1 — FA] B0, )
acA beA
Nous aurons besoin au chapitre suivant d’une relation entre un point
frontiére a tenace et le comportement de EA(t ; a, a) a lorigine. Les résultats
sont encore ici une généralisation facile de résultats des Lecture Notes.

LeMME 8.

u

Coula, ) LY, @)y = J [oa-4a, a) — 03+, a, A)]EA(ds; a, a)
0

Démonstration. — 11 suffit de développer le premier membre comme au
Lecture Notes, p. 80.

PRrOPOSITION 1.8. — Si a est tenace alors E*(0; a, a) = 0 pour tout
A=2{a}
Démonstration. — Le lemme 6, chap. 111, des Lecture Notes nous dit

que E*0;a,a) =0 si et seulement si oh(a, @) = co. Montrons que
64(a, a) < oo implique a non tenace ; remarquons que si inf S, = 0 alors
25 > 0 tel que TA"¥ > §, donc

Pa{inf§a=0}=lin3 P, {TA @ >0 8§10, 0 #D)
vl

=limlim P, {TA" @ > o, S, nJu, o[ #D}
vl0 ul0

= lim lim { pfa, .), L{_ (., @)D
vl0 ul0
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alors par le lemme

P,{infS,=0} = lilgl lig)l f [62_Ja, a) — o2_(a, a)]EAds; a, a)
vl u 0
= lim [06(a, a) — o(a, a)]EXO; a, a)

=0.

CHAPITRE 1I

SECTION 1. Relations entre les décompositions.
On pose M4 = [1 — F4]"1EA
©%ua b) = (ida, ) N, @)
LEMME 1.
M2 = M$ + (2 — pM40% M4
Démonstration. — On a

X(a’ ')ﬁ;i
2a, )AI,

E”(ay ') - E}.(a, ) = ('1 - “)E
§ = Min}

(ot &4 est la restriction de £, 4 A), donc
Maap — Mt = (2 — wMsas AL + (2 — wMSOL, M7
d’ou
[M3 — M} — (2 — pMLOL,NAE = 0

en notant H, ,, la matrice entre crochets, on a plus explicitement

H, a, b)i2(b,j) =0, aecA, jel

beA
sommant sur j et posant
73(b) = Zﬁ’}(b, M
Jel

on a pour tout aeA et be A, H; ,(a, b) = 0, puisque /3(b) > 0, be A;
d’ou le lemme.
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LEMME 2. R R
0= ) B el b

acA

est la transformée de Laplace d’une loi de sortie de I1.

Démonstration. — 1l faut montrer

mi(., a) — (., a) = (2 — WiLm3(., a)
c’est-a-dire
MR — BMY = (2~ ) MLEME + (2 - MO, Mp
mais /3 étant la transformée de Laplace d’une loi de sortie de AT cela revient
a montrer . A
EME — MY = (2 — M0, M
mais c’est le lemme 1.

Nous voulons montrer que m%(., b) ne dépend pas de A (4 une constante
prés) (Lorsque A = B, on laisse tomber I'indice B et on note ®@, la matrice BI).
On a ’

ﬁ}.(i’ j) = f/l(i) .]) + z le(l) a)zFl(as b)E}.(by b)ﬁl(b7 ])
nz0

aeB beB

le terme général de la double somme s’écrit plus explicitement
I, F(a, ay) ... Fia,-y, DEb, Db, ))

Pour A < B, on divise alors cette double somme entre les termes qui con-
tiennent au moins un indice dans A, et ceux qui ne contiennent pas d’indices
dans A; ces derniers ajoutés a f;(i, j) nous donnent la transformée de
Laplace de la probabilité partant de i d’étre a j sans aller a A, donc *p,(i, j).
Des premiers on en fait une somme infinie de sommes de la fagon sui-
vante : on divise selon le dernier indice dans A.
Ceux qui ont un dernier changement de banniéres dans A nous donnent

[Zl}(i, a)E (a, a) + Z Zﬂ(i, b)F (b, a)E (a, a) + .. .]ﬁl(a, J)
beB acA

acA

ceux dont l'avant-dernier changement de banniéres est dans A mais le
dernier n’y est pas, nous donnent

[zia(i, a)El(“» a) "‘Z ziz(i, b)Fz(b, a)E;(a,a) + .. -:lzﬁz(a; o)iic, j)
beB aeA

acA c¢A

etc.;
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mais

i, a) = L(i, a)E (a, a) + Zl}(f, b)F b, a)E (@, a) + ..., acA
beB

notre somme s’écrit alors

z zﬁ'l(l» a) z Fl(as Cl) LR i._:‘).(cm— 1 cm)ﬁ}.(cm’ ])

mz20 acA Clyenns CmEA

donc finalement notant

ﬁ?(a> ]) = Z z 1',:‘/1(a> cl) e I’:‘\A(cm— 1 cm)ﬁ).(cm’ ])
ona
palis j) = *pui, j) + zﬁu(i, ayiy(a, j) *)
aeA
d’autfe part par le théoréme de décomposition on a
palis j) = P, j) +Zﬁ?'}(i, ayri(a, j) **)
aeA
THEOREME 2.1. — Pour tout A = B on a mf(., a) = ¢, 7,(., a).

Démonstration. — 11 suffit de faire le cas A = { a }, comparant (*) et (**)
et sommant sur j

i, ayi'ta) = (i, a)i(a)
ou encore
M, a) = ¢, (i, a)

comme m{“)(., a) et ¢, ,, m(., a) sont des lois de sortie de I1, dont les trans-
formées de Laplace coincident pour une valeur, ces lois sont égales; et
comme A est arbitraire la constante ne dépend pas de A.

SECTION 2. Les lois d’entrée et de sortie de II.

On note D I’énsemble des points frontiéres tenaces
n®(¢) la cardinalité de Sz N ]0, [

Les définitions suivantes sont empruntées 4 Neveu [2].
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I1-PERTURBATION. — Une famille de matrices positives {R,;s>0, >0}
sur I x I est dite une Il-perturbation si

1) IEIuRs,rI‘:[v = Ru+s,l+v
t
2) R, 1<, (oﬁ j Tds=1- m).

0

DOMINATION ABSOLUE. — Soit [T, IT deux MTSS sur I x 1.
IT est dite absolument dominée par IT si

npra<n
1_ o
2) lim - I1{IT, — T1,)I1, = 0.
ul0 U

LEMME 3. — Soit ae D et A < B tel que ae A, alors
li DA, =i DA =
lim ¢(a, .) I, = lim | &a, )*,-, = 0

Démonstration.

. A -
l:?g Zéu(a, k)*pk, j)

k

=Iimzpa{xu:k}P{Xt+u:j’§Am]u’t+u[:glxu——:k}

ul0
= luif{)lkpa{xwu =jiS8anlut+u=0}
=lim P, {X, = j,$xn Ju, f = 0}
=P {X, =), 8an10, [ =0}
=P, {inf§,>0}=0
PROPOSITION 2.2.
a) PIT est la MTSS du processus obtenu par la ®-perturbation

Q... ) =le(i, AP, {X, = j, 1’ () = 0)
@D
b) PII est absolument dominée par II.
Démonstration.
a) Ce résultat est essentiellement contenu dans Chung [2].
Comme dans Neveu {2], on pose

PoEOG ) = £ ) QPG ) = Qi )
Ppim (i, j) = J Q5 (i jyds (=P {X, =) n®t)=n})

0
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Q. j) = le(i, a)P, { X, =j,n(t)=n}

a¢D
alors

ZDpt<">(ivj) = Pi { Xz = J, EB(t) < © } = Pi { Xz =j’ T > t} = Dpz(i,j)

nz0

b) lim —[Dl'l( — PI1,)PTL,](G, j)

ul0 Y

() [0 a0t )}
ulO u

= lim [zj Zz pi, BIZ- (h, a)¢(a, k) Ppi(k, j)dv]
ul0 Y

= lim - j ZZ s+u— v(l a 5 (a’ ) p,(k,j)dl}
ul0 U Jo

= ]1m zs+u(l a)Zf (a, k)Pp,(k, j) = 0.

Remarquons que D est le plus petit ensemble satisfaisant le lemme 3 pour
tout a tenace, on pose alors

& = {h,: h, est une loi d’entrée de II et lirf)l h,°T,_, =0}
ul

t
%, = { g g est une loi de sortie de II, sup J gJj)du < oo pour tout ¢t
i Jo
lim °I1,_ g, =0
et lim °I1,_ g, = 0}
LEMME 4. — Soit h, une loi d’entrée de IT et IT < I, alors
lilrg hJI,_, =0 siet seulement si lim [l + (1 — )I1,] =0
u utoo

Démonstration. — 1l est facile de voir que
J e ““hdu+(u—l) e ‘“‘hduf e” MT1,dt

0
=J e lim M1, m+j f e~ W= Aug(p 1T, _ )t

0
donc

lim A,[1 + (u — A)I1,) = 0 est équivalent & lim AJ1,_, =0 dt-p.p.
ntoo ul0
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mais pour ¢t donné, il existe s tel que
0 = lim [h 1,4 0G0) > lim (A1, _JO)PG, i)
ul ul

comme p(i, i) > 0 pour tout s, le lemme en découle.
On a un résultat analogue pour les-lois de sortie de I1.

Remarques.
1) On a le résultat facile:
si

ér(av ]) = zcbét(b’ ]) +zdb'ér(b’) J)7 ae D’ db’ > 0

beD b'¢D
alors

Cb = 6ab et db' = 0, be D, b' ¢ D
en effet sommant sur j on a

1 = Ecb + Zdb'
d’autre part

1=P,{infS, =0} = Zc, + Zd, P, {inf S, =0}
donc si d,, # 0 il faut
P, {infSp, =0} =1

donc dy = 0 (on a supposé qu’il n’y a pas de points frontiéres éphémeéres)
et alors
0y =P, {inf§, =0} =¢,

2) Si a¢D,
ta, ) =2P,. (infS, = 0} &b, ) +2P., (Xo =i} pi,)
beD ie]

+ P, {Xo¢l,1>0,X,=j}

Par 1) les {(a, .), ae D, sont indépendantes ; mais 2) montre que pour
a¢ D on ne peut rien espérer. Pour les (a, .), ae D, on a le résultat plus
fort.

THEOREME 2.3. — Les &(a, .), ae D, sont extrémales parmi les lois
d’entrée de I1. De plus dim & = p(D) (= le nombre de points frontiéres
tenaces).
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Démonstration.
a) Soit 0 < h, < &(a, .), une loi d’entrée de IT: on a

Ea = }:lu[l + (n — /‘l')ﬁi.] . R
hJU+ (= D)TL) + (u — ) Chy, T, a) > Ex(a, )

mais par le lemme 3 on a, en posant A = {a } et puisque 0 < h, < &(a, .),

lim A1 + (u — A)°[1,] =0

utoo
alors A

o2) = lim (u — 2 hy, (., a) )
putoc
existe, et on a
h; = c(2)¢x(a, .)

mais h, et c¢(1)f(a, .) étant des lois d’entrée de IT dont les transformées
de Laplace coincident pour une valeur du paramétre, elles sont égales
(et alors ¢(4) ne dépend pas de A).

b) Soit h,e &, on a encore par le lemme 3 avec cette fois A = D

h =Z liTm (1= A<k I, a) >EMD(11, byiz(b, )

aeD beD
=E ,141:2 (H - j’) < i’p’ i?(a a)> El(a’ )
aeD

donc dim & = n(D).

THEOREME 2.4. — Les my(., a), ae D, sont extrémales parmi les lois de
sortie de I1. De plus dim 4, = n(D).

Démonstration. — On a

1, = [, + 79, a) ® 7%a, .)
alors

(., @)=+ (=) LI, a)+(u— D)., a) < 7P, .), (., a) >
appliquant le lemme 1 avec A = {a}, on a

(k= DENa, a) (Aa, ), T, @) ) Ea, a) = E(a, a) — EY(a, a)
donc
(., a)=[1+(u—2) TR, a)+md(., a)—mid(., AEa, a)/Ea, a)
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comme

lim E%a, a) =0 pour aeD
puloo
on a

liTm I+ (u— DTN, a) = 0
ptoo

alors que m!¥(., a) soit extrémale se montre comme au théoréme précédent
mais par le théoréme 2.1, m{%(., a) = cm(., a).

La derniére partie du théoréme se montre comme au théoréme précé-
dent.
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