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I. INTRODUCTION

Dans cet article nous allons généraliser un certain nombre de résultats
obtenus par Basu (cf. [/]). Dans la partie II nous allons considérer trois diffé-
rentes complétions d’une tribu (cf. [2]) et étudier les complétions d’une
tribu invariante par un groupe de transformations laissant I’expérience
statistique (X; U ; 2) invariante. Dans la partie III nous allons étudier
les propriétés d’exhaustivité et d’ancillarité d’une tribu invariante par une
transformation laissant I'expérience invariante.

Dans la derniére partie nous généralisons les résultats de la partie 111
en introduisant la notion de model codé qui intervient dans les problémes
statistiques avec paramétre nuisible et qui permet de définir une notion
d’exhaustivité partielle (cf. [5]).

II. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Soit une expérience statistique (X; A; 2) ou 2 = {P|0c®} est la
famille de probabilités associée a la transition de probabilité

P:(©;#) - (X; ).

A notera I'ensemble des sous-familles dominées de 2 et pour tout Ae A,
| 2| une probabilité équivalente a la sous-famille 4. Pour toute probabi-
lit¢ P; A® notera la tribu complétée de A pour P.

Dans I'ensemble des sous-tribus de 2 nous pouvons introduire trois rela-
tions d’équivalence (cf. [2]):
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. BYE [2] (équivalence forte) si et seulement si VB e A (respective-
ment: Ce4)ACe¥ (resp: Be B VP e?; PYBAC) =0,

. B'¥€ [#] (équivalence par paire) si et seulement si Vie A, BY%[1],

. B9% [2] (équivalence faible) si et seulement si VB e 4 (resp.: Ce %)
VPce 2ACec % (resp: Be B); PBAC) = 0.

Sur les événements de U nous considérerons la relation d’équivalence
habituelle: A ~ A’[#] si et seulement si  P?e ZPYA AA’) = 0.

A ces trois relations d’équivalence sur les sous-tribus & de U sont asso-
ciés trois types de complétions que nous noterons BV (i = 1,2, 3);
B étant la plus grande tribu de la classe d’équivalence pour i de la
tribu 4.

PROPOSITION 1
® D=0 =0
@ RV2P) = 2] _ /\g—glu c FNP) _ /\g—zps_
leA PécP

Une transformation g sera une application de X dans X bijective mesu-
rable laissant l'expérience (X; U ; &) invariante. Nous noterons g la
transformation qui lui correspond dans ® c’est-a-dire:

Voe® VAed P%(gA) = PYA)

A toute transformation g nous associerons /(g) la sous-tribu des ensem-
bles g-invariants c’est-a-dire:

Ag) ={A|lAcU; g . A=A}
Nous associerons de méme la sous-tribu des ensembles g-invariants :
H#@ ={H/He#;g ' H=H}
PROPOSITION 2. — Soit A e U; alors A e Z(g)V?! si et seulement si
A~ g ' A2
Démonstration. — Si A € #(g)"'?7 alors AA’ € #(g) tel que A’ ~ A[Z].
Or si A; ~ A,[?] alors g7 A, ~ g7 '.A,[2] dou:
g A=A ~g LA~ A2
Réciproquement soit A € U tel que A ~ g; L A[?]etsoit G = {g"|neZ}

le groupe engendré par g. Posons A(g) =m g".A; on a alors:

neZ

A(g)e A(g) et Ag) ~ A[Z] C.Q.F.D.
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PropPOSITION 3. — On a:
AV = )PP = (g

Démonstration. — Si A e (g)>'?! alors VP°e 2, Ae L(gf° ainsi
VoecOIA(0)eL(g); A~ A0)0]; donc V0e®; g~ 'A ~ A[f] ce qui
entraine d’aprés la proposition 2 que A e #/(g) V%1,

C.Q.F.D.

Considérons maintenant un groupe G de transformations g. A ce groupe
on peut associer 5 sous-tribus

#(G) =m A(g) = TG c G\ « FC)I?)

geG

< SO = TGN (=123
geG
PROPOSITION 4. — Si G est un groupe localement compact dénombrable
a I'infini, si Papplication (g; x) — g.x est mesurable pour la tribu # ® U
(# étant la tribu borélienne de G) alors:

LGV = (G)2I?] = (G2 = m

Démonstration. — D’aprés les hypothéses sur G, il existe une probabilité v
sur G telle que:

VgeG VBe 4%, vB)=0 = vg-B)=0

———

Posons alors, pour A e #/(G):

A= {xeXI'J Iu(gx)v(dg) = 1 } = {xeX|gxeAlvpp] }
G
={xeX|3aN, v(N,) =0 Vgé¢N, gxeA}
A" = { xeX| J I (gx)v(dg) = 1 }
G
D’aprés la propriété sur v on a A’ e #(G).
Montrons que A ~ A’'[Z].
En effet, comme A e.2/(G) on a:

VgeG Voe® f | Ta(x) — I,(gx)| P%dx) = 0
X

Ainsi en utilisant le théoréme de Fubini on en déduit que :
Voec® 3IN,cX PN, =0 Vx¢ N, I.(x) = T.(gx)[vpp).

ANN. INST. POINCARE, B-VI-4 23
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Les inclusions Nyc AnA’+ AnA” c AnA’ + An A’ nous don-
nent donc:

Voe®; P {AnA+ANnA}=1

cest-a-dire A ~ A'[Z].
C.Q.F.D.

III. EXHAUSTIVITE ET ANCILLARITE

Nous allons étudier les deux cas extrémes /(g) = # qui correspond
a g = identité (on supposera que la tribu # contient les points) et

A(@) ={D0;0}

THEOREME 1. — Si o/(g) = J# alors la sous-tribu ./(g) est (2 ; 2) exhaus-
tive.

Démonstration (cf. [1]). — A toute fonction f: X — R mesurable bornée
nous pouvons associer la suite de fonctions mesurables bornées: f,: X —» R
définie par:

1 \ .
£ = me(gx) (h=1,2..)

En utilisant le théoréme ergodic ponctuel on sait que la suite f, converge
sauf sur un ensemble N, tel que P"(Nf) =0, Y0e®. Posons donc:

f*(x):{ Lim £,(x) s% x¢N,
0 si xeN,
On vérifie alors facilement que :

f*eEpo f/4(2)] Ve ®.
C.Q.F.D.

THEOREME 2. — Si #(g) = { @ ; © } alors la sous-tribu «/(g) est ancillaire
(c’est-a-dire: VA e o#(g); P’(A) est indépendant de ).

Démonstration. — Soit G = {g"|neZ } le groupe engendré par g et
soit 0 une orbite de © sous I'action de G (C’est-a-dire 0 = {g".0y|neZ }).
Par construction nous avons g 1.0 = 0 d’ou 0 = ©. Ainsi:

Voe® V0e® 3neZ; 0 =g".0
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Si Ae(g) on a donc:

P%(A) = P7YA) = P%[g~".A] = PYA]
C.QF.D.

Considérons maintenant un groupe G de transformations g telles que
2(g) = A#. Nous pouvons alors généraliser dans ce cas le théoréme 1.
Pour cela, considérons U* la sous-tribu exhaustive par paire, minimale,
complete pour I'équivalence par paire (son existence et son unicité sont
montrées dans [2]).

THEOREME 3. — Si G est un groupe de transformations g vérifiant
& (g) = A alors on a:
A* = A(G)
(ce qui entraine que .2/(G) est une sous-tribu exhaustive par paire).
Démonstration. — En effet nous avons :
VgeG; A* c J(g) M)
d’ou :
* Cmd_‘(g)m[?] = A(G)

geG

C.Q.F.D.

COROLLAIRE.— Avec les hypothéses de la proposition 4, /(G) est une

sous-tribu exhaustive par paire.
IV. MODELS CODEES
Nous allons maintenant étudier le cas général ou :
{®;0} c H{E)c o#

Pour cela rappelons un certain nombre de définition de [5].

— < notera une sous-tribu de J#, # une sous-tribu de 2, 4 une mesure
a priori sur (®, #) et u x P la probabilité définie sur I’espace produit

(©.X; # ®N) par :

VHe#  VAe¥; (uxP) (HxA)zf PY(A)u(df)
H
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— % sera dite une sous-tribu u-exhaustive de U si et seulement si J#
et A sont u x P conditionnellement indépendantes par rapport a %
(cest-a-dire: VHe A ; E,.p[H/%B] < E,.p[H/U] ou nous identifions les
tribus dans les espaces coordonnés avec les tribus cylindriques qui leurs
correspondent dans P’espace produit).

Au couple (& ; p) nous pouvons associer une famille de probabilités 27
sur (X ; A) définies par:

j PY(A)u(d0)
PL(A) = —LT VAeU VLe#? telque pL)>0
u

PL(A) = j P(A)u(dd) VAeA VLeZ telque pul)=0
(2]

Nous dirons que la sous-tribu £ est partiellement p-exhaustive par
rapport a la sous-tribu Z si et seulement si A et & sont p x P condi-
tionnellement indépendantes par rapport a 4.

Nous dirons enfin que le couple (#; £) nous fournit un model codé
du model (X; A; ©; # ; P) s’il existe une transition de probabilités P’ :
(©; %) - (X; B) telle que 6o P =P'0d"; & (resp: §’) notant I'appli-
cation identique de (X; ) dans (X; 4) (resp: de (®; #) dans (O; ¥))
c’est-a-dire si nous avons le diagramme commutatif suivant :

©; #) 25 (0;9)
Pl 1P
X5 %W —— (X; %)

THEOREME 4. — Soit g une transformation.
@ Le couple (/(g); «4(g)) fournit un model codé du model initial.

@ Pour toute mesure p-invariante par g; </(g) est partiellement

u-exhaustive par rapport a o/(g)

Démonstration.

(@ SiAe(g)nous avons PYA) = P(A) V0e®. Ainsi VAe./(g),
la fonction 0§ ~» P%A) est &/(g) mesurable.

@ o (g) est partiellement p-exhaustivité par rapport a </(g) si et seule-
ment si /(g) est une sous-tribu exhaustive vis-a-vis de la famille de pro-
babilités 2@ (cf. [5]). Montrons que VH e #/(g) la probabilité P! est
invariante par g.
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VAed VHe /(%) tel que w(H) > 0 on a:

j Plg™ . Alu(do) f PP[A]u(d0)
H __ WJH

u(H) T )

De méme, dans le cas ou u(H) = 0 on vérifie que (g‘P,*")(A) = PL’(A).
Ainsi en utilisant le théoréme 1 on voit que 2(g) est une sous-tribu exhaus-
tive vis-a-vis de la famille de probabilités 2@,

(g-Pi)YA) = Plg™!.A) = = PJ(A)

C.Q.F.D.
Nous pouvons généraliser maintenant le théoréme 4 au cas d’un groupe G
de transformations.

THEOREME 5. — Soit G un groupe de transformations.

@ Le couple (/(G); #(G)) fournit un model codé du model initial.

@ Pour toute mesure u invariante par G, ./(G) est partiellement
p-exhaustive par rapport a o/(G).

La démonstration est analogue a celle du théoréme 4.

Exemple. — Considérons n variables aléatoires réelles indépendantes
normales X, ..., X, ayant méme moyenne inconnue m et méme écart
type inconnu o :

X=R;0={0=(m;o0)} =R x R*

Sur X considérons le groupe G engendré par les transformations sui-
vantes :
g:x=(x;...x) = (x;+b;...;x,+b) (beR)
g-ix=(xy ... %) = (= xy;...;—x,)

Nous avons /(G) = A(S) ot A(S) est la sous-tribu associée a la statis-
tique S:

1 _
X o Z(xi — X)? ol X =— in et HA(G) = AX)
n
=1 . 1

ou A(Z) est la sous-tribu associée a I'application Z: 0 = (m; ¢) ~» .

Le théoréme 3 nous dit que la loi de S est indépendante de m et que S
est une statistique pu-exhaustive par rapport & = pour toute mesure p-inva-
riante par G par exemple :

u=I1xP,

ou / est la mesure de Lebesgue sur R et P, une probabilité quelconque
sur R*,
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