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Applications des propriétés de moyenne
d’un groupe localement compact
a la théorie ergodique

PAR

Mme Jacqueline CHATARD

Centre Universitaire de Saint-Denis. 93-Saint-Denis.

REsuME. — Dans un article récent [7], Templeman a étendu les théo-
rémes de Von Neumann et G. D. Birkhoff a I'action de groupes plus géné-
raux que Z ou R. La preuve n’en ayant jamais été publiée, le but de ce
travail est d’énoncer et de démontrer complétement des théorémes voisins
de ceux de [7].

Le théoréme de convergence en moyenne est démontré dans le cadre
assez général d’une famille de groupes étudiés par [5]. Pour montrer un
théoréme analogue au théoréme de Birkhoff (convergence presque partout),
il est nécessaire d’introduire une condition supplémentaire et les démons-
trations sont faites dans le cas de groupes unimodulaires.

Une généralisation des théorémes ergodiques a été également faite
dans [2], pour des groupes d’un type différent de ceux qui sont utilisés
ici.

SumMARY. — The present note deals with extension of the ergodic
theorems of Birkhoff and Von Neumann to general dynamic systems
(Q, G) [Q compact, G amenable group of homeomorphisms of Q.

NOTATIONS

G étant un groupe topologique, on notera par e ’élément neutre de G,
par A(g) la valeur au point g de la fonction modulaire de G.

Pour tout espace E, V est la fermeture de V = E, A A B est la différence
symétrique des sous-ensembles A et B, 1, est la fonction caractéristique
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de I'ensemble V, V¢ est le complémentaire de V dans E. Si E est un espace

vectoriel topologique, E* son dual, on notera o(E*, E) la topologie faible
sur E*,

I. PROPRIETES
DU GROUPE DE TRANSFORMATIONS G

On se donne un groupe G localement compact. % est la tribu des boréliens
engendrée par les ouverts de G, A une mesure de Haar a gauche sur G.
On suppose que G posséde la propriété (P) suivante :

Il existe une suite { H, } de boréliens de G, de mesure finic non nulle,
telle que

JgH, AH,]

lim =0, VgeG.

n= oo )“[Hn]
Nous allons préciser les propriétés de G si 'on a (P).

DEFINITIONS 1. — Soit CB(G) 'ensemble des fonctions continues bornées
réelles sur G muni de la norme suivante

1Sl =sup]| flg)]
geG

1) Moyenne. — Une moyenne m sur CB(G) est une forme linéaire
positive continue, telle que m(1) = 1 ou 1 représente la fonction constante
égale a 1 pour tout g. On a ||m|| = 1 et I'ensemble .# des moyennes sur

CB(G) forment un sous-ensemble convexe faiblement compact du dual
de CB(G).

On pourra donc toujours représenter m par une mesure additive régu-
liere bornée définie sur ¢ ([4], chap. IV).

2) Moyennes finies. — Soit §; la moyenne définie par §f) = f(s), se G
pour tout f € CB(G) (Mesure de Dirac en s).
On appelle moyenne finie toute moyenne de la forme

m =Zai63i o; réel positif Vi, Za,- = 1.
i=1 1
Dans I'espace vectoriel (CB)*(G) muni de la topologie faible, les moyennes
finies forment un sous-ensemble dense de I'ensemble .# de toutes les
moyennes [2].
3) Une moyenne m est dite invariante a gauche si m[, f1 = m[ f] pour tout
g€ G, ou on définit ,f par ,f[t] = flgt], VieG.
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4) Un groupe est dit moyennable s’il existe une moyenne invariante
sur CB(G). Une étude détaillée de tels groupes est faite dans [6]. Exemples :
groupes compacts, groupes abéliens et résolubles, et leurs extensions com-
pactes.

THEOREME 1. — Si G posséde la propriété (P), G est moyennable et

A

UH" engendre G (voir [3]).

1

1H;

J
AH))
Notons L,(G) I'ensemble des fonctions intégrales sur G muni de la norme

1) Pour tout j, soit ®; =

Wil = L | £(2)] dAg)
Alors ®;eL,(G) et I'on a:

llg®; — @;ll,
Pour tout f e CB(G), posons:

_Mg"'H;AH)
- AH)

<Dy, > =J @;fdA
G
c’est une moyenne sur CB(G) car on a

D, f>=20 si f=0
(0, 1y =1

On définit, en prenant tous les Hj, une suite de moyennes m; contenues
dans .# qui est faiblement compact. On peut donc en extraire une sous-
suite m;, convergente vers un point m de /.

Montrons que m définit une moyenne invariante.

On a, d’aprés l'invariance a gauche de A,

UL Hg=1P5 — Dyl

l fmj fai - fcb,(gf)dz

D’ou

)'[Qij A ij] —
A[H,

Jk

tm(f) = m(f)| = lim || fI

Le groupe G est donc moyennable.

2) Soit [G] le sous-groupe de G engendré par U H,.
1
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Si G—[G]#6, il existe un ge G — [G] et par suite pour tout n,
gH,nH,=0.
Alors A[gH, A H,] = 2A4(H,). Par suite pour cet élément g,

AlgH, A H,]

= A 4
Ay 2"

ce qui est en contradiction avec (P).

DErINITIONS 11

1) Soit X un espace topologique, G un groupe topologique. On dit
que G opére continiiment dans X, si les conditions suivantes sont vérifiées.

a) X est muni du groupe d’opérateurs G, autrement dit X est muni
d’une loi de composition externe (g, x) — gx telle que g-(tx) = (gt)x et
e'x = x pour g, t dans G et xe X.

b) L’application (g, x) > gx de G x X dans X est continue. Ainsi,
pour tout g e G, l'application x — gx est un homéomorphisme de X sur
lui-méme.

2) Si X est un espace vectoriel topologique localement convexe sur
lequel G opére contindment, on dit que l'application (g, x) — gx de
G x X dans X est affine si glax + (1 — a)y] = agx + (1 — a)gy, x, ye X,
pour tout 0 < a < 1.

Si cette propriété est vérifiée pour tout ge G, on dit que G opere sur X
de maniére affine.

3) On dit qu'un groupe G a la propriété de point fixe si, lorsque G opére
de mani¢re affine dans un sous-ensemble convexe compact K d’un espace
topologique localement convexe, il existe x, € K tel que gx, = x,, Vge G.

THEOREME 1. — G moyennable — G a la propriété de point fixe [3].

Démonstration. — Soit K un ensemble convexe compact d’un espace
vectoriel topologique localement convexe E, sur lequel G opére continii-
ment et de maniére affine.

Soit xo € K, | un élément du dual E* de E.

L’application g — { gxq, | > est continue et comme gx,e K, qui est
compact, elle est bornée.

Soit Tl cette application. Tle CB(G). Etant donnée une moyenne inva-
riante me .# on sait donc définir ( m, Tl ).

L’application | — {m, Tl est linéaire. On peut donc poser

(m, TI) =<LT*m, 1) ;

T*m est un élément du dual algébrique E*' de E*. L’espace E étant séparé,
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il s’identifie & un sous-espace de E*’, si on identifie un élément x€E, a

la forme linéaire X sur E* définie par X(¢) = ¢(x), ¢ € E*.
Dans ce qui suit, on munira E*' de la topologie faible o(E*’, E¥).
Le probléme est de montrer que T*m est un élément de K invariant par G.

1) K convexe compact de E, considéré comme sous-espace de E*’ est
l'intersection de tous les demi-espaces fermés limités par les hyperplans
d’appui de K et contenant K. Pour tout [ de E*, il existe donc un a tel que

{(gxp, 1> <a VegeG

On en déduit que (T*m, > = {m, Tl) < a et par suite que T*me K.
2) T*m est un point fixe de G.
Supposons démontré :
a) JdTol = T*[;m]
Ceci entraine la proposition si m est invariante 4 gauche.
La relation a) est vérifiée si m = §,, go€G.
Ona [§,] = 4§, et avec les notations de la premiére partie du théoréme

T*[0,,] = goXo
en effet

CTHBgy)s 15 = <8y TI) = (goxo, 1>
On en déduit que
8T*(8,,)] = ggoXo = T*[gd,,]
La propriété a) est vraie pour toute moyenne finie.

Ceci se déduit de ce qui précéde en utilisant la linéarité de T, et le fait
que G opére de maniére affine sur E.

La propriété a) est vraie pour tout m.

En effet 'ensemble des moyennes finies est faiblement dense dans m
et les transformations m —» T*metm — ,m sont continues, pour tout g€ G.

Remarque. — Le point T*m dépend du point x, choisi dans K. Si on
pose T*m = M(x,) on remarque que lapplication x, — M(x,) est une
application affine de K dans lui-méme.

II. APPLICATIONS A LA THEORIE ERGODIQUE
On se propose dans ce chapitre d’utiliser les résultats de I pour démontrer

un théoréme analogue au théoréme de convergence en moyenne dans L?
de moyennes ergodiques.
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Soit X un espace compact métrisable. Z la tribu des boréliens de X.
G est un groupe localement compact possédant la propriété (P), qui opére
continiiment sur X. ¢ est la tribu des boréliens de G, 1 une mesure de
Haar a gauche sur 4.

On définit sur 2 une mesure P invariante par G:
P(g"!A) = P(A), VAeZ, VgeG.

Une telle mesure existe toujours puisque G est moyennable (théoréme 1)
et X compact. On prendra P telle que P(X) = 1. On supposera en outre
que G est & base dénombrable de sorte que la tribu produit 4 x & est
identique a la tribu des boréliens de G x H. L?(X) (resp. L?(G)) désigne
I'ensemble des fonctions de puissance p*™ intégrable sur X (sur G) que I'on
munira de la norme usuelle

1/p
s, = [Llf(X) I"dP(X)} .

%(X) est 'ensemble des fonctions continues sur X muni de la norme de
convergence uniforme.

THEOREME II1. — 1° Pour tout p, 1 < p < o0, la suite

: 1 .
M,(f) = A L" flgx)dig)  feL,(X)

converge en moyenne d’ordre p vers une fonction M(f) de L?(X).
2° L’application M de L*(X) dans lui-méme qui a f fait correspondre M( f)
est telle que

Ma=aM =M?2=M VaeG.

3° Quel que soit F e a, invariant par G (¢ =1k VaeG)

J h(x)dP(x) = J M(h)x)dP(x)  heLY(X)
F F

(la notation p. p. signifie presque partout ).
Si F est la sous-algébre des invariants de Z, on a donc M(h)=EZ(h)
(espérance conditionnelle ).

LEMMES PRELIMINAIRES

LEMME 1. — Soit f e LX(G), 1 < p < 0. L'application de G dans L?(X)
définie par g — ,f est continue.
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La mesure P étant invariante par G, il suffit de montrer la propriété
au point e (¢€lément neutre de G).

Ve >0, ke ¥(X) tel que || f— k||, <e.

k étant continue sur X compact est uniformément continue.

Par suite, pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage V de e tel que pour tout
geV ||k —kll, <e et alors a cause de Pinvariance de P

Wof =Sl S Wgf — kll, + 11k = kll, + 11k = f1l, <3¢

LEMME 2. — Soit feL?X), 1 € p < oo. Pour tout he LY(X),
G+em)
_— + — = 1 ;
P 9

g~ j S (gx)h(x)dP(x)
X

Papplication

est continue et bornée par || f ||, || h|l,
Ceci résulte immédiatement de I'inégalité de Holder et du lemme 1.

LEMME 3. — Si f est Z-mesurable, la fonction s: G x X — R définie
par s(g, x) = f(gx) est ¥ x X mesurable.

Soit E un ouvert de X, et h 'application de G x X dans X définie par
h(g, x) = gx-h est continue, par suite h™}(E) est ouvert dans G x X et
par suite appartient 3 4 x 2. Comme on a

o o]

h_I[QE"]:Qhﬂ‘E”’ BHE) = B et hTH@) = O,

il en résulte que si Ee %, hm (E)e ¥ x &.
Soit alors E={y; f(y) <a}, h"Y(E)={(g, x)| flg, x) < a }, f étant
Z-mesurable, on en déduit que (g, x) —» gx est ¥ x Z mesurable.

Remarque. — Dans [2] et [7], Papplication (g, x) — f(gx) est supposée
G x X mesurable si f est mesurable. Il est alors inutile de faire une hypo-
thése supplémentaire concernant la tribu produit ¢ x 2 comme il est
fait ici dans l'introduction.

LEMME 4. — Si fe LX), 1 < p < oo et si se LY(G), alors lintégrale
X — J S (gx)s(g)dA(g) existe pour P presque tout x, et définit une fonction
G

dans L?(X) de norme inférieure ou égale a || f || ol sl

ANN. INST. POINCARE, B-VI-4 22
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1 1
D’aprés le lemme 2 on sait définir, si he LYX), — + — = 1

>

JG . | f(gx)h(x)s(g) | d(2 ® P) = L I's(2)] [J | f(gx)h(x) | dP(X)}dl(g)

La fonction (g, x) — f(gx)s(g) est ¥ x & mesurable (lemme 3) et par suite,
d’apres le théoréme de Fubini, pour P presque tout x ’application

g — f(gx)s(g)

est %-mesurable et on a:

J [j f (gX)S(g)dl(g)}h(x)dP(X)
X G

< L s L | f(gx)h(x) | dP(x)d(g)
<Usl SNl RT,  VheLYX)

Ceci montre que pour P presque tout x, x — J f(gx)s(g)d est dans
G

L#(X) et que sa norme dans L?(X) est majorée par || f ||, I s ||

Démonstration de la premiére partie du théoréme.

1. SUPPOSONS TOUT D’ABORD | < p < o0

Soient f un élément fixé de LA(X), 1 < p < oo, || f ||, = r sa norme,
0(f) ={.f:aeG}, K, Ienveloppe convexe de O(f), K—, I’enveloppe
convexe fermée de O(f). Pour 1 < p < oo, LP(X) est un espace réflexif,
donc la boule B(0, r) = { 9 e L’X) || @ ||, < r} est faiblement compacte.
0(f) est contenue dans B(0, r) car || fIl, =1l fll,, YaeG. Par suite
K, = B(0, r) et K, est faiblement compact.

a) Il existe dans K, un point fixe sous action de G. — En raison du
théoréme 11, il suffit de montrer que G opére continfiment et de maniére
affine sur K.

LP(X) étant complet, K_fe LP(X). Or I'application (g, ¢) = ,¢ de G x LA(X)
dans LP(X) est continue, en raison du lemme 1, car on a
”g(p - gg(pO ”p < “g(p - go(p Hp + || @ — Qo Hp

Drautre part on a, si ¢ appartient a K,

¢ :z’li[a.uf]’ 2 >0, z}».‘ =1, 4eG
T
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et pour tout ge G
Px) = ZAl,, fNgx) = zii oo )x) = Zl.—(aig.f )(x)
1 I

ce qui montre que ,0 € K, et que G opére de maniére affine sur K, et
par suite sur K.

b) Détermination du point fixe. — On conserve ici les notations du théo-
réme II.
Pour tout [ e LYX), I'application T! définie par

g~ J f(@0)l(x)dP(x) = {4 f, 1> = Tl(g)

est continue et bornée par || f ||, ]|,
Considérons les moyennes m; définies comme dans le théoréme I par

1
—_— d ) CB(G
myp) = AH) <P(g) (&) @eCB(G)
on a ici:

{m; Tl) =

A(H) [ J f(gX)l(X)dP(X)]

T dig), 1
T Jy, /90 >

cest-a-dire { Ty, 1> d’aprés le lemme 4. D’ou

1

Tk = f fdA(g)
TOAMHY) Ju,f

qui est donc dans K. L’ensemble des moyennes .# étant faiblement com-

pact, on peut extraire de la suite { m; } une sous-suite { m; } convergeant

faiblement vers une moyenne m invariante et 'on a:

(TE 1> ={(m Tl) = 11m <m1k,Tl> = 11m CToo 1>
= (klxm e 1D
par continuité sur L, muni de la topologie faible. On en déduit que de

la suite { T} } on peut extraire une sous-suite convergeant faiblement
vers un ¢lément T, de K f. En outre T¥ est invariant par G (comme m).

¢) Autre notation. — Si on veut mettre en évidence la relation entre
Ty, et f, posons T, = M f).

J
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L'application f— M, f est linéaire de L#(X) dans Kf et | M, f ||, <I| /|-
On a en outre la propriété suivante

lim IMf)=M(N)ll,=0  VaeG
En effet un calcul facile montre que I'on a

AMaH; A H;
M) = M, <11 f ||,,(al—(’H_)—’)

On posera de méme M(f) = T*m. D’aprés ce qui précéde M(f) est limite
faible d’une sous-suite extraite des M /).

d) M(f) est limite au sens de la norme de L? (1 < p < o) des M;(f)
(il est donc indépendant de la sous-suite M #(f) qui a permis de le définir).

D’aprés ce qui précede M(f)eK f.

Par suite Ve > 0, Ive L (X) avec

“U||p<8) ai>0 a'=1, aieG

i
iel

tels que

M(f)=v +zai[aif]

et par suite
M(f) - f=v +fo.-[a.-f—f]-
iel

Appliquons I'opérateur M; aux 2 membres. M(f) étant invariant par G
M,IM(f)] = M(f), Vj et d’autre part || M{v) ||, < .
On a donc

IM(f) = M, <e +zaill Mya;f) = M{N1l,
iel
La propriété des M(f) démontrée dans c) entraine alors

Lim ]I M(f) = Mj(N)ll, <&

2. Casou p=1
L%(X) est dense dans L*(X) par suite,

V/el!(X), Fpel*X) telque || f- o]l <¢,
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et d’aprés ce qui précéde

lim || M(¢) — Tx)dA(T =0.
lim || M(¢) ) @(Tx)dA(T) .
On en déduit, a cause de I'inégalité de Schwarz, que
lim || M(¢) — (Tx)dAT)|| = 0.
L TR 1
D’autre part
I M,(f) — M, (@) |I1
. .
= f(Tx) — tp(TX)]dl(T)'dP(X) <l f-ell.
L M) ), [ f= el

On a donc

IM(f) = M(N 1 S IIMf) — M(@) I, + [| My(@) — M(o) [l
+ [IM(9) = M(@) [I; + [ M(9) - M (],

et ceci montre que la suite M,(f) est une suite de Cauchy dans L(X),
donc converge vers un élément M(f) de LY(X).

Démonstration de la derniére partie du théoréme.

2) a été montré au cours de la démonstration de 1). Pour montrer 3),
soit F un sous-ensemble invariant de %.
Alors {1 = 1. p.s. VTeG

r~

(1gh(x)dP(x) car-P est invariante par G

J h(X)dP(X)
F

JXxX
n

= | 1e(x)zh)(x)dP(x) =j (rh)(x)dP(x)
X F

et par suite

1 " . 1
hdP = hdP |dA = hdl |dP
L AH,) HUF ] o L [A(H") J - ]

et en passant a la limite

f hdp = j M(h)dp.
F F

Cette formule permet de définir M(h) comme un représentant de I’espé-
rance conditionnelle E*(h) si & est la sous-algébre des invariants de Z.
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III. ETUDE DU THEOREME DE CONVERGENCE
PRESQUE SURE DE MOYENNES ERGODIQUES

On reprend les hypothéses précédentes avec les conditions supplémen-
taires suivantes (P,)

1) AH,H, ') < KAH,), Vn, avec K constante > 1.

2) UH,,zG.

3) Les H, forment une famille croissante.

Conséquences. — Le groupe G est unimodulaire.
En effet soit A la fonction modulaire de G.
A[H,g] = A(g)A[H,]. Prenons geH, !, alors H,g « H,H; ! d’ou

A(g)A[H,] < A[H,H, '] < KA[H,]

et par suite A(g) < K. Comme les H, recouvrent G, quel que soit g, il existe
notelque g~' e H, et parsuite ge H,.'. Donc quel que soit g € G, A(g)< K.
En particqlier, VneZ", A(g") = [A@)]" < K, ce qui implique A(g) < 1,
1
et comme A(g”') = —— < 1,onabienA(g) = 1, VgeG.
Alg)

Remarques.

a) Hy'H, = {heG: hH,nH, # 0 }.

b) Si la suite { H,} posséde les propriétés (P) et Py, la suite {aH, }
posséde ces propriétés, pour a fixé dans G.

En effet
AlgaH,) AaH,] Ala"'gaH, AH,] .
= si n — oo.
AlaH,] A[H,]
En outre

Al(aH,)aH,)™ '] < KAi[aH,).

On pourra donc choisir sans hypothéses supplémentaires une suite {H,}

telle que e e H, pour tout n et dans ces conditions, pour tout sous-ensem-
ble A de G, H,A o A.

Exemples de groupes moyennables possédant la propriété (P,).

— Tout groupe compact (on prendra H, = G, Vn et K = 1).

— Tout groupe abélien g-compact (voir [4]). Dans R” la famille de
paves de centre 0 et de coté 2n peuvent étre pris pour H, et alors K = 2",

— Soient G et T deux groupes possédant les propriétés (P) et (P,) avec
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respectivement les suites { H, } et { V, } et les constantes K, et K, le pro-
duit G x T, muni de la mesure produit A ® p posséde les propriétés P
et P, avecla famille d’ensembles { W, } = { H, x V, }etlaconstante K ;K,.
— Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe compact
distingué de G. Si G/H posséde les propriétés (P) et (P,;), G posséde les
propriétés (P) et (P,). En particulier si 'on a G = MH, M sous-groupe
fermé de G, H compact, G posséde les propriétés P et P,, si M les a.

THEOREME IV, — Soit f € LY(X) & valeurs dans R*.

Posons
1
F(x) = sup f f(Tx)dAT)
n AMH,) Jn,
K .
P{xlF(x);a}S—JAf(x)dx o > 0 donné

o Jx

LEMME PRELIMINAIRE. — Soit ¢ une fonction d valeurs réelles positives

sur G, 9 mesurable, intégrable sur chaque H,. On suppose que ¥he G,

soit @(h) = a,
soit, si @(h) < a,

L @(Th)dA(T) > Ka

sup
n<p l(H")
Alors
j @(T)dAT) > aA(H,H; )
HpH;!
Démonstration du lemme. — G étant unimodulaire
@(Th)dA(T) = J T)dA(T).
A Ju, )dA(T) A Jhin @(T)dA(T)

On construit une famille # d’ensembles disjoints H,h; he H, ', formant
un recouvrement partiel du sous-ensemble de G ou ¢(h) < a, de la maniére
suivante :

Soit tout d’abord

F o : une famille maximale d’é¢léments disjoints de la forme H,h, he H, ',
vérifiant

TR s @(T)dA(T) > Ka, (1)
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puis &, une famille maximale d’¢léments disjoints de la forme H,_,h,
heH, ', ne recoupant pas les précédents et vérifiant

1
_— o(T)dMT) = Ka.
AH,_ k) L
 , une famille maximale d’éléments disjoints de la forme H,_,h, he H; ',

vérifiant une condition du type (1) et ne recoupant pas les éléments des
familles précédentes.

On note par & 'ensemble de toutes ces familles. On a U H,hcH H,
7

A tout élément H,h, on peut associer I'élément H, 'H,h qui est bien
défini, et contient H,h.
Soit
A=0UH,'H,h |HheF A'=HH,'-A
On a
UHhnA"=0® A'UA=HH,'UA>HH"

Pour tout he A’, p(h) = a. Supposons le contraire et soit h, un point de A’
tel que @(hy) < o

Par hypothése il existe un r, 0 < r < p tel que

A(H,ho) jl-hho PR = K

et H,h, n’appartient & aucune des familles %, précédentes, donc il existe
un H h, m = r tel que Hhon H,h # ® et par suite

hoe H 'H, h < H,'H,h = A

D’out une contradiction.
On peut alors écrire :

j o(g)dAMg) ZJ @(g)dMg) +y o(g)dNg)
HpH; ! UH,h A

F

> aKz/x(Hmh) + al(A’)

K

AH,, "H,h)

H,h) >
MH ) > =
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Donc

j P(g)dAg) = azl(H; 'H,h) + aA(A")
HpHp !

> al[UH,;‘Hmh] + wl(A) > wA(H,H; ")
g

Démonstration du théoréme. — Soit f € L(X), a valeurs dans R*.

Posons F,(x) = sup f(Tx)dAT)

n<p AH,) Ju,
D,={xeX|F,(x)>a}
D={xeX|F(x)>a}

OnabD,,, oD, uD,=D.
Définissons une fonction G, par

G,(x) = f(x) si xeD,

sup [% f(x):l i x¢D,

et soit
D}, = {x: f(x) = G,(x) }
On a
D, 5D, G,x)>/(x) et G,,(x)=f°é- sur X — D),

D’ou

i hxeD G (Thx)dA(T) >

si hxeD, 325),(H,,) L” A Thx)dA(T) = o

si hx¢D, G,,(hx)?%

D’aprés le lemme 4, premiére partie, si G, appartient a L'(X), pour P
presque tout x, I'application g — G (gx)ly (g) est ¥-mesurable et 'appli-
cation du théoréme de Fubini montre que

L L G, (gx)dAg)dP(x) = AH,) || G, ||}

On en déduit que pour P presque tout x, la fonction g — G (gx) est inté-
grable sur chaque H, ; en outre elle vérifie les hypothéses du lemme.
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Par suite on a:

J G,(Tx)dA(T) = — A(H,H, ")
H H;!

Al R

pour P presque tout x.
Intégrons par rapport a x les deux membres'de cette inégalité.

o dP(x)
E P(x) < Lm jHPH;l GP(TX)dA(T)

1

= W J‘HPH;’ dA(T) L G ,(Tx)dP(x) = J‘x G ,(x)dP(x)

Mais d’aprés la définition de G on a:

j G, (x)dP(x) = j S(P(x) + = [P(X) - P(D})]
X D} K

On en déduit, que pour tout p,

P(D;) < £ f S (x)dP(x)
o Jx

Sip - o,Dj, — Dencroissant, eta la limite on a

K
PD) < — J f(x)dPx

X

THEOREME V. — Soit f une fonction de L'(X), d valeur dans R*

a) P{x:F(x)>a}< x j f(x)dP(x)
« {x:r(x)z

b) J. F(x)dP(x) < Z[P(X) + KJ f(x) log* f(.\')dP(x):|,
X X

oulog® f(x) = max [log f(x), 0].

27pK
c) FP(x)dP(x) < 1 fPdP(x) l<p<w
X p—
Demonstration de a). — Posons
gx)=f(x) si f(x)> ; ; g(x) = 0 autrement.
On a o
0<f<g+=.

2
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Soit

G(x) = sup

P S J g(Tx)dA(T).

Alors

F(x) < G(x) + ;

o 2K
P{x:F(x)>a} < P{X:G(X)>§}<7 J g(x)dP(x)
X
2K

& {X:f(.\')z-g}

f(x)dP(x)
Démonstration de b). — Posons

D*a) = {x:F(x) = a} D)= {x: f(x) = a}
On a

J F(x)dP(x) :J P(D)da
X 0

2 02
= J P(D¥)da +J P(D*)da < 2P(X) + f P(D,)da

0 2 2

ou da correspond a la mesure de Lebesgue sur R.

([ f(x)dP(x)

J P(D})da < 2K da d’aprés le théoréme I
2

= 2K lD(%>(x)dP(x)da

J2 JX

~xk | ﬂ%)ln(b)(x)dP(x)db

J1 JX

r max f(x),1 db
=2K | f (X)J flx), 1—
X 1 b

J
~

=2K | f(x)log* f(x)dx.
X

Y

ol log® f(x) = max [log f(x), 0].

Démonstration de c).

F(x) 0
f [F(x)]PdP(x) = pJ <j a”“da)dP(x) = pf a?~ 'P[D*(a)lda
X X

0 0

< 2pK jwa””(j f(x)dP(x))da = 2pK Jmap‘z[J f(x)lD(a)dP(x):|da
» 0 D(i’) 0 X 2

2
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ou par changement de variable

= 2pK jwb"_z J' S (X)1p)(x)dP(x)db
0 X

J(x)
= 2"pKf f(X)[ j ( bv-Zdb}dP(x) Y Kj Lf (olPdP(x)
X 0 p-—1 X

THEOREME VI (Birkhoff). — Soit fe LY(X), a valeurs positives,

1
M(f)x) = ) J f(Tx)dA(T)
L) JH;

Les M{(f) convergent presque siirement vers M(f).

Posons f; = M(f).
Il s’agit de montrer que lim sup f; = lim inf f; presque strement.
J J

Draprés la premiére partie, la suite f; converge en moyenne d’ordre 1 vers
une fonction M(f) = f* telle que pour presque tout ge G, f*(gx) = f*(x)
pour presque tout x.

2

€
Ve>0 ANEn>N= f(x)=0(x)+f*x) avec ||o]|, < X
Soit

@) = M, ¢ [I(x) = J | (Tx) | dA(T).
_ H,

A(H,)

Le théoréme IV implique que

K
P:{x:sup @, (x) > ¢} <;I|<P|I1 =¢
et par suite
sup @(x) < ¢

sur un ensemble E de mesure P(X) — ¢.
D’autre part, sur E

M =) + M)
fim M,(£)(x) < Tim M,(@)() + /*(x) < & + /*(x)

— lim M,,(£)(x)'= Tim M,[(— f),(0)] < & = f*(x).

Par suite
Tim M,[f(x)] — lim M, [(f(x)] <2  VxeE
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On va montrer dans un lemme que
Tim /() < Tim M, [£,(x)]
lim f,(x) > lim M,/,(x)]
Dans ces conditions

Ve>0 Tim f,(x) — lim f(x) < 2¢

sur un ensemble de mesure P(X) — &.
La convergence presque siire en résulte.

LEMME
1) VheG, Hn" fi(hx) = ﬁ fix)
2) fim f,(x) < Tim Mu[f(x))

1) Si G est compact, H, = G, f,(hx) = f(x)Vh.
Si G est non compact, lim A(H,) = + oo.

Julhx) = D) Jun J(Tx)dA(T)
H, = (H, ~ H,h) U (H, — H,h)
par suite
1 1
= Tx)dAT Tx)dA(T
9= o TR+ 55 Jy TN
1
Jol%) < filhx) + A(H,,)” BAIPE

Faisons tendre n vers 'infini

IEAIR
AMH,)
En refaisant des calculs identiques, & partir de I'égalité

Hh=H,nHh v H}I - H),

- 0 si n— 0.

lim f,(x) <Tim f,(hx)

on obtient I’égalité cherchée.

2) lim M,[£,(x)] = lim T £ATx)dA(T)
m) JHm
<3 L" fim fu(TXMAD) = 50 | Tim SulX)dA(T) = Tim £,(x).
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Les inégalités correspondantes se démontreraient de la méme manicre
avec des limites inférieures.

Je prie M. Avez de trouver ici le témoignage de ma gratitude pour

l'aide et les encouragements qu’il n’a cessé de m’accorder pendant ’élabo-
ration de ce travail.
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