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Nous n’étudierons dans ce chapitre que les sous-tribus exhaustives et
minimales exhaustives sans nier 'importance et I'intérét des statistiques
exhaustives et minimales exhaustives, il nous a semblé utile, dans une
premiére étape, de rassembler et d’approfondir les résultats épars dans la
littérature statistique sur les propriétés des sous-tribus.

Nous n’utiliserons pas ici de propriétés de mesurabilité de I'espace des
parametres ©. Aussi, adopterons-nous la notation (A, &7, #), ou (A, )
désigne un espace mesurable et 2 = {P} une famille de probabilités
sur (A, o).

II.1. SOUS-TRIBUS EXHAUSTIVES

A. DEFINITIONS ET PROPRIETES
a) Généralités.

Soit (A, &) un espace mesurable et 2 une famille de probabilités sur
(A, ).
Soit # une sous-tribu de .«7. " désignera la tribu complétée de # pour
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la mesure P et # la complétée universelle de # pour la famille 2 cest-
a-dire:

27 =\

Pe?

On supposera que </ est 2-compléte, c’est-a-dire of = /2.

DEFINITION 1. — On dit que %, est une sous-tribu de 4, presque siire-
ment par rapport a la famille £ et on note:

Bo= B, (7]
SiVBye%,, HBIGQl tel que:
VPe2 P(ByAB,)=0
Ce qui est équivalent a:
9?95’ c #7

Remarque. — Si on m’avait pas supposé & = /7, on aurait, dans la
définition précédente, imposé B, A B, € .o/.

b) Espérance conditionnelle.

DEFINITION 2. — Soit X une (ou une classe de P-équivalence de) variable
aléatoire réelle positive sur (A, <), 'espérance conditionnelle EZX de X par
rapport a la sous-tribu # de .« est la classe de P-équivalence des variables
aléatoires X'#-mesurables telles que:

j XdP:J X'dP, VBea.
B B

ou

JXZdP = jX'ZdP% V Z#-mesurable,

positive P, désignant la restriction de P a (A, £4).
Vp > 1E{ est un projecteur de 7% (A, o/) ou de L% (A, o, P) dans
LE(A, 8, Py).

LEMME. — Soient (A, /) un espace mesurable, Q et P deux probabilités
sur (A, ), telles que Q soit absolument continue par rapport a P,
dQ

EGLL(A, o/, P) la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport a P.
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Soit # une sous-tribu de /. Les deux propriétés suivantes sont équi-

valentes.
1. VY v. a. i positive définie sur (A, /)

EZY < E2Y
dQ .
2. IXe P tel que X soit #-mesurable.
Démonstration.

1 = 2 Soit X’ 4Q
oi €——ona:
dp

VBGQJ X'2dP = f X'dQ = j EZX'dQ,
B B B

d’aprés ’hypothése
EZX’' < EZX’
d’autre part

d
Qq _ EZX’
dP,

donc

VBGQJ

B

X"2dP = J (EZX')2dP,
B
C’est-a-dire
(E#X)? = EgX’2

donc X’ e EZX’ ce qu'il suffisait de montrer

2 = 1 Soit Y un v. a. r. positive définie sur (A, /) et soit Ze E?Y.
On a:

VBGQJ ZdQ = jZlBXdP
B

1gX étant #-mesurable on a:

J ZdQ = leBXdP = f YdQ
B B

donc Z€ EJY. On a bien montré que EFY < EZY.

ANN. INST. POINCARE, B-V-4 20
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¢) Sous-tribus exhaustives ; sous-tribus exhaustives minimales.

DEFINITION 3. — Soit (A, 27) un espace mesurable, 2 une famille de pro-
babilités sur (A, &/); %4, une sous-tribu de .o, est dite exhaustive pour
(A, o, P)si:

VXe2iA o) \EZX # O

Pe?

PROPOSITION 1. — T'ransitivité de 'exhaustivité. — Si 8, est exhaustive
pour (A, o, P) et si B, est exhaustive pour (A, By, Pg,), alors B, est
exhaustive pour (A, <7, 2).

Démonstration. — Cela résulte de :
EZ'[EZX] = EZ'X
PrOPOSITION 2 (d’aprés [4]). — Soit { %, },.n une suite de sous-tribus
de o/ exhaustives pour (A, &, 2).

1. Si la suite {4, } est monotone décroissante, alors mgi,, est exhaus-
tive pour (A, &, ). n

2. Si la suite {4%,} est monotone croissante, alors la tribu \/%n
engendrée par la famille { 4, } est exhaustive pour (A, &, 2). n

Démonstration. — Soit Xe L% (A, ); VPeP, X est P-intégrable.

Vne N choisissons Y,,emEff"X.
Pe?
VPe?, {Y,, 8, P} forme une martingale équi-intégrable. La propo-
sition en résulte.

LEMME 2. — Soit (A, ./, P) un espace probabilisé¢, #, et #, deux sous-
tribus de ./ contenant chacune les ensembles de P-mesure nulle de .o/.
Soit € = B, N #B,. Soit { B, }.n la suite de sous-tribus définies par:

B, si n=2p+1
B, = .
A, s n=2p

Soit Xe ZX(A, /) et {Y,} la suite de v. a. définies par:
Y,eEZ&X, Y, eE2Y,_, nz=2.
Alors lim Y,e E’X.
Démonstration. — X e L%(A, o) donc Xe Z*A, o, P). Dans
L3(A, o, P)
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EZ: est le projecteur orthogonal I1, sur L3(A, 4, P4 ), EF* celui sur
L3(A, #,, Pg).
11 suffit de voir que le projecteur (I1, o I1,)" converge vers le projecteur

orthogonal de L%(A, €, 2).

PROPOSITION 3. — Soit (A, .o/) un espace mesurable et 2 une famille de
probabilités sur cet espace; soit 4" la tribu engendrée par les ensembles
P-nuls de . Si B, (ou 4,) contient 4 et si £, et B, sont exhaustives
pour (A, &, #), il en est de méme pour € = %, N %B,.

Remarque. — Si # est #-compléte alors # contient 4.

Démonstration. — Supposons A" < &, ; définissons { 4, } comme dans
le lemme précédent et {Y,} par
si Xe YA, A):

Y, el JE#X, Y,ef )EEX

PeP Pe?

Soient Y et Z définies par:

lim Y,,, () si la limite existe
Y(w) = {" ”
0 sinon
lim Y, ,(w) si la limite existe
Zw) = {pw
0 sinon

Ona
YeZ*A, 4,) et Ze LN\, B,)

Considérons #° et %
D’aprés le lemme 2
VPe2 lim Y,e EZn#X

Ce qui entraine que {w|Y(w) # Z(w) } e &
Puisque 4/ < %, Y —Z est #,-mesurable et aussi Z=Y + (Z - Y).
Z est donc #, N %, mesurable et :

VPc? ZeEZn*:
VPe?  ZeEPn™[EJIn"X]
Donc VPe? ZeEZ2n?2X

et B, N A, est exhaustive.
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COROLLAIRE. — Si { %, } est une suite de sous-tribus exhaustives pour

(A, o, P) et telles que & < 4, alors m%’" est exhaustive.

n=1

Démonstration. — On applique la proposition 3 pour montrer que

est exhaustive pour (A, </, 2) et ensuite la proposition 2 a la famille { €, }.

DEFINITION 4. — Soit (A, &, P), #* sous-tribu de o/-est dite minimale
pour (A, o, 2)si VY % exhaustive pour (A, &, 2), on a B* = B[P).

d) Cas d’une famille 2 dominée.

Supposons la famille 2 de probabilités sur (A, /) dominée par une
mesure o-finie. Ceci est équivalent (1) a 'existence d’une sous-famille dénom-
brable 2* qui lui est équivalente, c’est-a-dire :

(VAeA)(VPeP*P(A) =0) = (VPe2P(A) = 0)
Soient (P)),.n, les €léments de 2*, et (a,),.y une suite de nombres positifs

dont la somme est égale a 1, alors P, = ) a,P; est une probabilité équi-
valente & 2. eN

THEOREME 1. — Soit (A, .2/) un espace mesurable 2 une famille de pro-
babilités sur cet espace, dominée par une mesure o-finie et P, une proba-
bilité équivalente & 2.

Soit # une sous-tribu de /. Les deux propositions sont équivalentes :

(1) # est exhaustive pour (A, &, P)

dpP
2) VPe2 BXPEE— tel que Xp soit #-mesurable.
0

Démanstration. — D’aprés le lemme 1, la proposition (2) est équivalente a :
(3) VPe# YeZL3(A, ) E2Y < EFY
2) = (1) En effet (3) entraine que

Yezi(A o) EEYc( |EFY

Pe?

mEf,’Y est non vide, donc # est exhaustive.

Pe2?
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1) = (2 Soit Ye ZR(A, &)

VBe % J YdP, = Ea,. J YdP, = Za,f EZYdP,,
B B
ieN ieN

En supposant la tribu # exhaustive, choisissons

vel \EsY

Pe2
On a
J YdP, = J Y'dPg 4
B B
donc
Y'e EﬁY
et

EPYNEZY # ¢ VPe2?
P étant absolument continu par rapport & P, on a nécessairement :

EZYc EfY VPe?

COROLLAIRE 1. — Si # est #-compléte,

P
VPe?, VX,e'o
€ P€ P,

Xp est #-mesurable.

COROLLAIRE 2. — Soit £ une famille dominée de probabilités sur (A, «¢).
Si &, est exhaustive pour (A, o, 2) et %,, est une sous-tribu de o telle
que %B,< #,, alors &, est exhaustive pour (A, o, P).

THEOREME 2. — Sous les mémes hypothéses que le théoréme 1

dP
VPe2, soit Xpe—.
Soit #* la tribu engendrée par les Xp.
Alors #* est une sous-tribu exhaustive minimale pour (A, o, 2).

Démonstration. — En effet d’aprés le théoréme 1, #* est exhaustive.
. . dp
Soit # exhaustive. VPe 2, X{,edT, Xp est #-mesurable.
o
Soit #’ la tribu engendrée par les Xp. 2’ c & et B’ = B*[ A, P] car
VZX, = Xp, P presque partout. On a donc #* < Z[.«, Z].
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. dp
Remarque. — #* dépend du choix des représentants dans . ; seule
0
#*7 est unique si o = o/ Cest la plus petite tribu ?-compléte qui soit
exhaustive.

e) Importance de ’hypothése de domination.

Les énoncés du corollaire 2 et du théoréme 2 ci-dessus, ne sont plus vrais
sans 'hypothése de domination de la famille 2. Le premier exemple qui
suit montre un cas ol %, est une sous-tribu exhaustive pour (A, &, 2)
avec 2 non dominée, et qu’il existe une sous-tribu 28, non exhaustive
telle que B, = #,. Le deuxiéme exemple montre un cas ou il n’existe pas
de sous-tribu minimale exhaustive pour (&, 2) avec 2 non dominée.

Exemple I [4]: Soit A = R, o la tribu borélienne de R, 2 la famille des
lois de probabilités sur (A, <¢) telles que:

P(A) = P(— A)

ot —A={w, —weA}, ? n’est pas dominée.
Soit B,={A|Aesl, A= —A}. B, est exhaustive pour (A, o, P)
car VXZ*(A, o), la variable aléatoire Y définie par:
2Y(w) = X(w) + X(— w)
vérifie :

J XdP = j YdP VBe %, VPe2.
B B

et par suite:
VPeZ? Y e EZeX

Nous allons construire une tribu #, > %,, qui n’est pas exhaustive. Soit
S un sous-ensemble de A, S¢ ./, tel que 0eS et S= —S.
Soit 8, ={AUBy|Ac S, Aes/,ByeB,}. On a évidemment

By B, A.

Montrons que %; est une sous-tribu:

— JeAB,.

— 4%, est stable par union dénombrable.

— Si B, e4%,, alors B{e%, ; en effet, soit B = AUB,, avec Ac S,
Aes, Bye B, Posons Cy = (— A)UA et C= Cy\A. Nous avons C,c S,
CoeByet Cc S.
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Il en résulte donc
B{ = A°n Bj
=(CuC§H)nBj
= (Cn Bj)u(CHnBY)
De cette facon, on exprime bien B{ comme union de deux ensembles,
I'un Cn B = S, CnBje o et lautre C N Bie A, et par suite B{ € 8,.
4%, est donc bien sous-tribu de /. _
Supposons maintenant que %, soit exhaustive pour (Q, &, #). Soient

Xes2Q, /) et YeE®X), VPece®.

On a donc:
YdP = | XdP VPe? et VB, 4%,
JBj JB1

en particulier si B = U By, Bje %4,
r r

YiP=| XdP VPe? e VB,eB,

JBo JBo

ce qui montre qu’on a aussi Y e E2o(X) VPe 2. Y est donc %#,-mesurable
et par suite Y(— w) = Y(w).
Soit maintenant weS. En prenant B, = {w}, on obtient

Y(w)P{w} =X(wP{w} VPe2,
par contre pour weQ/S et D= {w, —w}, on obtient
Y(P{o}=[X0)+X(— 0)P{w} VPe?
comme VweQ, AP tel que P{w} > 0, nous avons donc

X(w) si weS
Y(@) = {% X(@) + X(—w)] si  0eQ\S.

Choisissons alors

-1 si w<0
+1 si w>0

X(w) = {

X est o/-mesurable et Y vaut

#0 si weS

Y(w)={ )
0 si we —8S
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et par suite S=Q — Y~ ' {0}e4,. Il y a donc contradiction avec I'hypo-
thése S¢.o/. B, ne peut étre exhaustive.

Exemple 2 [3] Soit Q = [0,1[ et o/ la tribu des boréliens de [0, 1. A
tout we[0,1/2[, on associe la probabilit¢ m,, uniforme de support

) 1
{w, 0+1/2}. Soit &, 1a tribu des boréliens soit contenant {w, o+ 5},

soit extérieurs a { w, w +5 } Soit 2 I'ensemble des probabilités non
atomiques sur [0, 1[ et des m,. @ est ainsi le seul ensemble de mesure
nulle VPe2. En outre, 2 n’est pas dominée.

Nous allons montrer qu’il n’existe pas de sous-tribu minimale exhaus-

tive pour 2. Vérifions d’abord que %, est exhaustive pour 2. En effet,
soit woeQ et soit Xe L(Q, ). Soit Y la fonction définie par:

2

1 1 1
7 [X(wo) + X(wo + §>:| si we { wo, Wo + E}

Y est ainsi 4, -mesurable et on a bien

X(w) si wé¢ { Wo, Wo + 1 }
Y(w) =

JY%PzJ‘XM’ VBe#, VPe
B B

et ainsi %, en exhaustive pour 2.
Supposons alors que .o/ admette une sous-tribu minimale exhaustive %*.
On a donc #* < B, [, ?], VweQ.

RB* ={ AlAc [0, 1], A borélien,
1 1
Vw{w,w+2}cA ou Vw{w,w+§}cA‘}

1
Si Ye Z*(Q, #*), on a donc Y(w) = Y(w + 1/2), Vwe|:0, 5[

Désignons par 1, la fonction indicatrice de 'ensemble AeQ et par Y,
une fonction #*-mesurable telle que Y,eEZ(1,), VPe 2.
En particulier

1
Y = 5[1@; + 14yl

vérifie :
Y.,eE¥,] VPe2
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Par ailleurs, puisque

Lo.1/2( Z L)
nous avons

1
Yio,1/21 2 5“«») Sal |
R 1
2-p, sirement Vwe| 0, 3
En fait @ étant le seul ensemble de P-mesure nulle quelle que soit Pe 2,
1
Y[0,1/2[ = E[l(w) + 1(w)+%] Vowel0, 1/2[

c'est-a-dire

2

N | o=

Yio0,1/21
Mais alors

1
J Yi0,1/2dMe, = J Lio,1/2dm,, = 3 Vwel0,1/2]
fo} o}

donc
Y[0,1/2[ = 1/2

Or, si #* est exhaustive, on doit avoir
J Yi0,1/2(4P = j 1io,1/20dP = 1/2 VPe?
Q Q

ce qui n'est évidemment pas vérifié pour toute mesure de probabilité
non atomique sur Q. Il n’existe donc pas de sous-tribu minimale exhaus-
tive pour 2.

f) Cas d’une tribu séparable [4].

Rappelons qu’une tribu of est dite séparable, si o/ est engendrée par
une famille dénombrable de sous-ensembles de Q.

PROPOSITION 6. — Soit of une tribu séparable sur un ensemble Q, P une
Sfamille de probabilités sur (Q, of), B une sous-tribu (1) exhaustive pour
(Q, ., P). 1l existe alors une sous-tribu exhaustive séparable &, telle que

Boc B By N N
Démonstration. — Soit o/, une famille dénombrable engendrant ..
VAe,, AY, e 2*(Q, B)

(*) Voici un exemple ol .o est séparable et oll & ne I'est pas: prenons Q = R, et soit
&/ la tribu borélienne de R. La tribu & engendrée par les points n’est pas séparable.
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telle que
P(ANB) = f Y, dP VPe2
B

Soit 4, la plus petite tribu par rapport a laquelle les fonctions Y,, Ae o/,
sont mesurables. &/, étant dénombrable, 4, est séparable. De plus Z,< 4.
Soit:

o ={AlAed, IYeL*Q, B,)}
telle que

P(AnB):J YdP VBe 4, VPe2

B

Nous avons &/, < &, < &/ et &/, est une classe monotone et comme
J(do) = %.

Nous avons o(%/,) = &. Il en résulte que %, est exhaustive.
Il reste a montrer que # < %, V N
Soit Ae#. Alors Aes/ et AYe L2(Q, %B,) telle que

B

P(AmB)=JYdP VBe#Z VPe2? 1)

En particulier

0=PAN(Q—A)] = j YiP VPe2?

Q—-A
P(A)=PAnA)= j YdP VPec2?
A
Il en résulte donc, si X, est la fonction caractéristique de I’ensemble A,

que X, = Y[Z),puisque0 <Y < 1[P]d’aprés(1). X, — Y est donc A"-mesu-
rable et X,=Y +(X,—Y) est B,V A -mesurable, et par suite Ac %,V A .

COROLLAIRE. — Si .o/ est séparable et si D est le seul ensemble de P-mesure

nulle YPe P, alors si B est exhaustive pour (Q, o/, P) alors B est sépa-
rable.

LEMME 4. — Soit % une sous-tribu exhaustive pour (Q, o, P) et soit Ae .
Alors la tribu engendrée par B U { A} est exhaustive.

Démonstration. — Soit € = o(B L { A}), c’est-a-dire
€={B,NnA)UB,NA)B, €SB, B,cB}

Pour les besoins de cette démonstration, nous désignerons par X’ une
fonction de Z(Q, %) obtenue & partir de X e £ *(Q, &) et telle que

X' eEZX) VPe2.
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Soit U la fonction caractéristique de A, V celle de A°. Soit Xe L *(Q, ).

Posons :
(XUY() ,
Yi() = {——U'(w) U #0
0 si Ulw) =0
et
XVY(@) ,
Yi(w) = {——_—V’(a)) ' Viw) #90
0 si Viw) =0

Ainsi Y, et Y, sont #-mesurables et, soit

Y = UY, + VY,

Y est ainsi %-mesurable.

Puisque 0 < UX < X, nous avons 0 < (UX)' < X'[Z] et de méme

0 < (VXY < X'[Z7].

Soient B, et B,e# et posons C = (B; nA)u (B, nA°). Alors

[ v
BinA J

De méme

D’ou

et ¥ est exhaustive.

~

UY,dP
B,

Uu'yY,)dp
By

U’Y,dP
By

(UX)dP
’1‘31

UXdP
By
XdP

BinA

VPe2

r

XdP,

BaNnA/

VPe2.

~

YdP VPe2.

C
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PROPOSITION 7. — Soient #, sous-tribu exhaustive pour (Q, o4, P) et
B, sous-tribu séparable de </, alors B, N B, est exhaustive.

Démonstration. — Soit { B, },.x une suite de sous-ensembles de Q engen-
drant #,. Soit {%,},, une suite de sous-tribus définie par

(g‘n=%n—lv{8n} anI

D’aprés le lemme précédent €, est exhaustive, V¥, > 0. Il est évident que
€,cb,c...c¥,c et \/‘6n=ﬂlv.ﬁz.

A, NV %, est donc exhaustive.

COROLLAIRE — Si # est une sous-tribu séparable contenant une sous-.
tribu exhaustive pour (Q, o, 2), alors & est exhaustive.

PROPOSITION 8. — Soit o/ une tribu séparable sur A, P une famille de
probabilités sur (A, o). Si B, et B, sont des tribus exhaustives pour (4, P)
alors #, NV A, est exhaustive.

Démonstration. — D’aprés la proposition 6, il existe €, et €, séparables
et exhaustives pour (o, 2) telles que

Cc B, NN i=1,2
%, V ¥, étant exhaustive pour (&, 2) d’apres la proposition 7 et comme
C VNC, B, N B,cC,VE, NN

B, NV A, est exhaustive.

COROLLAIRE. — Si o/ est une tribu séparable, si { #,} est une suite de

sous-tribus exhaustives pour (&, #), alors \/ 4, est exhaustive.
n

k=n
En effet d’aprés la proposition 8, V,, \/ 2B, est exhaustive.

k=1

\/@n est donc exhaustive d’aprés la proposition 4.
n
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g) Equivalence par exhaustivité.

Nous répondons ici, partiellement, & une question posée au chapitre I:
I'exhaustivité permet-elle de définir une relation d’équivalence sur les
structures expérimentales.

La réponse est simple pour les sous-tribus d’'un espace donné:

PROPOSITION. — Soit (2, /) un espace mesurable, 2 une famille de
probabilités sur .oZ. Soit A" la tribu engendrée par les éléments de P-mesure
nulle de &/ VPe 2. Soit & I'ensemble des sous-tribus de &/ contenant A".

La relation:

(B, ~ B,) <= (1@1 2€F)

(#, , exhaustive pour (Q, #,, 2) et (Q, #,, P)), est une relation d’équi-
valence sur £#.

Démonstration. — Soit B, #B,, B, trois tribus de F. B, , exhaustive
de B, et B,, B, 5 exhaustive de #, et B;.

Par la proposition 5 #, ; " %4, , est exhaustive de %,. Elle I'est donc
et de 4, , et de &, ;. Par la proposition 3 elle est donc exhaustive et
de #, et de ¥4;. _

Le passage aux structures expérimentales est plus difficile.

DEFINITION 4. — Soit & la catégorie « structure expérimentale »,

u: (X, 2, P}) - (Y, %, P9,

un morphisme de &.
u [resp (Y, %, P9)] est dit exhaustif de (X, Z, PY) (resp objet exhaustif)
si la tribu u™ (%) est exhaustive de (X, 4, P?) (de X, Z, PR).

PROPOSITION. — Soit & catégorie « structure expérimentale », telle que
pour tout objet (X, Z, PR) de &, il existe une probabilité A¥ sur X, qui domine
Pg.

Alors, dans &, la relation « posséder un objet exhaustif commun » est
une relation d’équivalence.

Démonstration. — Nous désignerons les espaces (X, Z, Pg) par X;
soit X, X,, X; trois objets de &. X, , exhaustif de X, et X,, X, ; exhaustif
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deXZCtX3,u12Xl g Xl 2,“2:X2 - Xl 2,1)2ZX2 - X23,03:X3 - X23
les applications correspondantes

X, X, X,
u\ w /)3
X] 2 XZ 3
On pose 4, : A%,

La tribu uj'u; (%, ,) étant exhaustive dans (X, %5, Pg) il existe
pour tout 6 une variable

dPo
dl,

a0, .)e

qui est u; (2, ,) mesurable (théoréme 1).

Soit a, 'application de X, dans R® (muni de sa tribu de Baire) définie
par (a0, .). 0 ®). Chaque a,(0, .) factorise a travers u, (cf. par exemple
Meyer [6], p. 27) il en est de méme de a, et il existe donc f§, mesurable de
X, , dans R® telle que a, = f,0u,.

On construira de méme o, de X, dans R® et B, de X, ; dans R, telles
que o, = f,0v, et a, = (a0, .), 0eO),

dp®
a0, )e—
da,

Par le théoréme 2, si nous désignons par 4 la tribu de Baire de R®, o, }(%)
est exhaustive de (X,, &, P®). Soit f une fonction intégrable réelle définie
sur X, , et &, , mesurable.

1l existe GeEp' @(fou), YPe{P%,0e@®} (*). B, '(A) est donc
exhaustive pour (X; 5, 4’y 5, PR, ,).

Posons alors a; = f,0u,. Par la proposition 3: a; !(#) est exhaustive
de (Xy, 24, PY).

On posera de maniére analogue a3 = 8,005 et on aura une conclusion
analogue.

La proposition sera démontrée si nous prouvons enfin que:

(Re.%,2,(PY)) e (R° 4. o (PD))

(*) Comme o, '(8) = u; '[B; }(#)] on peut écrire ® = gou, ot g est B, '(#) mesurable.
D’ou:

geEB (BN Sf), VPe{P! , 0eO}

X1 2>
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sont isomorphes dans &. Pour cela il suffit de montrer que:
o, (PR,) = a3(PX,)

soit encore
o (PX,) = a,(PX,).

soit encore, pour chaque Pe{PY, 0€®}, que «,(P) = o, (P).

Par passage aux limites projectives (cf. par exemple Meyer [6], p. 81)
il suffit de le montrer en se restreignant aux parties finies de ©, c’est dire
que pour toute famille de boréliens de R, B,, B,, ..., B,

o (P)B; x ... x B,]=a,(P)B; x ... x B,]

(en supposant maintenant @ fini, contenant n éléments 0,, 8,, ..., 0,).
Or

au(P)[Bl X ... X Bn] = P[au(()l)_l(Bl)m e mau(on)_l(Bn)]

et on a une relation analogue avec v.
Or a/(0;) = a(0;)P presque sircment (P étant dominée par 4,). Posons

E = [xeX,la0, ¥) = a0, v}, PE)=1,
et
a,(0)”'(B; " E;) = a,(0)"'(B;nE,)

La démonstration résulte alors de:

Pla,0,)"'(B)) ... A a0y ')B,)]
= Pla,0,) B ... na,0,) ' ANE ... E,]

B. APPLICATION EN THEORIE DE LA DECISION

a) Définitions.

Soient (2, /) un espace mesurable (espace des observations), 2 une
famille de probabilités sur o7, (D, 2) un espace mesurable (espace des déci-
sions).

DEFINITION 5. — Une stratégie </-mesurable est une probabilité de
transition SP de (Q, /) dans (D, 9) c’est-a-dire une application

Qx 2 - [01]
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telle que pour de 9 fixé 'application w — S$ soit .o/-mesurable et pour
w fixé lapplication d — SJ est une probabilité sur (D, 2).

A une stratégie S et a une probabilit¢ P de 2, on associe la probabi-
lit¢ Ap(S) sur (D, 2) définie par

(S, d) = J S¢dP(w)  Vde2.
Q

DEFINITION 6 [2]. — Deux stratégies S et T sont Z-équivalentes si:
(VPe2)(Vde D)4pS, d) = 4p(T, d))

Le théoréme suivant étend aux probabilités de transition la propriété
caractéristique des sous-tribus exhaustives.

THEOREME 3 [2]. — Soit (Q, /) un espace mesurable, 2 une famille de
probabilités sur (Q, /) et # une sous-tribu de .. Soit D un borélien
d’un compact métrisable, muni de la tribu borélienne induite 2. Les deux
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) # est une sous-tribu exhaustive pour (&, 2).
(2) Pour toute stratégie SP, .o/-mesurable, il existe TS, stratégie %-mesu-
rable, 2-équivalente de S3, et telle que:

(VPe2)(Vde 2)Tg e EX(ST).
Démonstration.
(1) = (2). D est homéomorphe & un borélien de A = {0, 1}"™. Soit
A,={0,1}"

SB induit une transition S§ d’ou des transitions S . Les espaces A, étant
finis, nous pouvons trouver une transition T‘A’n telle que pour toute par-
tie a, de A, T € E#(S2). Soit n; < n, deux enticrs. L’ensemble des w tels que
Tﬁnl n'est pas 'image de TR,, est un ensemble N(ny, n,), mesurable, et
de mesure nulle quel que soit Pe 2.

Sauf pour les w de N = U N(n,, n,), ensemble de £ mesure nulle

quel que soit Pe?, {T} },.y est un systéme projectif de probabilités.
Il définit une probabilit¢ T, et I'application w — Tg est mesurable (on
la prolonge par une probabilité¢ arbitraire sur N). En outre TyeE*Sg
(Ceci est vrai pour les compacts par limite projective, donc pour la g-algébre
engendrée). Enfin ensemble des w tel que T2 # 1 est de mesure nulle
(car 1 >Tp =0 et T = E*S§ = 1 ps.) quel que soit Pe 2. On modifie T
de maniére arbitraire sur cet ensemble.
L’équivalence est immédiate.
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Remarque. — Si la famille 2 est dominée on peut démontrer le méme
théoréme pour un compact quelconque, en utilisant le théoréme de rele-
vement de maniére analogue au probléme de la désintégration des mesures
(cf. chapitre III).

f

)= 1V LRAQ, ),
)= DV eL2@ ) e

dans [0, 1]. Soit a et b deux points de D etde 2. Posons:

f(@) < f(w)>
Sy = d 1 - 1.,(b
= g e

S2 ainsi définie est une stratégie «/-mesurable. Il existe donc T, stratégie
#-mesurable, telle que T e EF(S7) VPe 2. Posons alors ' =|| f||,.Tg-
f" est Z-mesurable et vérifie f'e EZ(f) VPeP. # est donc exhaustive,

est une application &/-mesurable de Q

COROLLAIRE. — Si & est exhaustive pour («/, P), alors a toute stratégie
&/ -mesurable correspond une stratégie %B-mesurable équivalente.

Démonstration. — Soient S§ et T les stratégies précédentes.

Vie9, VPe?, TIeE*SD),

J TSdP = j sgdp
Q Q

Ap(S, d) = 2p(T, d) VPe®?
Vde ?

donc

c’est-a-dire
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I1.2. EXHAUSTIVITE GENERALISEE

Dans [/] Le Cam introduit une méthode de comparaison de deux expé-
riences et une notion de sous-expériences exhaustives conduisant a celle
d’exhaustivité affaiblie ; celle-ci ne différe pas de I'’exhaustivité classique
dans le cas dominé et en conserve certaines propriétés dans le cas général.
Par contre, pour obtenir des résultats analogues a ceux de II, 1), B il faut
généraliser la notion de transition.

" Nous allons exposer certains résultats de [/] en étudiant leurs rapports
avec la théorie classique.

A. INTRODUCTION ET NOTATIONS

La définition suivante est propre a cette partie. Le lien avec la théorie
classique est fait a la remarque 1 ci-dessous. Si X est un ensemble, £ *(X)
désignera I’ensemble des fonctions réelles bornées sur X, muni de sa struc-
ture de treillis de Banach.

DEFINITION 1. — Une expérience &= (Q, E, 2) est constituée :
— d’un ensemble Q,
— de E sous-treillis de Banach de . *({2) contenant 1,

— d’une famille 2 de formes linéaires positives de norme un, ¢ continues
pour l'ordre sur E.
Remarques.

1) Si Q est munm d’une tribu .o/ et E est L*(Q, .&/) toute probabilité
sur o/ définit une forme linéaire positive de norme un o-continue pour
I'ordre sur E et réciproquement. On retrouve donc la notion classique
d’expérience ou & = (Q, &, P).

2) Le Cam [/] n'impose pas aux éléments de & d’étre o-continues pour
I'ordre. Cette condition est vérifiée dans le cas classique et dans le cas ou
Q est un compact et E = 4(Q), cas qui nous intéressent ici.

DEFINITION 2. — A toute expérience & = (Q, E, 2) on associe

— L(&) idéal formé par la bande engendrée par # dans le dual de Riesz
de E,

— M(&) dual de Riesz de L(&).

PROPRIETES

a) E est un (M) espace avec unité 1. Il existe donc un compact X, et un
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isomorphisme de treillis de Banach (isomorphisme de Kakutani) de E
sur €(Xo)-

b) L(&) est un (L) espace. Tout élément de L(&) est g-continu pour 'ordre
sur E.

¢) M(&) est un treillis complet (a la différence de E) et un (M) espace avec
unité Iz définie par {4, Ig> = | AY]* — [|A7].

Le compact X de I'isomorphisme de Kakutani est donc hyperstonien
car:

d) L(6) s’identifie a I'idéal fermé du dual de Riesz de M) formé des
formes linéaires continues pour l'ordre (ou encore mesures normales
sur X). '

e) Soit o: E — M(&) l'application définie par

(holf)) =<4 ) (VieL(®)

o est lin€aire, positive et vérifie 6(1)=1I; ainsi que o(f V g)=a(f)V o(g)
(La seule propriété non évidente est o(f*) = [o(f)]*. Pour cela voir [2]
dans le cas général, les cas E = £*(Q, &) et E = ¥(X), X compaét, per-
mettent une démonstration directe plus simple).

h 0(\/f,.>=\/6(f..)

neN neN

en effet d’aprés e) on peut supposer 0 < f ,,'T f et d’aprés b)
(VieL(&) (4, \/ o(f)> = sup (A o(f)> = sup <Ly £ > = Chs £

g) Cas classique: E = £*(Q, «).

Soit pel(8), u =0, |ul = 1.

Notons L* la bande de L(&) engendrée par u, M* la bande de M(&),
polaire de la bande orthogonale 4 L* dans L(&).

L* est isomorphe a' L' (Q, o, u) et M* est isomorphe a L*(Q, <, p).
En particulier si la famille 2 est dominée, soit

ﬂ=zaipi, (aiZO, Zai—_—l, Pi€g>
1 1

une mesure dominante, ’on a
L&) ~LYQ, o, n) et M(E) ~L=Q, A, p)

h) Lorsque bous ne faisons pas de référence a une topologie précise,
dans un treillis vectoriel X.
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x, Tx signifie que {x,} est filtrant supérieurement et = \/ X,

a

x, converge vers x signifie: 3y, Tx et z,{ x avec V,, y, < x, < z.

A c X est fermé signifie: si { x,} = A et x, - x alors xe A. Une appli-
cation linéaire positive T de X dans Y sera dite continue si x, — x dans X
entraine T(x,) — T(x) dans Y.

Dans M(&) la topologie définie par les fermés au sens précédent est plus
fine que la topologie o(M, L) mais tout sous-treillis vectoriel de M(&)
fermé pour o(M, L) est aussi fermé au sens précédent [3].

i) M(&) sera muni d’une structure d’algébre par lisomorphisme de
Kakutani. Cette structure d’algébre est la seule qui soit positive et pour
laquelle I soit 'unité.

DEFINITION 3. — Soient & = (Q, E, 2) une expérience, D un ensemble,
H un sous-treillis de Banach de #*(D) contenant 1,

Une transition généralisée de & dans (D, H) est une forme bilinéaire
positive T sur L(&) x H vérifiant

(V2eL(@é), 220) T4 1p) =14l

Si H¥, ensemble des formes linéaires o-continues sur H n’est pas réduit
a {0} on peut de plus imposer a T de vérifier

(VAeL(®)) T(4)eH;

Remarques

3)Si E=2%(Q, ) et H=2%(D, 2) toute transition S% définit une
transition généralisée de (Q, E, 2) dans (D, H).

4) Si E = #Z*(Q, &), D est compact, H = ¢(D), il en est de méme et si
de plus la famille 2 est dominée, alors I'ensemble des transitions généra-
lisées est le quotient de I'ensemble des transitions habituelles par I’égalité
scalairement presque sire pour la probabilité dominante.

B. COMPARAISON DES EXPERIENCES
ET APPLICATION A LA DECISION

Soient deux expériences & = (Q,, E, 2) avec 2 = {P?; 0e®}
F =(Q,, F, 2 avec 2={Q;0e0}.

DEFINITION 4. — Soit # I'ensemble des applications linéaires positives
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de un de L(#) dans L(&). On l'appelle « déficience » de & par rapport
a & le nombre

8(%, ) = inf sup IR@Q") ~ Pl

THEOREME 1. — Les propositions suivantes sont équivalentes
1) &(F, &) =0.
2) 1l existe une transition généralisée T de & dans (Q,, E) telle que

(VOeO) T(Q% = P?

3) Il existe une application linéaire positive de norme un, R de L(&)
dans L(¥) telle que
(Ve ®) R(Q?% = P

3’) 11 existe une application linéaire positive de norme un, R’ de L(¥)
dans L(&) telle que
(VoeO) R’(S% = P?
(VueL(F), n20)  [IRWI =gl
4) 11 existe une application linéaire positive de norme un, I1 de M(&)
dans M(%) telle que

(V0e®) (VoeM(©®) <Q°Ti(g))>=<P’¢)
4") 11 existe une application linéaire positive de norme un, I1’ de M(&)
dans M(Z) telle que (VOe®) VopeM(&)) <Q° IT'(p)> =<(P% ¢ >
(L) = 1,

Démonstration. )
1) = 2) Soit # I'ensemble des formes bilinéaires positives de norme un

sur (%) x E muni de la norme ||(4, f)[| = sup([A]l, | £

Muni de la topologie de la convergence simple sur L(#) E est compact
et 'ona Zc 4.

Il existe une suite R" telle que

1
(VneN)  sup IR"(Q%) — P°|| < .

Soit p un point adhérent de cette suite dans #. p vérifie
(V0e®)  p(Q°) =P’
Choisissons 1,€E™, 45 =0, || ]| = 1 et posons

(VReL(F), p=0) T = p) + (lull = Il o) Do
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Prolongeons T par linéarité a L(&), c’est une transition généralisée de &
dans (Q,, E) vérifiant
(Voe®) TQ’) =p(Q’)=P°
1) = 3') voir la construction suivante,
2) = 3') enappliquant la construction suivante a T au lieu de p,
3) = 3’) enappliquant la construction suivante a R au lieu de p.

Soit / la projection de EX sur L(&) et choisissons un élément positif de
norme un dans L(&), soit 4,. Posons

(Vuel(F), u=0)  R(u)=1lop(p) + (lull — Il1op( )i

et prolongeons R’ par linéarité a L(%).

R’ est une application linéaire positive de norme un de L(£#) dans L(&)
vérifiant

(V0e®) R(Q% =P’
(Vuel(F), p=0) IR =[lull

3') = 4’) 1l suffit de prendre pour n’ le transposé de R’,

4") = 4) évident,

3) = 1) évident.

4) = 3) Soit ‘I1: M(F)* > M(&)* le transposé de I, ‘IT est linéaire,
positif, continu.

Soit la restriction de ‘IT & L(¥), R vérifie

(Voe0o) R(Q% = P?
et par suite

R[L(#)] = L&)

Application de la décision
Soit & = (X, E, 2) avec 2 = { p’, 0 © } une expérience 0 restera fixée.

DEFINITION 5.
Un espace de décision est le couple (D, H) formé d’un ensemble D
et un sous-treillis de Banach H de #*(D) contenant 1,
Une fonction de coiit est une fonction réelle définie sur ® x D telle
que (VO ®)la fonction I: |d — 6, d)| appartienne a H.
— Une stratégie généralisée de & dans (D, H) est une transition géné-
ralisée S de & dans (D, H). On définit son risque par

0. ) = S(o", )

THEOREME 2. — Les propositions suivantes sont équivalentes
1) §(F, 8)=0.
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5) Pour tout espace de décision (D, H), pour toute stratégie S de &
dans (D, H) il existe une stratégie S’ de # dans (D, H) telle que

(V0e®)  S(P) =5(Q")

6) Pour tout espace de décision (D, H), pour toute fonction de cofit /,
pour toute stratégie S de & dans (D, H), il existe une stratégie S’ de &
“dans (D, H) telle que

(V0e®) HO, S) =6, S')

Démonstration. .

1) = 5) Soit R I’élément défini a4 la proposition 3) du théoréme 1.
Il suffit de prendre S = SoR.

5) = 6) Evident car r0, S’) = S'(Q", P?) = S(P’, I) = K0, S).

5) = 1) En prenant pour (D, H) le couple (Q,, E) et pour S l'applica-
tion identique de L(&) dans L(&) la proposition 5) n’est que la proposition 2)
du théoréme 1.

6) = 1) Nous n’écrirons pas la démonstration qui est une version
affaiblie du théoréme 3 (4) = 1)) de [/].

C. REDUCTION D’UNE EXPERIENCE.
EXHAUSTIVITE AFFAIBLIE

PROPOSITION 1. — Soient & = (Q, E, 2), F un sous-treillis de Banach
de E o-fermé contenant 1. 2 I'ensemble des restrictions 4 F des éléments
de 2, # = (Q, F, 9).

1) Soit s: E* — F* TI'application « restriction & F ». On a

sLIUE)] = L(F)

2) Soit p: M(#) — M(&) la transposée de s. p est un isomorphisme de
o treillis vectoriel de M(F) sur p[M(%)).
3) p[M(Z)] est un sous-treillis vectoriel de M), contenant I, fermé.

Démonstration.

1) s est linéaire, positive, continue, surjective.

Soient AeE*, p'eF* vérifiant 0 < p’ < s(4). Alors il existe ueE, tel
que 0 < pu<Aet u =s(4). 1 suffit en effet d’appliquer le théoréme de
Hahn Banach & p’ et a l'application { f — A(f*)).

Par suite

(VAe€E, 1> 0) s([0, A]) = [0, s(A)]
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s vérifie s(2) = 2, d’ou
(o $e)o Sl
1 1

sS[I2)] = 1(2)

ou I(2) [respectivement 1(2)] désigne I'idéal engendré par 2 dans E [res-
pectivement par 2 dans F].

L’on a donc r[L(&)] = L(#), montrons I'inclusion inverse: soit
A=0 Vel F)
A =lim T2, /el(2), A= 0

et par suite

On peut supposer

F=1limth, car inf||X — ill=inf <X — A, 1>=0

neN
soit
Bn = Ay — 2p_y
=20, wel2)
donc
@, 20,  w,el@),  p,=sy,
soit
in :z :uk
1
W20, Lel@), 4,, s(i)=4,

donc

sup || 4,1l < + oo
n
Il existe une sous-suite de {4, neN} qui converge faiblement vers un
un €lément A mais étant croissante elle converge et par suite € L(&)
s(A) = A

2) Soit p: M(¥) — M(&) le transposé de s.
p est linéaire, positive, continue.
(Vo eM(F)(Viel(é), 41=0)
<Ay lple)™ ) = sup <w ple)) = sup st @)

= sup ', @' ) =(s(2), "1 > =4, ple"))
[0,s(4)]
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On a donc
ple" ") = [p(e")]*

par suite p est un isomorphisme de treillis vectoriel de M(#) sur p[M(F)]
mais p étant continu, isomorphisme est un isomorphisme de o treillis
vectoriel.

3) p(I5) = 14

pI[M(Z)] est un sous-o-treillis vectoriel de M(&) contenant I, fermé
pour la topologie o(M(&), L(8)) et donc fermé [4].

PROPOSITION 1. — Soit & = (Q, E, 2) et soit M, un sous-treillis vectoriel

de M(&), contenant I, et fermé.
Soit F = ¢ (M, no(E)), F est alors un sous-treillis de Banach de E,

o-fermé, contenant 1 et p[M(%)] = M,.

Démonstration. — M, sous-treillis vectoriel fermé de M(&) est fermé
pour la topologie ¢(M, L) et la norme. F est donc un sous-o-treillis de
Banach, contenant 1.

Il revient au méme de prendre I'image par p de la fermeture de ¢'(F)
pour la topologie 6(M(¥), L(¥)) ou de prendre la fermeture oo i(F)
c’est-a-dire M; n o(E) pour la topologie o(M(&), L(&)) et par suite

M, = p[M(F)]

F——— E
o !\ o
M(F) & M(8)

REMARQUE 5. — Le Cam dans [/] définit une sous-expérience de & comme
un sous-treillis vectoriel de M(&), contenant I, fermé pour (M, L).

Les propositions ci-dessus montrent que tout sous-o-treillis de Banach
de E contenant 1 définit une telle sous-expérience et que réciproquement,
toute sous-expérience peut &tre ainsi définie.

ProOPOSITION 2 (cas classique). — Soit & = (Q, E, ) avec E = £ *(Q, 7).

1) Soient # = o, F = *°(Q, %), 2 I'ensemble des restrictions a # des
éléments de 2, & = (Q, F, 2).

Les résultats de la proposition 1 sont valables. On notera M® = p[M(%)].

2) Soit M, un sous-treillis vectoriel de M(&), contenant I, fermé pour
oM, L).

Alors il existe une sous-tribu & de &/ tel que p[M(%)]. = M,, avec les
notations précédentes.
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Démonstration. — La premiére partie est immédiate.

2) M, est un sous-o-treillis vectoriel de M(&) et donc F = 6™ }(M,) est
un sous-o-treillis de E contenant 1.

Soit # = {idempotent de F}, # est une sous-tribu de .

On a trivialement ¥ *(X, #) < F. Montrons l'inclusion inverse, soit

=0, feF
(Vo > 0) soit
B,=[f>a0]
soit
g= i - i Al geF
o o
soient
. g,=1Ang g.€F et g, 11z, dans E
donc
lgeF et B,e#
Par suite

feZL2X, %)

Remarque. — Si B = #'[#], alors M® = M#'
Si M? = M#, alors L(%) et L(#’) sont isomorphes et par suite & et %’
ont méme complété par rapport a 2.

DEFINITION 6. — Nous appellerons « projecteur exhaustif » un opérateur
linéaire, positif idempotent n sur M(&) vérifiant : n(I) = I

(VPe2)VoeM) (P, n(¢)> =P, ¢)

PROPOSITION 3. — Soit IT un projecteur exhaustif et soit My = II(M).
Alors

1) IT est continu.

2) Mj; est un sous-treillis vectoriel de M, contenant I, fermé et par suite
une sous-algebre.

3) I1 est le transposé d’un opérateur linéaire positif idempotent R sur
L(&) vérifiant :

(VPe2) R(P)=P
4) I1 vérifie
(VoeM)(V¥eMy)  YIl(e) = I(e¥)
5) Si [IM) = II'(M) alors IT = IT".
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Démonstration
1) Soit 0 < ¢, 40, alors 0 < I(¢e,) ! ¢, montrons que ¢ =0
(VPe?) (P,¢)=inf (P, I(¢)) =inf<{P, g, >=0

et par suite ¢ =0 car l'ensemble { ZeL(£), {|A|, > =0} est un idéal
fermé de L(&) contenant £ donc égal a L(&).
2) Soit pe M

I(p) = ¢
H(e") = [(e) " ="
donc
") =" +¥ Y>>0
(") =(e") = (™) + II(¥Y)
donc

T(¥) = 0.

mais ¥ > 0 II(¥) = 0 entraine ¥ = 0.

M| est donc un sous-treillis vectoriel de M contenant I, fermé. Cest
donc un (M) espace avec unité, il peut donc étre muni d’une structure
d’algeébre, mais d’aprés I'unicité de celle-ci, ce n’est autre que celle de M.

3) Soit R le transposé de I1:

(RA), @) =<4 Np)>  (Viel(s))

R(4) est continu et donc appartient a L(&), R est idempotent, positif et
vérifie
VPe2 R(P)=P

4) 11 suffit de le montrer dans'le cas ou ¥ est un idempotent puisque
les combinaisons linéaires finies d’idempotents de M; sont denses dans M.
Soit ue M idempotent et soit pe M

¢ =ou+ ol —u)
(e) = [TI(@)Ju + [TL(@)I(I — u)
= I(pu) + eI — u)]
or

[TH(ou)| < (| @llu) < |l @ || TI(u) =l @ || u
de méme

Mo —w]| <@l —u)
or u et (I —u) sont disjoints, on en déduit I’égalité

(pu) = M(e)u
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'5) Soit II(M) = IT"(M)

(VpeM)  (V¥YellM)) (VPe2)
(P, I(e'¥) = (@) = <P, [M(p) - M (@)]¥ =0

d’ou (P, [Tl(@) = '(p)| > =0
dou @) =1"(p) et T=IT

La relation suivante sur les opérateurs exhaustifs est donc une relation
d’ordre :
n<Ir si (M) = II(M")
ou encore
nmn=Immn =1
DEFINITION 7. — Si M, = [I(M) ou IT est un projecteur exhaustif, M,
est dit exhaustif.

ProPOSITION 4. — 11 existe un plus petit projecteur exhaustif et donc
un plus petit ensemble exhaustif.

Démonstration. — Soit n la classe des projecteurs exhaustifs, muni de
la topologie de la convergence simple sur M x L, c’est un compact. Toute
chaine décroissante posséde un point adhérent qui en est un minorant,
n contient I'élément identité, il posséde donc un élément minimal I1,,
montrons que c’est un plus petit élément.

Soient I, élément de = et IT point adhérent a la suite

! E(Hoﬂl)"
n

k=1

HOHIH = Hnonl = n

d’ou
I <11,
mais
MMen
d’ou

N=10, et TIJ,=1
(Vo eMp,IT) (VPe2)
(P, [p—I1(@))* >={ P, olp—(¢)] >— < P, I,(@)lo —I1,()] >
=< P, ¢l —T1i(@)] ) = (P, ¢l — I(¢)] > =0
d’ou
Hie)=0
0,11, = I, = I,I1,
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et donc
I, < IT,

PROPOSITION 5. — Soit M, un sous-treillis vectoriel de M(&), contenant I,
fermé. Pour tout élément P de 2, soient ip le plus petit idempotent de M,
tel que (P, ip ) =1 et II, un opérateur linéaire positif idempotent de M
dans M, vérifiant

DM =ip et (VpeM) (P, Ip))=<(P, 0>
L’existence de ip et I1, est due au fait que M, est un treillis vectoriel complet.
Les propositions suivantes sont alors équivalentes :

1) il existe un projecteur exhaustif IT de M sur M,
2) VP, Qe Mpiq = Mgip,
3) M, contient M,, plus petit ensemble exhaustif.

Démonstration
1) = 2) évident car I, = ITip,
1) = 3) évident,
2)=1 I= \/ ip
Pe?

Considérons la classe des couples (I1,, i,) ou II, est une application
linéaire positive idempotente de M dans M.
i, est un idempotent de M, tel que I (I).= i,

VPGW Haip = le‘a
et munissons-la de I'ordre
a>f si i, > iy et Iy = I,i,

Soit A une chaine croissante, définissons :

i=lim7Ti,
acA
IT= lim TII,
aeA

IT est linéaire, positif, idempotent et vérifie
() =i
(VoeM, 9 >0) T(p)ip = (lim IT(@)]ip = lim(T1,(¢)i]
= lim [Tp(e)i,] = Tg(e)i
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La classe est donc inductive, non vide, soit (I1, i) un élément maximal.
Supposons i # I,

IPec2?
tel que

i, = l V ip
soit différent de i, soit

Hl=n+np—np(l/\lp)
) =iVip=1

(IT", i’) est alors strictement supérieur a (I1, i) qui ne peut donc étre maximal.
On a donc II(I) =1

(VPe?) (VpeM) (P, I(p))=<P,()ip)=<P,I¢)>=<P,¢)
De plus si II(p) =0

(VPe?)  TIy(p) = My(@ip) = 0

d’ou
Qip=0
par suite
¢=0
IT est donc surjectif.
1
3) = 2) Soitu= E(P + Q).
dp d
Il existe une version dans M, de = et —g donc a fortiori dans M,
po dp
et par suite
Ilp = I,ip
I, = g
d’ou
HpiQ = nQiP

Cas classique. Exhaustivité affaiblie.
Soient & = (Q, &, 2) avec E = #*(Q, o), # sous-tribu de &
F=2%Q %) M”=pMG&F)

DEFINITION 8. — & est dite exhaustive au sens affaibli si M? est exhaustif.
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ProrosiTION 6. — Toute sous-tribu contenant une sous-tribu exhaustive
au sens affaibli est exhaustive au sens affaibli.

Démonstration. — Si # < %’ alors M® « M# et si # est exhaustive
au sens affaibli M? et par suite M#® contiennent M, et il suffit d’appliquer
la proposition 5.

ProposITION 7. — Il existe une plus petite tribu [2] compléte exhaustive
au sens affaibli.

Démonstration. — Découle directement de la proposition 4 et de la
proposition 2 suivie de sa remarque.

PRrOPOSITION 8. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) # est exhaustive au sens affaibli.
2) Pour toute sous-famille dominée 2, de 2, # est [, 2,] exhaustive.
3) Pour tout couple 2, =(P, Q) dans 2, # est [/, 2,] exhaustive.

Démonstration. — Soit 2, sous-famille dominée par

o«

U= Za,.Pi, P.e?y,a,>20 Zai =1
1

1

Soit m, Iisomorphisme de M* et L*(Q, <, u),

m,, isomorphisme de [M(Z)* et L*(X, %, p).
o et ¢’ sont définis & la propriété e), p a la proposition 1.
1) = 2) Soit p, probabilité dominant 2,. Soit

Iy =m,0p~'olloa
I1, est une application de #*(X, o) dans L*(X, 4, u) vérifiant
(VPe2,) (VfeL*(X, o) <P, I(f)>=<P, f>
2) = 3) évident.
1
3) = 1) Soit u= E(P + Q) et soit ¢ l'application de #*(X, <) dans
L*(X, 4, u) vérifiant
VfeZL X, ) <P ef >
ef >

I3
'\\
v\

Soit
I,=pom, 'oe
np = HMiP Ct HQ = HuiQ
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d’ou
nplQ = anP

et il suffit d’appliquer ensuite la proposition 5.

THEOREME 3. — Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1) # est exhaustive au sens affaibli.
4) 8(F, ) =0, ou

F =(Q, L7, o), {P/B, PeP?})
et par suite le théoréme 2 est valable.
Démonstration. — Application du théoréme 1.

Remarque. — La proposition 8 montre que: I'exhaustivité affaiblie
définie en 8 est 'exhaustivité par paire définie dans [5]. Celle-ci posséde donc
les propriétés suivantes:

Toute tribu contenant une tribu exhaustive par paire est exhaustive
par paire (proposition 6).

Il existe une plus petite tribu (a I'équivalence [#] pres) exhaustive par
paire (proposition 7).
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