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Covariance génotypique

a priori dans les populations homogames

par

M. GILLOIS (*), J. BOUFFETTE (**) et Ar. BOUFFETTE

SoMMAIRE. — Le but de ce travail est le calcul de la covariance géno-
typique a priori dans les populations homogames. On y distingue les
probabilités pour qu’un géne appartienne a la classe d’isoaction (A) condi-
tionnées respectivement par les situations d’isoaction, d’hétéroaction et de
non contrainte pouvant exister entre deux genes homologues.

INTRODUCTION

La relation de contrainte (aussi appelée de dépendance) entre génes
homologues (Gillois M., 1965-1966) permet d’étudier la covariance géno-
typique a priori entre zygotes appartenant a une population homogame.

« Deux geénes sont contraints si la connaissance de la nature de I'un
nous permet de modifier notre degré d’incertitude quant a la nature de
l'autre. Deux génes sont non contraints si la connaissance de la nature de
I'un ne nous apporte aucune information modifiant notre degré d’incer-
titude quant a la nature de 'autre » [I].

Plagons-nous dans le cas de biallélisme ou, écartant la contrainte en
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probabilité, on ne retient que I'absolue contrainte. Alors deux génes con-
traints G et G’ appartiennent :

— soit a la méme classe d’isoaction, ils sont dits isocontraints (nota-
tion G & G'),

— soit chacun a I'une des 2 classes d’isoaction, ils sont dits hétéro-
contraints (notation G + G’).

On notera deux génes non contraints ou indépendants (G o G).

LES SITUATIONS DE CONTRAINTE

Situations de contrainte d’ordre 2

Considérons deux génes homologues G et G'. Ils sont respectivement
isocontraints, hétérocontraints, non contraints avec les probabilités
a priori F,, F,, F5 ¢’ils sont ceux d’un méme zygote tiré au sort ¢,, ¢,, @5
s’ils sont extraits de deux zygotes tirés au sort indépendamment d’une
méme génération. F,, F,, F; sont appelés coefficients de contrainte zygo-
tiques et ¢y, ¢,, @5 coefficients de contrainte parentaux.

Situations de contrainte d’ordre 4

Considérons deux zygotes diploides I et J et appelons Gy, G;, G, et G;
leurs quatre génes homologues. Nous pouvons définir 49 situations H,
et coefficients A, de contrainte d’ordre 4, de rang 2. Ce sont :

— : > Coefficients
Situations de contrainte d’ordre 4, de rang 2 de contrainte
H, [G) « G; « G, < G;], A,
H, (G « G < Gj] » (Gy) A,
H, [G) « G, & G)] + (Gy A,
H, [Gy < G; « Gl + (G) A,
H, [Gi & Gy « Gj] # (G) As
Hg [Gi & G] + [Gy « G)] Ag
H, [Gi « G)] + [Gy « Gl A,
Hg [G « GJ] # [G « G Ag
Hy [G < G « Gj] 0(G)) A,
Hyo: [(Gi & G) + Gyj] 0(G) Ay
Hy, : (G, « Gy + Gj ©(G) Ay
Hy, : (G « Gy + G| 0[G)) Ay
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Situations de contrainte d’ordre 4, de rang 2

Coefficients
de contrainte

Hy, e [G & G < GJ] 0 (Gy) Az
Hy,: (G < Gl) +* GJ] 0(Gy) Ass
Hys: (Gy < G) + G| 0(Gy) Ags
Hye : (G, « GJ) + Gy 0(Gy Ay
Hy;: [G; « G, « Gy] 0 (G Ayq
Hyg: [(G) « Gy + G)j o [Gl) Ass
Hyg: (G < G) + Gj] O (Gl) Ay
Hjo: (G, « GJ) + Gy 0 (Gy Azo
Hy, ¢ [G, « G, « G]] 0(Gy Az
H,, : [(Gl < G) + Gy 0(Gy) A,
H,; : [(Gl A GJ) # Gy] 0(Gy Ay
H, - [(Gy « Gy + Gj] 0(G) Az
Hys ¢ G < Gi] o [G) « G;] Azs
Hys : [Gi « G] 0 [G, + G)] Az
Hy, : [G » G] O[G, « G| Ayq
Hys : [G, » G oG, » GJ] Az
Hy [Gy < ;] 0 (G, © [GJ) Ay
Hjo [Gi + Gi 0(G) 0 (G)y Az
Hj, : (Gy © (Gi) 0 [Gy « GJ] Asy
Hj, ¢ (G) 0 (G) ©[G; » GJ] Az,
Hjs [G « Gj] O [G) had GJ] Az,
Hj, : [Gi « G 0 [G, + G)] Asg
Hj;s : [G # Gyj] 0 [Gy « Gj] Ass
Hje : [G » G] O[G # GJ] Az
Hj;: [Gi < Gj] 0(Gy) o (G) Asq
Hjs : [Gi + Gj] 0(G) 0 (Gy Asg
Hj, : (Gy) © (Gy © [G; « GJ] Ay
Hyo : (G) 0 (Gy 0 [G, — GJ] Ago
Hy, : G, <~ Gl] o [GI < GJ Ay
Hy, ¢ [Gi « G)] O[G, + GJ] As,
Hys : [Gi + Gj] 0[G, « Gj] Ays
Hys [G + Gj] 0[G, » Gj] Asg
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Situations de contrainte d’ordre 4, de rang 2 dS?gggZ?;fe
Hys [G «~ Gj] o (Gl:) 0 (Gy) Ags
Hye : [Gi + G)] 0 (Gy O (Gy) Ase
Hy, (G)o (G)) 0 [G; « GJ] Asq
Hys : (Gp o (G)o [G + G Aus
Hy, : (G) 0 (G) o (G) o (Gy Ay

LES VARIABLES ALEATOIRES GENETIQUES

La contribution numérique d’un géne a l'expression d’un caractére
est aléatoire. Nous lui attachons une variable aléatoire génique X prenant
les valeurs respectives s et ¢ lorsque le géne considéré appartient aux classes
d’isoaction A et a avec les probabilités a priori p et ¢ = 1 — p. Considérons
deux génes homologues G et G’ d’'une méme zygote et les variables aléa-
toires X et X' qui leur sont attachées.

Si les génes G et G’ sont isocontraints, ils sont a fortiori isoactifs ; on
peut alors écrire la loi conjointe de X et X" :

X
¢ Loi marginale
s de X'

X'

N P 0 Py

t 0 91 91
Loi marginale| Py q, 1

de X

Si les génes G et G’ sont hétérocontraints, on a alors :

PrX=s, X=0+PrX=t X=s5=1
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Comme, de plus, la relation d’hétérocontrainte est symétrique, on a la
loi conjointe de X et X' :

X
s ¢ Loi marginale
de X’
X'
1 1
s 0 - -
2 2
1 1
t - 0 -
2 2
. . 1 1
Loi marginale - — 1
de X 2 2

Si les génes G et G’ sont non contraints, alors les variables X et X' sont
indépendants en probabilité. Leur loi conjointe est :

X
s ¢ Loi marginale
de X'
X'
2
s p3 P343 P3
2
t P393 q3 q3
Loi marginale P3 qs 1
de X

On a entre ces différentes probabilités la relation :

1
p=F;.p +F2-§+F3-P3

Soit un zygote diploide quelconque H. Etudions un caractére déterminé
par deux génes homologues Gy et Gy. Nous connaissons les lois con-
jointes X et X’ sous les différentes conditions de contrainte, par suite,
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nous pouvons en déduire la loi de probabilité a priori de toute fonction
de ces deux variables aléatoires, en particulier de la variable aléatoire
zygotique: Y =X + X'. En général, les deux génes homologues réunis
dans un zygote diploide n’additionnent pas leurs effets potentiels dans la
réalisation quantitative d’un caractére. Les contributions numériques des
génotypes AA, Aa et aa sont respectivement i, j et k, ce qui introduit la
variable aléatoire génotypique : Z. Nous la considérons comme la combi-
naison linéaire des variables aléatoires géniques X et X' et de dominance D
définie par:
Z=X+X+D.

Centrons Z sous la condition de non contrainte : E_3(Z) = 0 et estimons s
et t par la méthode des moindres carrés en rendant minimum la moyenne
de D?, ce qui se traduit par les relations :

pai —2s) +q3(j—s—1)=0
p3(j —s— 1)+ g3k —2t) =0

ou encore : pas+ g3t =0
S = p3i + q3j
t=pij + g3k
Alors :

E(Z) = F,.Eq(Z) + F,.E,(Z) + F;.E5(Z)
= F{[E.1(Y) + E.y(D)] + F,[E»(Y) + Ec,(D)]

COVARIANCE GENOTYPIQUE
A PRIORI ENTRE DEUX ZYGOTES QUELCONQUES
PRIS A UNE GENERATION DONNEE

Soient deux zygotes I et J d’'une méme génération.
cov (Z,.Zy) = E(Z,.Z;) — E(Z,).E(Z))
Calculons E(Z;.Z;) en appliquant le théoréme des moyennes condi-

tionnées :
49

E(Z,.Z)) = ZAk -BlZ,.Zy)

k=1
avec :

EWZ,.Z;) = E(Y,.Y)) + E(Y;.D)) + Ei(Y,.Dy + E(D,.D,)
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I1 est donc nécessaire de déterminer la loi conjointe des couples (Y, Y)),
(Y, Dy), (Y;, D)) et (D,, Dy) lorsque I'on suppose que les 4 génes homo-
logues G,, G;, G; et G; sont liés par une des 49 situations de contrainte
d’ordre 4, de rang 2.

Exemples :
1) Siles 4 génes sont dans la situation H,, alors les 4 variables aléatoires
géniques obéissent conjointement a la loi:

, , Proba-

X X X, X bilités
s s s s P
t t t t 4

Par suite :
E\(Z,.Z)) = E,(Y?) + 2E,(Y.D) + E,,(D?)
avec: E.(Y?) = p;.(25)% + q,(2t)*
E.(Y.D)=p,.2s(i — 2s) + q.2t(k — 2t)
E. (D% = p;.(i — 25)* + q,.(k — 21)°

2) Cas de la situation H, : seuls les événements suivants sont possibles :
Xi=s Xi=s X;=5 X;=1) et Xj=t X;=t X;=t, X;=5).

Le premier se réalise lorsque Gj appartient a la classe d’isoaction (a).
Or, il est hétérocontraint 4 'un quelconque des génes G,, G;, G, donc il

. oo, 1
appartient a la classe (a) avec la probabilité 3 d’ou :

loxo x| x| AR
1
N N N t -
2
1
t t t s -
2
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Par suite :

Ey(Zy, Z)) = [Ex(Y))* + Eo(YD) + E5(Y). Eiz(D) + E55(D).E (D).

avec : Eo(Y)=s+t et  E,(Y?)=[E,(Y)?
ECZ(D) =] —s—t
E(YD) = Ex(Y).E,(D) = (s + 1).(j — s — 1)

et en posant :
1 1
EgD)=-(G—2s)+ =(k—2t
+(D) = 5 (i = 29) + 5 (k = 20
3) Cas de la situation H,, : la variable aléatoire X; est indépendante en
probabilité du triplet (X, X}, X;). On a
Pr(X;=1s)=p; et Pr(X;=1)=gqs.
Le raisonnement fait pour la situation H, peut-étre répété et on a :
, , 1
PI‘(XI=S, Xl=S, XJ=t)= Pl‘(xl=t, Xl=t, Xl=S)=§

d’ou la loi conjointe des variables aléatoires X;, X;, X;, X; :

, . Proba-
X Xi Xy X bilités
1
s t s -
s > P3
1
s t t -
N 2 q3
1
t t s -
s 5 P3
1
t t s t -
2 q3

Par suite :

1 1
EioZ.Z) = - 3 Ea(Y?) + Eco(Y). Exz(D) — 7 Ea(YD)
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en posant :
E(Y?) = 4pss? + 4g4t* = — 4st

1 1
Exs(YD) = 5. 250 — 25) + 5 .20(k — 20)

Remarques :

1) Les notations ¢, et ¢; sont introduites uniquement pour la commodité
des écritures. ¢, et ¢; correspondent pour deux génes homologues aux
deux lois conjointes suivantes :

cy C3
X X
s t s t
X' X’

1

s — 0 0
5 s P3

1
t 0 5 t 0 q3

2) On a aussi la relation :
E(D?) = E3(D?) = (j — s — 1)* = (i — 2s)(k — 21)

La covariance génotypique a priori entre deux zygotes diploides pris
au hasard a4 une génération donnée, dans une population homogame,
a pour expression :

cov (Z,, Zy) =

1 1 1 1
ECI(YZ).[AI + EAQ + 5A13 + ’2‘A17 + EAZI] '+'
, 1 1 1
EL‘Z(Y)' A2+A3+A4+A5+A7+A8+5A11+§A12+5A15

1 1 1 1 1 1
+ 586+ 7Mist EAw + 582+ 3823+ Azs + 545

1 .

ANN. INST. POINCARE, B-V-1 7
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Ei3(Y?).[Asz + Ayl +

1 1 1 1 1 1
EE(YZ)-[—As_EAlo—5A14—§A20—5A24—5A36+ZA37
1 1 1 1 1 1 1
_ZA38+ZA39_2A40_§A“+ZA“—ZA46+ZA47
1
oA
4 48:|+
1 1 1 1
Ecl(YD) 2A1+§A9+§A13+‘2"A17+5A21 +
1 1 1
Ec2(YD)' A2+A3+A4+A5+2A7+2A8+§A11+5A12+§A15
1 1 1 1 1
+5A16+5A18+§A19+5A22+‘2‘A23+2A28_A34
—A3s + Az — Ayy — Ays + Ayy — 2F,F)] +
1 1 1 1
EE(YD)-[— 2A6—5A10*5A14—§A20—§A24“A36—A44:|+

E.(Y).Ez(D).[A; + Ay + Ay + A + dAg + Ajo+ Ass + Ay + Ay
+ 2436 + 2A44] +
[Ecs(Y) + Ecy(D))*.[A,5 — F,Fi] +
[Ec1(Y) + Ecy(D)].[E.o(Y) + Eo(D)].[Ay + Ay — F,F, — FoF ] +
‘Ecl(Dz)-[Al] +
Es(D?).[Ag + Ay + Ag + Agg + Ayy — Ay — Ass + Ase + Ayy — Ay
—Ay3+ Ay — F,F)) +
E.»(D).Ez(D).[A, + Ay + A, + AJ).

VARIANCE GENOTYPIQUE 4 PRIORI

Elle se déduit de I'expression de la covariance génotypique a priori
dans laquelle on écrit :
A, =F, A, =F, et Az;;=F,
var Z = cov (Z, Z)
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var Z =
E1(Y?) + (F, — F3).E»(Y?) + F3.E.5(Y?) + 2F;.E4(YD)
+ 2(F, — F}).E (YD) — F{.[E,(Y) + E,(D)]?
— 2F,F;.[E(Y) + E;(D)].[Ecx(Y) + E.5(D)] + F,.E.(D?)
+ (F; + F3 — F3).E5(D?).

Cette expression est équivalente a celle obtenue par un calcul direct de la
variance génotypique a priori:

var Z = E(Z%) - [EZ))* = F,.E(Z%) + F;.E(Z%) + F3.E5(2%) —
—[F1.E4(2) + F,.E,(2)1.

CAS PARTICULIERS

1) M. Gillois (1966) [2] a donné une expression de la variance génotypi-
que a priori que nous retrouvons ici en considérant une population dans
laquelle p, = p;, ce qui entraine les relations suivantes :

E. (Y)=2ps +4qt)=0
[E(D))* = E,(D?)
E5(Y?) = 4(ps® + qt?) = E4(Y?) = 2E5(Y?).

2) Cas de 'homogamie gamétique d’identité :

Nous savons [3] que si dans la génération d’origine les probabilités des
classes d’isoaction p, q et p;  sont égales, alors elles restent constantes au
cours des générations :

Pi1,0 = P3,0 = P1,n=DP3n=1D-

De plus, si F,(0) = ¢,(0) = 0, alors en absence de mutation, deux génes
homologues pris parmi ceux des deux zygotes I et I sont soit isocontraints,
soit non contraints. La covariance et la variance génotypiques ont alors
pour expression :
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cov (Z,, Zy) =

1 1
Ec3(Y2).I:2A1 + Ag + A13 + A17 + AZI + A33 + “2‘A37 + §A39 + A41

1 1
+ _2‘A45 + §A47] +
2 2
E;3(D?).[Azs + Ay + Ay — FiFi] +
E . (D?).[A].

1 1 1 1
Ecl(YD).[ZAI + EAQ + EAls + ‘A17 + ‘A21] +

et:

var Z =
(1 4+ F;).E5(Y?) + 2F.E (YD) + (1 — F; — F}).E5(D?) +
+ F,.E,(D?).

Ces deux expressions sont identiques a celles obtenues par M. Gillois [4]
au cours du calcul du coefficient de corrélation théorique entre deux zygotes
consanguins et apparentés dans le cas dominance. Il utilisait alors les situa-
tions et les coefficients d’identité restreinte.

CONCLUSION

Outre son intérét théorique, le calcul de la covariance génotypique dans
une population homogame est un exemple d’utilisation des relations de
contrainte. Il permet aussi de remarquer que les probabilités conditionnées
par les situations de contrainte des classes d’isoaction sont en général
différentes dans une méme génération. L’étude de leurs variations au cours
des générations fait 'objet des travaux récents de M. Gillois [3].
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