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Étude des populations d’effectif limité

homogames, phénotypiques et panmictiques

M. GILLOIS (*), J. BOUFFETTE (**) et Ar. BOUFFETTE

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. V, n° 1, 1969, p. 69-86.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

SOMMAIRE. - Le présent travail a pour objet l’étude de l’évolution des
coefficients de contrainte généralisés et de mettre en évidence les différentes

probabilités de la classe d’isoaction (A) conditionnées par les situations de
contrainte d’ordre 2 de rang 2 et celles d’ordre 2 de rang 1 pour des popu-
lations d’effectif limité homogames, phénotypiques et panmictiques.

Soit une population formée de zygotes diploïdes d’effectif limité, supposé
constant, comprenant Ni 1 mâles et N2 femelles. Pour un zygote pris au
hasard dans l’ensemble des zygotes de la génération n, les probabilités
a priori d’avoir les génotypes [AA], [Aa], sont :

Fln, F2n, F3n désignent les coefficients de contrainte zygotiques (M. Gil-
lois [1 ]).

1

P1,n,1 2, P3,n sont les probabilités a priori supposées indépendantes du
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sexe, de la classe d’isoaction (A) conditionnées par les situations de con-
trainte d’ordre 2, de rang 1.

Nous appellerons « coefficients de contrainte zygotiques généralisés » :

et nous considérons ces 6 probabilités a priori comme celles de six géno-
types généralisés (M. Gillois [2]).
De même, si ø2n, ø3n, sont les coefficients de contrainte paren-

taux 1 1 P3,n, les probabilités de la classe d’isoaction A condi-

tionnées par les situations de contrainte d’ordre 2, de rang 2, nous appelle-
rons coefficients de contrainte parentaux généralisés:

Soit À, supposé constant pour une population donnée, la probabilité a priori
d’un appariement homogame, les zygotes s’accouplant ayant le même

phénotype.
On distingue deux phénotypes :
- un zygote est de phénotype « A » s’il présente l’un ou l’autre des

génotypes AA et Aa,
- il est de phénotype « a » s’il a le génotype aa,

(1 - À) est alors la probabilité a priori d’un accouplement panmictique.
En absence de mutation, deux gènes homologues d’un zygote H de la

génération (n + 1) sont isocontraints et appartiennent à la classe d’iso-
action (A) :
- soit parce que ce zygote est issu d’un appariement homogame, alors

la probabilité conditionnée est :

Tl~ + T3n + T4n + T5n étant la probabilité (conditionnée par l’apparie-
ment homogame) pour que les deux parents de H soient du phénotype « A »,
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1 1

+ 2 T3n + T4n + 2 TSn
et 

~ ~ 
désignant la probabilité pour qu’un gamète

porte un gène appartenant â la classe d’isoaction (A) sachant que le géni-
teur est de phénotype « A » ;
- soit parce que ce zygote est issu d’un appariement panmictique,

alors la probabilité conditionnée est d’où

Par un raisonnement analogue, on établit les équations de récurrence
suivantes :

Les équations régissant les (i = 1, ..., 6) restent inchangées
quel que soit le mode d’appariement étudié, donc on a :



72 M. GILLOIS, J. BOUFFETTE ET AR. BOUFFETTE

Dans ces équations, N est l’effectif génique défini par la relation

Ce système d’équations aux différences finies décrivant l’évolution de la
population est non linéaire.
Nous nous bornerons, dans le cas général, d’abord à l’étude de la proba-

bilité a priori fi(n) pour qu’un gène pris dans un zygote de la génération n,
appartienne à la classe d’isoaction (A) ; puis, à celles de l’évolution de
F3n, ~3n, P3,n et 
On a :

et

p (n) et fi’(n) vérifient le système linéaire et homogène :

qui admet pour solution :

où kl, k2, ~2 sont des constantes dépendant des conditions à l’origine :
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Lorsque le nombre de générations augmente, les probabilités fi (n) et 
tendent vers la même limite ki. C’est seulement lorsque p(0) = p’(0), que
les probabilités p(n) et p’(n) restent constamment égales à leur valeur à
l’origine.
Pour une homogamie phénotypique stricte (À = 1), la probabilité pour

qu’un gène pris dans un zygote quelconque appartienne à la classe d’iso-
action (A) est toujours constante et égale à p(0). Par contre, fi’(n) tend
asymptotiquement seulement vers fi (0), si p’(0) diffère de fi (0) car on a :

Pour une population panmictique (À = 0), fi (n) et fi’(n) varient d’une
génération à l’autre quand fi (0) n’est pas égal à p’(0). Elles tendent vers la
même limite :

Étudions, pour À quelconque, l’évolution des coefficients de contrainte F3n
et 

Ils satisfont au système linéaire et homogène :

qui a pour solution :

avec :
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et

Pour À différent de 1, les racines ri et r2 sont, en valeur absolue, infé-
rieures à 1. Par suite, F3n, et tendent asymptotiquement vers zéro.
Pour une homogamie phénotypique stricte (À = 1), r2 et k3 sont nuls

quelles que soient les valeurs initiales F3o et ~3o. Par suite, dès que n >_ 1,
F3n est nul et :

avec

donc tend vers zéro lorsque n augmente.
Que la population soit homogamique phénotypique ou panmictique, à

l’équilibre, tous les zygotes ont leurs gènes homologues contraints.
Étudions l’évolution des probabilités de la classe d’isoaction (A) dans

le cas de non-contrainte.

On a :

Ce système linéaire et homogène admet les mêmes racines rl et r~ que le

système précédemment étudié :

avec
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d’où :

et

Pour À différent de 1, on a :

Dans une population homogame phénotypique stricte, est constam-

ment égal à sa valeur initiale.
Le système aux différences finies régissant les coefficients de contrainte

généralisés est non linéaire. Il peut être cependant résolu complètement
dans le cas de l’homogamie stricte et de la panmixie.

Les trois tableaux joints à cet article donnent l’évolution au cours des
15 premières générations des coefficients de contrainte généralisés dans le
cas particulier où : Ni = 2 ; N2 = 5 ; /). = 0,1 et sous différentes valeurs

initiales données à ces coefficients.

Homogamie phénotypique stricte.

Pour ~, = 1, le système s’écrit :
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Les équations donnant les (j = 1, ..., 6) restent inchangées. Remar-
quons déjà que le coefficient de contrainte généralisé T2" est une fonction
croissante de n. Il y a donc augmentation des zygotes iso-contraints (aa).
On a :

par suite :

ou encore

d’où

On en déduit :

Asymptotiquement, la probabilité qu’un zygote isocontraint soit (AA)
tend vers la probabilité fi (0) pour qu’un gène quelconque de la génération
origine appartienne à la classe d’isoaction (A). La probabilité qu’un zygote
isocontraint soit (aa) tend vers q (0) = 1 - fi (0). Il y a disparition des
zygotes hétérocontraints.
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On obtient pour les S~,n + 1 (j = 1,..., 6), les équations suivantes :

Les solutions sont :
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La probabilité conditionnelle varie au cours du temps car,

et lorsque le nombre de générations augmente, tend vers fi (0).

Si # (0) est supérieur à 1 2, le rapport  P1,n P(0) est supérieur à un, alors p1,nSi p ‘ (0) est su p érieur à 1 2 , le rapport est supérieur a un, alors p1,n2 ’

décroît vers fi (0). L’augmentation des zygotes isocontraints [AA] est donc
plus lente que celle des zygotes isocontraints [aa].

Si ,. pl’" 0 est inférieur à un, dans ce cas, fi (0) est inférieur à 1 alors pl,nfi (0) 2 ’

croît vers fi (0) : l’augmentation des zygotes isocontraints [AA] est plus
rapide que celle des zygotes isocontraints [aa].

Si fi (0) est égal à 2’ 1 alors p 1, n est constant et égal a . ’ 1
2 ’ 

2

Enfin, remarquons que la population tend vers une population com-
posée de zygotes isocontraints car :

tend vers 1,

tendent vers zéro.

Dans le cas où la population d’origine est composée uniquement d’indi-
vidus non contraints :

On a alors le résultat connu [3], [5], puisque T5n = 0 :
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ainsi que les résultats suivants puisque T4" et T6" sont nuls :

Panmixie

Pour À = 0, le système se réduit à :

et les équations donnant les 1 (j = 1, 2, ..., n) restent inchangées.
Il est linéaire. Sa résolution ne présente pas de difficultés. On obtient :

avec

ANN. INST. POINCARÉ, B-V-1 6
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avec

avec :

Asymptotiquement, Tl~ tend vers ki, T2" vers a2, T3R’ T4n, T5m T6n ten-
dent vers zéro : les zygotes hétérocontraints et non contraints disparaissent.
Les zygotes isocontraints [AA] et [aa] sont respectivement dans les propor-
tions kt et a2 . k est la moyenne pondérée et g’(0) affectés respecti-
vement de 1 et N ; de même, a2 est la moyenne pondérée de 4 (0) et 
affectés respectivement de 1 et N.
La probabilité conditionnelle Pl,n a pour expression :
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Par suite, lorsque n augmente, on a :

Dans une population panmictique d’effectif limité et constant, en absence
de mutation, la probabilité conditionnelle Pt,n varie, en général, au cours
des générations et est distincte de la probabilité conditionnelle p3,n.
Cependant si l’on considère une population d’origine formée d’individus

non contraints et telle que = p3,o, alors comme p3,n, reste constant
et égal à 

C’est dans ces conditions que de nombreux problèmes de génétique ont
été traités [6].

Il en est de même lorsque la population d’origine ne contient pas de
gènes hétérocontraints et que

Nous retrouvons ici les conditions utilisées pour résoudre certains pro-
blèmes à l’aide de la relation d’identité [4].

CONCLUSION

L’introduction des coefficients de contrainte généralisés a permis d’étu-
dier complètement l’évolution d’une population homogame phénotypique
stricte et d’une population panmictique. De plus, elle montre que les
probabilités conditionnelles P3,R’ p3,n~ traditionnellement égales,
ne le sont que dans certains cas particuliers. Il est en effet possible de
définir des populations dans lesquelles il n’en est pas ainsi. Par exemple,
dans une population origine de 4 individus, telle que F3o = ø30 = 0 ;
comprenant deux [AA] isocontraints, un [aa] isocontraint et un [Aa] hétéro-
contraint, on a :
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