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Harmonicité des moments

d’une fonction aléatoire

J. NEVEU

Institut Henri Poincaré
. 

Université de Paris (*)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. V, n° 1, 1969, p. 13-29.

Section B :

Calcul des Probabilités et Statistique.

RÉSUMÉ. - On montre que pour une fonction aléatoire réelle harmoni-
sable définie sur R, soit (çt, tER), l’espace hilbertien engendré par les monô-
mes ~t 1 ... çtn (n fixé ; t 1, ... est isomorphe à un espace hilbertien
de mesures sur R". On étudie en particulier le cas des fonctions aléatoires
stationnaires.

SUMMARY. - For a real harmonizable random function defined on R,
say (~r, t E R), the Hilbert space generated by the monomials ... çtn
(n fixed; tl, ... is isomorphic to a Hilbert space of measure on R".
Special attention is given to the case of stationary random functions.

1. INTRODUCTION

Une fonction aléatoire réelle (en abrégé f. a. r.) sur R, soit ç = (çt, t E R),
définie sur un espace de probabilité (Q, si, P) est dite harmonisable d’ordre n
si ses moments d’ordre n, soient E(çtl ... ~), existent et peuvent s’expri-
mer comme les valeurs en (tl, ... tn) de la transformée de Fourier d’une

(*) Équipe de Recherche n° 1 « Processus stochastiques et applications », dépendant de
la Section n° 2 « Théories Physiques’et Probabilités », associée au CNRS.
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14 J. NEVEU

mesure bornée sur R". On sait que cette définition est inspirée par le cas
des f. a. r. stationnaires et continues dans L2 qui sont harmonisables d’ordre 2
en vertu d’un théorème de Bochner ; on sait aussi que dans ce cas le sous-

espace fermé de j~, P) engendré par les est naturellement

isomorphe à l’espace fonctionnel L2(R, v~) associé à la mesure spectrale v~
de la f. a. r. considérée.

Nous montrons dans ce travail [proposition 2.2] que pour toute f. a. r.

harmonisable d’ordre 2n il existe un espace hilbertien formé de mesures

bornées sur R", soit Mm qui est naturellement isomorphe au sous-espace
fermé de ’L2(Q) engendré par les monômes ... çtn (tl, ... R). Dans
le cas où la f. a. r. harmonisable d’ordre 2n est stationnaire, nous établis-
sons dans un 2e paragraphe que le flot tE R) des translations associé à
la f. a. r. stationnaire ~ induit dans l’espace Mn le groupe des multiplications
des mesures par les fonctions .

Les résultats que nous avons obtenus complètent notamment ceux de
Sinaï.
On notera que notre définition de l’harmonicité d’ordre n diffère un

peu de celle introduite originellement par Fortet [1 ] : une f. a. r. de la

classe au sens de [1] est une f. a. r. harmonisable de tout ordre __ n au
sens de notre définition. Cette modification s’imposait pour pouvoir
énoncer la proportion suivant laquelle une fonction harmonisable d’ordre 2n
est automatiquement harmonisable d’ordre n.
Nous terminerons cette introduction en énoncant le résultat suivant

qui est fondamental pour la suite ; ce résultat est connu [0] et nous n’en

rappelons la démonstration que pour permettre une étude plus facile de
l’ensemble de notre travail.

PROPOSITION 1.1. - Soit (E, f) un espace mesurable et soit A un espace
vectoriel sur C de fonctions mesurables bornées à valeurs complexes défi-
nies sur (E, ~) ; on suppose que pour toute mesure complexe bornée ~, sur

(E, f), on ne peut avoir = 0 pour tout f E A que si la mesure À est nulle.

Soit p une mesure complexe bornée sur (E, ~)2, hermitienne et de type positif
sur A c’est-à-dire telle que :
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On note m la mesure positive bornée sur (E, ~) définie par

avec

Il existe alors un espace de Hilbert unique sur C, soit M(E, ~) formé
de mesures complexes bornées sur (E, ~) tel que :

a) toute mesure v E M,,(E, ~) est absolument continue par rapport à m ;
en outre sa densité appartient à ~, m) et vérifie

b) pour tout fEL(E, J, m) (donc pour tout fEA) la mesure complexe
bornée ~ f dé~nie par :

appartient à M~ et le produit scalaire de Mu est tel que ~ v, = v( f )
pour toute mesure v E MJl ;

c) le sous-espace vectoriel f, f E A ] de M~ et a fortiori le sous-espace
vectoriel f E L~(E, ~, m) ] sont denses dans M~.

Démonstration. A tout f ~ 039B associons la mesure définie par la

formule du (b) ci-dessus et désignons par ~l l’espace vectoriel f EE)
de mesures ainsi obtenu. Le théorème de Fubini montre que l’on a, quels
que soient f, gEA :

(la 2e égalité s’obtient en tenant compte de ce que 
ce qui est une conséquence du caractère hermitien positif de jM). En notant
 l’expression précédente, on définit un produit scalaire sur JI
puisque cette expression ne dépend manifestement de f et de g que par
l’intermédiaire de f et Jig et puisque par hypothèse cette expression est
non négative si f = g. En outre ce produit scalaire est séparé car = 0

entraîne par l’inégalité de Schwarz que = 0 pour tout

gEA, donc que = 0 par l’hypothèse faite sur A. Nous désignerons alors
par M l’espace de Hilbert abstrait obtenu par complétion de JI en notant
par i l’application injective canonique de ~i dans M.

ANN. INST. POINCARÉ, B-V-1 . 2



16 J. NEVEU

L’application f - J1 f de A dans -6 est telle que :

elle est donc continue du sous-vectoriel A de L~(E, ~, m) dans ~~. D’autre
part A est dense dans L~(m); en effet pour tout h E L~(m) orthogonal à A
la mesure h.~ï s’annulle sur A, donc s’annulle identiquement ce qui impli-
que que h = 0 dans L~(m). On en déduit l’existence d’une application de
norme  1 de L~(m) dans M, soit u, telle que u( f ) = i(,u f) si f E A. Comme
u[L~(m)] est un sous-vectoriel dense de M puisqu’il contient u(A) = 
l’application conjuguée u* de M dans L~(m) est injective et nous permet
d’identifier tout élément v de M à la mesure u*(v). m sur (E, ~) ; l’espace de
Hilbert M devient ainsi un espace de mesures complexes bornées sur
(E, ~) absolument continues par rapport à m de densités de normes L~ infé-
rieures aux normes dans M des mesures respectives. L’identification

précédente implique que l’on a pour tout f E L~(m) et tout v E M,

Remarquons ensuite que pour tout f E A, l’identification précédentc
associe la mesure ~ à l’élément de M ; en effet si gEA on a :

et par suite i(Jlf) = puisque la mesure i(Jlf) - Jlf s’annule sur A. Il résulte
donc de la construction de M est dense dans l’espace de
mesures M.

Pour achever la démonstration de la proposition il reste à établir la

propriété (a). Or si f E A cette propriété est claire puisque compte tenu de
l’identification de u( f ) = f) à la mesure p f, on a, quel que soit v E M :

Si f E sans appartenir à A, on peut encore définir la mesure ~c f
par la formule de la proposition (cette mesure ne dépend effectivement
que de la classe d’équivalence de f par rapport à m) et le théorème de
Fubini montre que l’on a pour tout g E A mais alors, comme :

on voit que u( f ) s’identifie encore à la mesure ~ f.
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2. FONCTIONS ALÉATOIRES RÉELLES
HARMONISABLES

DÉFINITION 2 1 . Une f. a. r. [03BEt, t ~ R ] définie sur un espace de proba-
bilité (Q, P) et dont le paramètre varie dans R est dite harmonisable
d’ordre n si çt E L~(S2, P) pour tout tER et s’il existe en outre une mesure
complexe bornée ,u" sur R" telle que :

pour tout t = (tl, ... tJeR". La mesure ~" est appelée la mesure spectrale
d’ordre n de la f a. r. (~t, t E R).
Comme une mesure complexe bornée sur R" est univoquement déter-

minée par sa transformation de Fourier on voit sans peine a) que la mesure ~
attachée à la f. a. r. (çt, t E R) par la définition précédente est univoquement
déterminée par cette f. a. r. : b) que la mesure ~ est invariante par le groupe
symétrique des permutations de coordonnées de Rn : c) que la mesure ~
vérifie dx) relativement à la symétrie x - - x de Rn.
On désignera par An l’espace vectoriel sur C des polynômes trigono-

métriques complexes sur R" et par Xn l’unique application linéaire de An
dans l’espace des variables aléatoires complexes telle que :

Il est alors clair que la fonction (~t, t E R) est harmonisable d’ordre n si
et seulement si Xn(f) E si, P) pour tout f E An et s’il existe une mesure
complexe bornée sur R" telle que E[Xn(f)] = pour tout f E An
La proposition suivante est une conséquence directe de la proposi-

tion 1.1 du paragraphe 1.

PROPOSITION 2 . 2. On suppose que la f a. r. (~t, tER) est harmonisable
d’ordre 2n. Si désigne la mesure spectrale d’ordre 2n de cette f a. r., la
mesure 2n définie par dy)] sur Rn x R" est hermi-
1 ienne positive par rapport a l’espace An. On définit la mesure positive mn
sur Rn en posant 1 (F x RJ.

Il existe alors un espace de Hilbert Mn formé de mesures complexes bor-
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nées sur R" et une application linéaire isométrique Xn de M" SUR le sous-
espace fermé H" de si, P) engendré par les produits

tels que :

a) toute mesure v E Mn est absolument continue par rapport à mn et sa densité
vérifie

b) quel que soit f E la mesure complexe bornée sur R" dé nie par

appartient à Mn et on a ~ v, = v( f ) pour toute mesure v E Mn ;

c) le sous-vectoriel f E An ] de Mn est dense dans Mn et pour tout
f E An on a n( f) = xn(f).
Pour tout f dans n’appartenant pas à An, on conviendra de

poser f).
On prendra garde pour la suite que les fonctions et 

sont en général distinctes [c’est seulement si la mesure était

concentrée sur {xi = yi(1 ~ i ~ n)} que ces 2 fonctions seraient confon-
dues].

Démonstration. - Dès que çt E LÈn pour tout tER, les v. a. Xn(f) appar-
tiennent à L2 pour tout f E An en vertu des inégalités de Hôlder. On montre
ensuite facilement que pour tout couple f, g E An :

en considérant d’abord le cas de fonctions exponentielles

et en étendant ensuite le résultat par linéarité en f et anti-linéarité en g.
La formule ainsi établie montre que fi2n est hermitienne positive par rap-
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port à An et comme toute mesure complexe bornée sur R" ne peut s’annuler
sur An sans être nulle, la proposition est applicable à l’espace An et à la
mesure L’existence de l’espace de Hilbert Mn avec les propriétés énoncés
ci-dessus résultent donc de la proposition citée. En outre comme X" est
une application linéaire isométrique du sous-espace dense An de M~ dans

si, P), le prolongement isométrique de X~ à Mn, soit Xn, possède
les propriétés énoncées dans la proposition ci-dessus.

COROLLAIRE 2 . 3. - La f a. r. (çt, t E R) est harmonisable d’ordre n dès
qu’elle est harmonisable d’ordre 2n. En outre si ~cn est la mesure spectrale
d’ordre n la mesure n appartient à l’espace Mm vérifie ~ n~Mn ~ 1 ainsi

que : .’

Démonstration. La forme linéaire sur Mn que définit E[Xn(.)] est de
norme inférieure à 1 puisque :

Comme Mn est un espace de Hilbert, il existe une mesure dans Mn,
soit en, telle que :

En particulier on a donc pour tout f E A~ :

et cela montre que la f. a. r. (~, ~ e R) est harmonisable d’ordre n, la mesure ~
associée étant égale à en.

Remarques. - 1) Il résulte de l’invariance de la mesure par les permu-
tations de coordonnées de R2" : a) que la mesure mn et que toute mesure
v E Mn est invariante par les permutations de coordonnées de R" : b) que
pour tout f EL 2(mn), la mesure ne dépend de f que par la fonction
symétrisée

puisque Jif = On en déduit l’inégalité Il Il / IIL2(mn) qui améliore
l’inégalité ~ f ~ n ~ ~ f trouvée précédemment.

2) Si la mesure i12n est portée par B x R" pour un borélien B de R", alors
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la mesure positive mn sur R" est portée par B et toute mesure v E Mn est
aussi portée par B (puisque v « ~).

3) Si la f. a. r. (çt, t E R) est harmonisable d’ordre 2n et 2p (n, p entiers
positifs distincts), l’image de la restriction à Hn du projecteur orthogonal
de L~(Q, j~, P) sur Hp par les isométries Xn de M~ sur H~ et Xp de Mp sur Hp
est un opérateur linéaire contractant de Mn dans Mp, soit Anp. Pour tout
v E Mn, X p(Anpv) est donc la projection orthogonale sur Hp de Xn(v) et on a
la formule :

pour tout v E Mn et tout a E Mp. Remarquons que l’opérateur Apn de Mp
dans M~ (défini de manière analogue à Anp) n’est autre que l’opérateur
conjugué A~p. ,

Si la f. a. r. (çt, t E R) est harmonisable d’ordres 2n, 2 p et n + p et si les
espaces Mn et Mp sont donnés, il est facile de voir que la donnée de l’opéra-
teur Anp et celle de la mesure /ln + p sont équivalentes. On montre en effet
facilement que si f E An et g E A p on a : 

’

tandis que la formule de l’alinéa précédent montre que :

L’égalité que l’on en déduit pour tout 

montre bien que et An p se déterminent l’un l’autre.

3. FONCTIONS ALÉATOIRES STATIONNAIRES
HARMONISABLES

Une f. a. r. (çt, t E R) définie sur (Q, d, P) est dite stationnaire si la loi de

probabilité qu’elle induit sur RR, soit P~ = P (çt, te R) -1, est invariante
par le groupe t E R) des translations de coordonnées de RR. Si en outre
toute fonction mesurable sur RR invariante par le groupe tER) est

p. s. constante pour P~, la f. a. r. stationnaire donnée est dite ergodique.
Nous simplifierons les notations sans nuire à la généralité en supposant



21HARMONICITÉ DES MOMENTS D’UNE FONCTION ALÉATOIRE

dans la suite que la f. a. r. (çt, t E R) est celle formée par les coordonnées
de RR.
Le théorème de Bochner de représentation des fonctions définies posi-

tives implique, comme il est bien connu, qu’une f. a. r. stationnaire (çt, t E R)
est harmonisable d’ordre 2 dès que LÉ pour tout ( = pour un) tER
et que l’application t -~ ~t de R dans L~ est continue. Plus exactement il
existe une mesure positive bornée sur R, soit v ç telle que :

ce qui signifie que la mesure spectrale d’ordre 2, soit ,u2, associée à la f. a. r.

(~r, t E R) est concentrée sur la seconde bissectrice [x + y = 0 ] de R2.
La première partie de la proposition suivante rappelle (cf. [1]) que ce der-
nier résultat sur le support de n’est pas particulier à l’ordre 2.

PROPOSITION 3 .1. Si la f. a. r. stationnaire (~t, t E R) est harmonisable
d’ordre n, la mesure ~u" sur Rn associée est portée par l’hyper-plan

Si la f a. r. stationnaire (çt, tER) est harmonisable d’ordre 2n, on a pour
toute mesure v de l’espace de Hilbert Mn :

et pour toute fonction f E 

quel que soit tER, à condition de définir la fonction x~ sur Rn par

Démonstration. Si (~t, t E R) est harmonisable d’ordre n, on a quels
que soient s E Rn et t E R :
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On en conclut que = Jin sur Rn pour tout t e R, ce qui n’est possible
que si ~cn est concentrée sur .

Pour toute f. a. r. stationnaire (çt, t E R) on vérifie immédiatement que
o g = pour tout n >_ 1, tER et pour toute fonction f EAn.

Si la f. a. r. stationnaire (çt, t E R) est harmonisable d’ordre 2n, le sous-
espace H~ de j~, P) est invariant par le groupe des transformations
unitaires Z -~ Z o R) et on peut donc considérer le groupe (Tt, t E R)
de transformations unitaires de Mn, image de groupe [0~, tER] par l’iso-
métrie Xn de Mn sur H~; on a par définition :

Montrons que Ttv = X. v.
En vertu de = l’égalité 0 8r = f ) peut

encore s’écrire Tt f = On a alors quels que soient v E Mn
et f E An :

comme on a bien démontré que Ttv = pour tout 

Quant à l’égalité Xn(f) que l’on a démontrée ci-dessus

lorsque f E An’ on l’étend facilement par un passage à la limite à tout
f E puisque A" est dense dans L2(mn) et que l’application Xn de

dans j~, P) est contractante.
On pourra remarquer que lorsque v = E L2(mn)) l’égalité

de la proposition 3 .1 s’écrit encore

en comparant avec la formule

on voit donc que pour tout f EL 2(mn). Cette identité est
d’ailleurs facile à vérifier directement sur la définition des p f.
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COROLLAIRE 3.2. Si la f a. r. stationnaire tER) est ergodique et
harmonisable d’ordre 2n, la v. a. est constante pour toute mesure v

de Mn portée par l’hyperplan

de R" et on a plus précisément : X~(v) _ ~ v, où ,u" désigne la mesure

spectrale d’ordre n. En particulier si f est une fonction de L2(mn) nulle en
dehors de l’hyperplan précédent on a p. _ s. 

Démonstration. Si la mesure v de Mn est concentrée sur l’hyperplan

on a = v pour tout teR il résulte alors de la proposition précédente
que X"(v) est invariante par le groupe t E R) donc que Xn(v) est p. s.

constante en vertu de l’ergodicité de la f. a. r. (çt, t E R). On a alors

et la fin de l’énoncé du corollaire résulte du corollaire 2 . 3.

LEMME 3. 3. On suppose que la f a. r. stationnaire (çt, tER) est harmo- ~ ,
nisable d’ordre 2n et on définit la mesure positive ~,n sur R comme la projec-
tion orthogonale dans R" de m" sur la droite {x1 = ... = xn }. Plus préci-
sément on pose :

Il existe alors une famille z ER) de mesures complexes
bornées sur Rn x R" portées respectivement par les sous-espaces .

hermitiennes et de type positif relativement à l’espace An, telles que :



24 J. NEVEU

La famille de mesures [ ~c2"(z, . ) ] est unique à une À-équivalence près. En
outre l’ensemble des z pour lesquels = 0 est négligeable.

Démonstration. Pour tout couple f, g E L(mn) on a :

à condition de définir la mesure v f,g sur R par :

Il est clair que l’application f,g ~ vf,g de L 2(mn) x L 2(mn) dans l’espace
des mesures complexes bornées sur R est linéaire en f, anti-linéaire en g ;
le théorème de Bochner entraîne en outre que les mesures v f, f sont positives
(puisque leurs transformées de Fourier sont définies positives).

Il est aisé de voir que les mesures sont absolument

continues par rapport à Àn- Réciproquement tout borélien B ~ R tel que
= 0 pour tout est négligeable pour Àn. On a en effet

c’est-à-dire :

pour tout couple f, g E or cela n’est possible que si 2n = 0 su r
E B) x R" ou ce qui est équivalent si Àn(B) = 0.

Il ne reste plus alors pour démontrer le lemme qu’à utiliser la technique
classique de désintégration des mesures. On écrira d’abord la mesure

bornée {i2n comme l’intégrale sur R par rapport d’une famille mesurable

(rz, z e R) de mesures bornées portées respectivement par
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soit :

Comme la mesure fi2n est portée par l’hyperplan

il en est de même de presque toutes les mesures i~, donc de toutes les mesu-

res L z après une modification inessentielle de la famille }. D’après une
formule du début de la démonstration on a pour tout couple f, g E L2C(mn):

Comme la mesure v f, f est positive quel que soit f, la fonction mesurable
de z égale à l’intégrale

est p. s. positive. On pourra donc trouver un ensemble négligeable de z
en dehors duquel l’intégrale

soit positive quel que soit f dans l’ensemble dénombrable des polynômes
trigonométriques à paramètres rationnels, donc par continuité, quel que
soit f E An. Il ne reste plus alors qu’à modifier 03C4z en 0 pour tout z de l’en-
semble négligeable précédent et à appeler cette modification z2n pour que
le lemme soit complètement démontré.

PROPOSITION 3 . 4. La f a. r. stationnaire (~t, tER) est supposée harmo-
nisable d’ordre 2n. On désigne comme précédemment par Mn l’espace de
mesures sur R" associé à la mesure hermitienne positive 2n et on désigne par

ER) les espaces de Hilbert de mesures sur R" associés respectivement
aux mesures hermitiennes positives ,u2n(Z, . ) d’une désintégration de ~c2n
(voir lemme précédent~; les mesures v de M~ sont toutes portées par l’hyper-
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Toute mesure v de Mn s’écrit alors d’une et essentiellement d’une seule
manière sous la forme :

où [ vZ, z ER] ] est une famille mesurable de mesures sur R" telle que v2 E M~
pour tout ze R et où Àn est la mesure introduite dans le lemme précédent ;
en outre on a, quels que soient v, v’ E Mn et tER:

Inversement pour toute famille mesurable zER) de mesures sur R"
telle que vy E M~ pour tout z E R et que

la mesure

est bien définie et appartient à M,~.
La proposition précédente exprime que la désintégration des mesures

n

de Mn relativement à l’application xm de Rn dans R et la mesure ~,n,

définit un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre Mn et l’intégrale hil-
bertienne des M~, soit :

Démonstration. - Les mesures v de M~ sont portées par l’hyperplan

en vertu de la remarque 2, p. 19 puisque la mesure j1in est portée par
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On remarquera aussi que presque aucun des espaces M~ n’est dégénéré
(c’est-à-dire n’est de dimension 0) puisque d’après le lemme précédent
%n # 0 p. s. (Àn).
Pour tout les mesures :

forment une famille mesurable de mesures appartenant respectivement
aux M~ et telle que :

en vertu de la formule du lemme précédent. En outre on a :

puisque la mesure dxd y) sur R" x R" est concentrée sur

on a aussi la formule de produit scalaire :

si f , g E An.
Reformulons ce qui précède en introduisant l’intégrale hilbertienne

c’est-à-dire l’espace de Hilbert formé par les classes d’équivalence de
familles mesurables (vz, zeR) de mesures sur R" telles que 
et que

le produit scalaire de cet espace est défini par :
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D’après ce qui précède la correspondance qui pour tout f ~ 039Bn associe
la classe d’équivalence de la famille { ~c f ~ à la mesure ~ est une applica-
tion linéaire isométrique du sous-espace { f, f ~ 039Bn} dense de Mn dans

l’intégrale hilbertienne ~R Mzn03BBn(dz); par prolongement Mn s’injecte iso-
métriquement dans cette intégrale hilbertienne et si zeR) est l’image
de (T, on a, pour tout 

c’est-à-dire :

La première partie de la proposition est ainsi démontrée. Pour démon-
trer la partie inverse, il faut montrer que l’injection isométrique de Mn dans

est surjective, donc que tout élément (v Z’ zeR) de l’intégrale hilbertienne
orthogonal à Mn est nul. Or pour une telle famille (vz, zeR) orthogonale
à M~ on a, pour tout f E An et tout t E R :

on a donc v. ( f ) = 0 p. s. [~,n] pour tout f E An et cela entraîne que Vz = 0
pour presque tout zeR.

COROLLAIRE 3 . 5. Si la f. a. r. stationnaire (03BEt, tER) est harmonisable
d’ordre 2n, alors pour tout v E Mn la mesure spectrale de la f a.

est égale à Il Vz ~~ 2 si

est la désintégration de v donnée par la proposition précédente.
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Démonstration. On a en effet d’après la proposition précédente :
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