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SOMMAIRE. — En utilisant I’espace des applications linéaires continues
d’un espace de Hilbert s# dans I'espace de Hilbert des variables aléatoires
de carrés sommables, nous résolvons le probléme de I’approximation
linéaire des moindres carrés pour des vecteurs aléatoires a valeurs dans #,
par un procédé qui ne fait intervenir que des opérateurs linéaires bornés.

Les méthodes ainsi introduites permettent d’obtenir sous une forme
€légante la représentation par une moyenne glissante de la partie purement
non déterministe d’une suite stationnaire de vecteurs aléatoires a valeurs
dans J. Nous caractérisons ensuite la mesure spectrale de la partie pure-
ment non déterministe : sa dérivée, qui est une fonction matricielle, est la
partie factorisable maximum (notion définie au chap. II, § 5) de la dérivée
de la partie absolument continue de la mesure spectrale du processus.

Au chapitre III nous établissons une formule de moyenne glissante
pour les fonctions aléatoires stationnaires a valeurs dans # et définies
sur la droite réelle.

Nous complétons ces résultats par une caractérisation des fonctions
de covariance de fonctions aléatoires a valeurs dans J# (chap. I) et une
caractérisation des fonctions factorisables définies sur le tore, a4 valeurs
dans Z*(#) (chap. II).
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SuMMARY. — Making use of the space of continuous linear mappings
from a Hilbert space s# into the Hilbert space of square integrable random
variables, the problem of linear least squares approximation for #-valued
random vectors is solved by a procedure which involves only bounded
linear operators.

Using such methods, an elegant form of the moving average represern-
tation of the purely non-deterministic component of a stationary sequence
of #-valued random vectors is obtained. The spectral measure of the
purely non-deterministic component is then characterised: its derivative,
which is a matrix valued function, is the maximum factorisable component
(this notion is defined in Chapter II, § 5) of the derivative of the absolutely
continuous component of the spectral measure of the process.

In Chapter III a moving average formula for s#-valued stationary
random functions defined on R is established.

These results are completed by a characterisation of covariance functions
of #-valued random functions (Chapter I) and a characterisation of
L *(#)-valued factorisable functions defined on the torus (Chapter II).

INTRODUCTION

Dans ce travail, nous nous proposons d’étudier, pour des vecteurs
aléatoires prenant leurs valeurs dans un espace de Hilbert, 'approxima-
tion linéaire des moindres carrés et les processus du second ordre, station-
naires au sens large.

L’approximation linéaire est étudiée au premier chapitre. Les techniques
introduites pour résoudre ce probléme sont utilisées au début du cha-
pitre II pour obtenir la décomposition de Wold des suites stationnaires
de vecteurs aléatoires du second ordre, le reste de ce chapitre étant consacré
a létude des propriétés spectrales de ces suites. Enfin, au chapitre III,
nous étudions les fonctions aléatoires stationnaires a valeurs dans un
espace de Hilbert et définies sur la droite réelle.

Le numérotage des lemmes, propositions, définitions et remarques,
est indépendant pour chacun de ces chapitres et le renvoi & une propo-
sition sans indication de chapitre concerne toujours le chapitre en cours.

La plupart des résultats démontrés dans cette thése ont été résumés
dans les Notes suivantes :

C. R. Acad. Sci., t. 259, 1964, p. 3678 ; t. 259, 1964, p. 3929 ; t. 262,
série A, 1966, p. 579 ; t. 262, sériec A, 1966, p. 1186.
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CHAPITRE PREMIER

L’APPROXiMATION LINEAIRE
DES MOINDRES CARRES

POUR DES VECTEURS ALEATOIRES

A VALEURS
DANS UN ESPACE DE HILBERT

1. — Introduction.

Soient y, x4, x,, . .., x, des variables aléatoires (en abrégé v. a.) de carrés
sommables, définies sur un méme espace de probabilité (Q, &, u). Pour
fixer les idées, nous supposerons dans cette introduction que toutes les
v. a. considérées sont a valeurs complexes. Le probléme de 'approximation

linéaire des moindres carrés de y en termes des x, consiste & trouver, parmi
14

toutes les v. a. z= ) A.x, qui sont des combinaisons linéaires a coeffi-
k=1

cients complexes des v. a. x;, celles qui minimisent I'espérance mathéma-
tique de la v. a. |y — z|%. Ce probléme de minimum posséde toujours une
solution unique : les v. a. données y et x, sont des vecteurs de Iespace
de Hilbert L(Q) des classes d’équivalence de v. a. de carrés sommables
définies sur I’espace de probabilité (Q, &%, p), et la v. a. cherchée z est la
projection de y sur le sous-espace engendré par les vecteurs x;, x5, . . ., X,

Généralisons ce probléme et supposons que y, X, X,, . . ., X, sont des
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vecteurs aléatoires du second ordre a valeurs dans un espace de Hilbert J#
(dans cette introduction nous supposerons # complexe et séparable,
mais ces restrictions seront abandonnées dans la suite) c’est-a-dire, des
applications fortement mesurables d’un espace de probabilité (Q, &, u)
a valeurs dans # et dont le carré de la norme est une v. a. d’espérance
mathématique finie. Pour tout choix de p applications linéaires conti-
nues A,, A,, ..., A, de J# dans lui-méme, la correspondance

w - z(w) = ZA,,xk(a))

k=1

(o @ désigne un point de Q) définit un vecteur aléatoire du second ordre
a valeurs dans J#. Parmi tous les vecteurs aléatoires z de ce type, en existe-t-il
un qui minimise la quantité E | y(w) — z(w)|? (E désignant P’espérance
mathématique) et qui serait la meilleure approximation linéaire des moin-
dres carrés de y en termes des x, ?

Si J# est de dimension finie N, il existe une solution unique a ce pro-
bléme. En effet, soit (d,) une base orthonormale de J# et désignons par 7,
et % les v. a. coordonnées d’indice n des vecteurs aléatoires y et x, respecti-
vement. Si {, est la meilleure approximation linéaire des moindres carrés
delav.a. n,entermes des v. a. ¥ 1 <k<p, 1 <j<Ny), {,estlav.a
coordonnée d’indice n d’un vecteur aléatoire z qui est solution de notre
probléme.

Mais si # est de dimension infinie, il s’introduit des matrices infinies
qui ne correspondent pas nécessairement 4 des opérateurs bornés. Il est
facile, en effet, de construire deux vecteurs aléatoires du second ordre x
et y tels que la quantité E || y(w) — Ax(w) ||*> soit arbitrairement petite
mais jamais nulle, lorsque A parcourt I’espace des applications linéaires
continues de ¥ dans lui-méme. Nous ferons cette construction au para-
graphe 3. On pourrait étre tenté d’envisager I'emploi d’opérateurs non
bornés mais il ne semble pas que ce soit la bonne maniére d’approcher le
probléme car le symbole Ax(w) ne représente un vecteur aléatoire que
si x(w) appartient presque partout au domaine de définition de I'opéra-
teur A, et la vérification de cette propriété nécessite des hypothéses restric-
tives que ’on ne désire pas introduire.

Voici I'idée que nous allons exploiter dans la suite de ce chapitre et que
nous introduisons ici dans le cas particulier ou I'on cherche la meilleure
approximation de y en fonction d’un seul vecteur aléatoire x. Soit (d,)
une base orthonormale de 5. Au vecteur aléatoire du second ordre x,
est associée la famille de ses coordonnées y,(w) = (x(w),d,) qui sont des
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v. a. de carrés sommables. L’opérateur I" défini par (I'd,, d,,) = E(3,Xm) €st
un opérateur hermitien positif compact, puisque

Z(Fd.., d,) = ZEIJM2 =E || x()? < co.

n=1 n=1

Il existe donc une base orthonormale (d,) de »# dont chaque élément est
un vecteur propre de I'. Les v. a. coordonnées x, du vecteur aléatoire
x par rapport a cette base sont alors deux a deux orthogonales au sens de
la structure hilbertienne de LZ(€). A chaque v. a. y, associons la v. a. nor-

malisée &, = 2% od 2 = E|2,|* (on posera &, =0 si g, = 0). On obtient
ol’l

ainsi une famille orthonormale (g,) de I'espace de Hilbert L3(Q) et si z
est un vecteur aléatoire du second ordre dont les v. a. coordonnées
{w) = (z(w), d,) sont des combinaisons linéaires des v. a. ¢, :

Cn = zamsma

a la matrice infinie (a,,) correspond un opérateur borné et plus précisément
un opérateur de Hilbert-Schmidt puisque

|t |> = E || 2() ||> < c0.

n,m

Ce procédé permet de résoudre le probléme lorsque I'on cherche la
meilleure approximation de y en fonction d’un seul vecteur aléatoire x.
Mais il ne peut pas étre utilisé tel quel dans le cas plus général ou I'on se
donne plusieurs vecteurs aléatoires x;, x,,...,x, puisque la base qui -
orthogonalise les v. a. coordonnées y, dépend du vecteur aléatoire x et
notre premiére tiche sera de donner une interprétation intrinséque de la
famille de v. a. (g,).

Tout d’abord, il faut remarquer que si # est de dimension infinie,
(n) n’est pas la famille des composantes d’un vecteur aléatoire du second

00

ordre puisque z |ef@)|* = + oo presque partout. Au lieu de remplacer
n=1

le vecteur aléatoire x par la famille de ses composantes (y,), nous associons

a x I'application linéaire continue X de # dans L2(Q) qui, & chaque vecteur a

de S fait correspondre la v. a. w - (g, x(w)). Cette définition de X est
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intrinséque et I'application de # dans LE(Q) qui, 2 chaque vecteur de
base d,, fait correspondre la v. a. normalisée &, (£,(w) est le complexe conju-
gué de ¢,(w)), ne dépend pas de la base orthonormale de vecteurs pro-
pres (d,) et n’est autre que 'opérateur partiellement isométrique ¢ associé
a X dans la formule de décomposition polaire X = £|X].

Cette premicre étape qui consiste & remplacer tout vecteur aléatoire x
par une application linéaire continue X de »# dans L(Q), puis & remplacer X
par un opérateur partiellement isométrique &, n’est pas encore suffisante
pour donner une solution satisfaisante de notre probléme. 11 nous faudra
introduire un procédé d’orthonormalisation des applications de #
dans L2(Q), ce qui sera fait au paragraphe 6.

La solution générale du probléme de Papproximation linéaire des
moindres carrés est présentée au paragraphe 8. Auparavant nous établis-
sons les propriétés de I'espace des applications linéaires continues d’un
espace de Hilbert dans un autre, dont nous avons besoin dans ce para-
graphe 8, ou aux chapitres II et IIL. La proposition 1 qui fournit la caractéri-
sation, trés utile pour cette étude, des sous-£(s)-modules a droite forte-
ment fermés, est contenue dans un théoréme plus général de Yood ([15],
théoréme 5-2). Ce théoréme étant peu utilisé en analyse et de 1a peu connu,
nous avons cru utile d’en reprendre la démonstration dans le cas plus
simple qui nous intéresse ici. La définition et les propriétés des opérateurs
partiellement isométriques sont rappelées au paragraphe 6. Au para-
graphe 7 nous caractérisons les applications de # dans LZ(Q) qui sont
associées a des vecteurs aléatoires du second ordre et au dernier para-
graphe nous caractérisons les covariances des fonctions aléatoires a valeurs
dans .

2. — Notations.

(Q, &, u) est un espace de probabilité (Q désigne un ensemble dont
les éléments sont notés w, & est une g-algebre de parties de Q et u est une
mesure positive sur & telle que u(QQ) = 1).

LZ(Q) (resp. L2(Q)) est I'espace des variables aléatoires complexes (resp.
réelles) d’ordre deux définies sur (Q, &, p), obtenu aprés identification
des variables aléatoires égales presque partout, et muni de la structure
hilbertienne définie par le produit scalaire (u, v) = E(u?) (resp. (4, v) = E(uv))
ou E désigne I'espérance mathématique. La notation LZ(Q) au lieu de
L4Q, &, u) qui serait plus correcte n’entraine aucun inconvénient puis-
qu’un seul espace de probabilité ne sera considéré dans cette étude.

A est un espace de Hilbert quelconque (réel ou complexe, séparable
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ou non), F(H) est 'espace des applications linéaires continues de #
dans lui-méme et £ *(#) est I'ensemble des éléments hermitiens positifs
de Z(s#).

Un vecteur aléatoire du second ordre, a valeurs dans 3#, est une applica-
tion fortement mesurable w — x(w) de Q dans J#, telle que E || x(w) |2 < o
(Pour la définition et les propriétés des fonctions a valeurs vectorielles
fortement mesurables, voir par exemple [7], pages 72 et suivantes). L’espace
des classes d’¢quivalence de ces vecteurs aléatoires, muni du produit
scalaire (x, y) = E(x(w), (@), est un espace de Hilbert noté LZ(Q).

Toutes les démonstrations et tous les résultats de ce chapitre sont vala-
bles aussi bien dans le cas ou # est complexe que dans le cas ou J# est
réel, les variables aléatoires qui interviennent prenant leurs valeurs dans
le corps de base de I'espace de Hilbert # et ce n’est que pour fixer les
idées qu’a partir du paragraphe 4 nous supposerons J# complexe.

Nous utilisons les abréviations habituelles :

m. g. : moyenne quadratique

p. p. : presque partout

p. s. : presque slirement

v. a. :variable aléatoire.

3. — Etude d’un exemple.

Nous allons introduire le probléme général en étudiant de prés un
exemple simple ou les difficultés sont déja présentes. Soient, # un espace
de Hilbert réel séparable,{d,n=1,2,...} une base orthonormale
de #, {x,n=1,2, ...} une suite de v. a. réelles, laplaciennes, indépen-
dantes, non nulles, définies sur un espace de probabilité complet (Q, &, u).
Nous supposons que chaque v. a. x, a une moyenne nulle et que la série

des variances,ZEIx,, |?, converge. Il en résulte que les vecteurs aléa-

n=1

toires définis par

0

x(w) = ZX,,(w)dn

n=1
©

Nw) = (an(w)>d1

n=1
existent presque sirement.
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Soit 2 le sous-espace algébrique des vecteurs a de »# dont la famille
des coordonnées a, = (a,d,) est sommable, et soit B 'opérateur défini

sur 9 par : '
n=1

Cet opérateur B n’est pas borné mais le vecteur aléatoire x(w) appartient
presque siirement au domaine de définition 2 de B et I'on a y(w) = Bx(w)
p.s.

Le probléme de I'approximation linéaire des moindres carrés de y en
fonction de x est le suivant : existe-t-il un opérateur Ae #(5#) qui mini-
mise la quantité¢ E | yw) — Ax(w)||®?

Cette quantité est arbitrairement petite car, B, désignant I'opérateur
borné défini par :

Bd,=d, si k<n; Bd,=0 si k>n
ona: :

E | (@) — Bx(o) | = ZE'Xk 2

k>n

et le second membre tend vers zéro quand n tend vers linfini, puisque la
série des variances a été supposée convergente. Par conséquent si un tel
opérateur A existe, on a y(w) = Ax(w) p. p. et nous allons montrer qu’une
telle égalité ne peut pas avoir lieu.

La preuve détaillée de cette impossibilité fera apparaitre que méme
dans le cas de vecteurs aléatoires laplaciens, ou il est pourtant facile de
vérifier des propriétés presque siires, 'apparition d’opérateurs non bornés
est la source de nombreuses difficultés.

Supposons donc lexistence d’un opérateur borné A tel que
Ww) = Ax(w) p. p. Soit Q I'ensemble des points w de Q tels que :

x(w)e?D, Now)=Ax(w), yw)=Bx(w)

et soit 2’ le sous-espace algébrique de # engendré par la famille de vec-
teurs {x(w) :weQ'}. On a, p(Q) =1, P’ < 9, et la restriction de A a 9’
coincide avec la restriction de B 2 2'. Nous allons montrer que cette égalité
des restrictions a 92, d’un opérateur borné A et d’'un opérateur non borné B,
conduit 4 une contradiction.

Tout d’abord on pense a utiliser le fait que 2’ est dense dans #. En
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effet s'il existait un vecteur non nul a de # perpendiculaire a 2, le produit
scalaire (a, x(w)) définirait une v. a. nulle p. p. et ceci ne peut pas étre vrai
puisque cette v. a. a une variance non nulle.

Y

E|(a, x(@))I* =§:I<11..I2E|)c..l2

n=1

ou a, désigne la n*™ coordonnée du vecteur a.

Mais les propriétés 2’ = 2 et 9’ partout dense, ne suffisent pas pour
obtenir la contradiction cherchée. En effet, soit 2” ’ensemble des vecteurs a
de o tels que :

1) toutes les coordonnées a, de a, sauf un nombre fini, sont nulles ;

Q0
2) Za,, = 0 (somme des coordonnées a partir de I'indice 2).
n=2
Il résulte de la premiére condition que 2” = 2. En outre 9" est dense
dans 5, puisque d, € 2" et que pour n > 2, le n*™ vecteur de base d,
est limite, quand p tend vers I'infini, de la suite (c,,), de vecteurs apparte-
nant 3 9" :

‘n+p—-1
1 1
c"":(l——)d”_ z —di
p i=n+1 p

Et sur 9", 'opérateur B coincide avec le projecteur P sur le sous-espace
engendré par le vecteur d,, puisque Ba = a,d, = Pa.
En utilisant la propriété

(). m{ow:x@)e'}) =1

nous allons prouver I'existence d’une suite de vecteurs a, appartenant 4 &',
convergeant vers le vecteur nul et telle que la famille des normes || Ba, || soit
minorée par une constante positive. Pour cela nous ferons une hypothése
supplémentaire et nous supposerons que les variances 62 = E|x,|? satis-
font, pour tout entier k, aux inégalités :

P) Z no, < -
k

n>k
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Désignons par I, lintervalle de la droite réelle défini de la manicre

suivante :
11 . . . k
I”":[ﬁ’E] si n<k; IL,=[—no,ne,] si n>
et soit F, 'ensemble des vecteurs a de # dont la n®™ coordonnée a, appar-
tient a lintervalle I, pour tout entier n.

Nous allons d’abord prouver que p({w : x(w)eF,}) > 0. Il en résultera
d’aprés (1) que u({ @ : x(w)e F, N 2'}) est strictement positif, et par consé-
quent pour tout entier k, F; N 2’ n’est pas vide.

Les v. a. y, étant indépendantes,

u{o:x@eF ) =] Jutom@eld)
n=1

Pour tout couple n, k, u({w: x,(w)el,}) # 0; il suffit donc de prouver
que

& [ ] wto:ini<ns

n=k+1

est un produit infini convergent. Posons

2 + oo _ﬁ’
u, = p({ 0 :| x(w)| = no, }) = J e o dt

t? + o t
e 2dt<

2 + © 4 _n

La série de terme général u, converge, et par conséquent le produit
irifini (3), de terme général 1 — u,, converge.

Pour tout entier k, choisissons un vecteur q,eF, N2 et soit
o = (@, d,), la n®™ coordonnée de a,. On a :

k
1
K12
Zlflﬁ” <£
n=1
1
2 ol |2 < Z n%o? <Znan <%
n>k n>k n>k

2
Donc || q, |2 < o et la suite (q;) converge vers le vecteur nul.
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D’autre part

n=1
et
(k) 1
laf?| < ) no, < %
n>k n>k

-~ . 1 1
aonc, la série Zaﬁ,"’ converge et sa somme est supérieure a 7% Par

n=1 .
conséquent la suite (Ba,) ne converge pas vers le vecteur nul et B ne peut
pas coincider avec un opérateur borné A sur 2’ '

Pour cet exemple, le probléme de I'approximation linéaire, tel que nous
Pavons posé, n’a donc pas de solution, parce que nous ne voulons consi-
dérer que des opérateurs bornés. Et si 'emploi d’un opérateur non borné B
a été possible, il faut remarquer que nous avions supposé les vecteurs aléa-
toires x et y laplaciens, et que nous nous étions placés dans le cas particu-
licrement simple ot y est approximé en fonction d’un seul vecteur aléa-
toire x.

Nous sommes donc amenés a poser le probléme différemment. Il est
naturel de considérer que dans I'exemple précédent, y(w) = Bx(w) est la
meilleure approximation linéaire des moindres carrés de y en fonction
de x. Procédons ensuite comme nous I’avions indiqué dans I'introduction.
Soit ¢, la v. a. normée associée a y,, c’est-a-dire :

@) =22 o4 6= JELE

Oy

Les ¢, forment une suite orthonormale de v. a. laplaciennes dans L3(Q)
et nous écrivons de manicre purement formelle

“) Ww) = B'{(w)
ou encore, sous forme matricielle
71(w) Gy G OG3....0, .... &(w)
0 10 0 0....0.... &,(w)

0 0 0 0....0.... £3(0)

ou #,(w) = (y(w), d,). Cette fois B’ désigne un opérateur borné mais le
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_symbole &(w) ne représente pas un vecteur aléatoire. Pour tout vecteur a
de o désignons par Ya la classe dans L3(Q) de la v. a. @ — (a, y(w)) et
a0

par falaclasse de la v. a. @ — E a.E(w) ou a, désigne la n*™ coor-

n=1

donnée du vecteur a. Les applications Y et ¢ définies par
Y:a»Ya , é:a—¢&a

sont des applications linéaires continues de # dans L}(Q), et I'égalité (4)
devient

©) ' Y = ¢B*

ou B'* est 'opérateur adjoint de B'.

L’opérateur £ a une interprétation intrinséque : si X désigne I'applica-
tion de o dans L3(Q) qui a tout vecteur a de J# fait correspondre la v. a.
(a, x(w)), & est P'opérateur partiellement isométrique qui intervient dans la
formule de décomposition polaire X = ¢|X| ou |X| = (X*X)}, X* dési-
gnant P'adjoint de X. En effet, X*Xd, = d2d,. Les vecteurs de base d, sont
donc des vecteurs propres de 'opérateur hermitien positif X*X et par
conséquent |X|d, = o,d,. Il en résulte que :

¢1X\d, = 0,ld, = 0,8, = X, = Xd,

En outre, on vérifie la propriété, qui sera générale, B'* = £*Y, puisque
d’apres (5), £*¥Y = E*¢EB'™* et que, dans cet exemple, £*¢ est I'application
identique de ¢ dans lui-méme.

4. — Ktude des sous-Z(¢)-modules
a droite de L (#, X).

Pour résoudre le probléme de 'approximation linéaire des moindres
carrés que nous venons de poser et pour I'étude des suites stationnaires
qui sera faite au chapitre II, nous avons besoin de développer certains
aspects de la théorie générale des opérateurs d’un espace de Hilbert dans
un autre. Ce sera I'objet des paragraphes 4, 5 et 6.

Soient, »# et ) deux espaces de Hilbert, tous deux réels ou tous deux
complexes, L(#, A") lespace des applications linéaires continues de #
dans X' _

Nous désignons par les lettres a, b, ¢ des éléments de #, par u, v, des
éléments de o, par X, Y, Z, des éléments de £ (o, X'). Le produit scalaire
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et la norme seront notés (. , .) et | - || respectivement, quel que soit I’'espace
considéré, ce qui simplifie les notations sans risque d’erreurs puisque les
notations utilisées pour les éléments permettront chaque fois de distinguer
I’espace dans lequel on se place.

Parmi les différentes topologies qui peuvent étre définies sur £(#, X')
nous serons amenés a considérer : '

1) La topologie uniforme définie par la norme

X1l = sup [|Xal
llall <1

2) La topologie forte qui est la topologie de la convergence simple lorsque
I’espace d’arrivée est muni de la topologie forte. Tout voisinage fort de X
contient un ensemble du type

W(X;ay, a5 ....0,;8={YeLH, X):|Xa;—Ya;|| <e;i=1...n}

3) La topologie faible qui est la topologie de la convergence simple
lorsque Iespace d’arrivée est muni de la topologie faible. Tout voisinage
faible de X contient un ensemble du type :

WX Ay ooy Uy ovs Uy E)
={Ye#H, X):|(Xa, u) — (Ya,u)| <e;i=1...n}

L’espace vectoriel #(#, ') est muni d’une structure de module a droite
sur 'anneau Z(#) et le sous-Z(o#)-module a droite engendré par la famille
(X)iq d’éléments de #(#, A) est lensemble des applications du type

zxiA.-

iel

ou J est une partie finie de I et ou les A, sont des ¢éléments de £(#). Pour
simplifier nous emploierons désormais (excepté dans les énoncés de propo-
sitions) P'expression « sous-module » au lieu de « sous-Z()-module a
droite ».

Pour résoudre le probléme de I'approximation linéaire des moindres
carrés, nous aurons besoin de la caractérisation suivante des sous-modules
fortement fermés :

PROPOSITION 1 : Soient, (X;);q une famille dapplications linéaires conti-
nues de # dans A, et M le plus petit sous-espace fermé de A" contenant les
images X ) pour tout indice i. Le plus petit sous-£(#)-module d droite
fortement fermé contenant la famille (X;),.;, est Pensemble de toutes les appli-
cations linéaires continues de # dans X" qui envoient # dans M.
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Pour toute partie S de £(#, ) nous désignons par S(3#) I'ensemble
des €éléments u de " qui sont de la forme u = Xa avec XS et ae #. Nous
commencerons par démontrer le

LEMME 1 : Si S est un sous-£(H)-module a droite de L(H, X', S(H)
est un sous-espace vectoriel de A" et I'adhérence forte de S est I'ensemble
des X qui envoient # dans Padhérence S(#) du sous-espace S().

Démonstration : 11 est évident que S(#) est un sous-espace algébrique
de " et quessi X est fortement adhérent 4 S, X(#) = S(#). Réciproquement,
soit X un élément de L(#, ) tel que X(#) < S(#F) et soit #" = w'(X ; a,,
ay, - - -, a,; ¢) un voisinage fort de X. Il suffit de considérer le cas ou les
vecteurs ay, a,, - .., a, sont linéairement indépendants puisque les voisi-
nages définis par des vecteurs linéairement indépendants forment un sys-
téme fondamental pour la famille des voisinages définis par les combinai-
sons linéaires de ces vecteurs.

Pour tout entier p compris entre 1 et n, il existe Y, €S et b, e o tels que

1Xa, - Y,b, | <e

et, puisque les vecteurs a, sont linéairement indépendants, il existe n opé-
rateurs A e £(¥) tels que

Aqap:aquq , I<p<sn , 1<q<n

oul 0, désigne le symbole de Kronecker, égal & 1 ou 0 selon que p=gq
ou p # g. Pour tout entier p compris entre 1 et n,on a :

ZYquap = Ypbp

q=1

n

et par conséquent 'opérateur Y = ZYqu appartienta Snw".

q=1

Démonstration de la proposition 1 : Soit S; 'ensemble des applications
linéaires continues de # dans 4" qui envoient # dans M. Il est facile de
vérifier que S; est un sous-module faiblement fermé et par conséquent
fortement fermé. S; contient la famille (X;), et tout sous-module forte-
ment fermé S contenant 'ensemble des X; contient également S; puisque
d’aprés le lemme 1, S contient tous les Ye £(#, ) qui envoient 3
dans M.
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Remarque 1 : Puisque 'ensemble S des Xe L(H#, ') qui envoient
dans un sous-espace fermé M de ¢ est un sous-module faiblement fermé
et que cette définition de S est la caractérisation des sous-modules forte-
ment fermés, il en résulte que pour un sous-£(#)-module a droite, 'adhé-
rence forte coincide avec ’'adhérence faible. I

Suivant la notation habituelle, nous désignons par X* I'adjoint de X,
qui est I'élément de Z(¢, #) défini par :

Vaew#, Vuex, (Xa, u)=/(a, X*u).

DEFINITION 1 : Deux éléments X et Y de L(H, A) sont dits orthogonaux
siY*X =0.

DEFINITION 2 : Pour toute partie S de ¥ (#, A) on appelle orthogonal
de S Pensemble S* des Y e L(#, A') tels que Y*X = O pour tout X apparte-
nant a S.

Le biorthogonal de S, noté S**, est l'orthogonal de S*:

I résulte immédiatement des définitions que X et Y sont orthogonaux
si et seulement si X(o#) et Y(o¢') sont des sous-espaces (algébriques) ortho-
gonaux de X et St est 'ensemble des Ye L(o#, ) tels que Y(#) soit
orthogonal & S(#). Puisque, pour toute partie S de £(#, X'), ortho-
gonal de S(#) est un sous-espace fermé de 2, S* est un sous-module
fortement fermé. Les propriétés suivantes sont évidentes

SnsSt ={0}
ScS =8+tcst
Scstt

et il résulte immédiatement de la proposition 1 que :

COROLLAIRE 1 : Le sous-£(s#)-module d droite fortement fermé engendré
par une partie S de L(H, A') est égal a S*t. W

Le corollaire qui suit n’est pas utile pour la suite de notre travail mais
constitue une application intéressante de la proposition 1. Soit L%([0,2n])
Pespace de Hilbert des classes d’équivalence de fonctions fortement mesu-
rables définies sur le tore, a valeurs dans J# et dont le carré de la norme est
intégrable pour la mesure de Lebesgue. Si M est un sous-espace fermé
de L2([0,2x]) il est évident que I’ensemble .# des fonctions f de L2([0,2x[)
dont toutes les fonctions coordonnées ¢ () = (f(4), a) appartiennent & M,
est un sous-espace fermé de L2%([0,2n) invariant par P’action de tous les
opérateurs bornés de #, autrement dit, le sous-espace fermé .# est un
sous-Z(#)-module a gauche. Le corollaire suivant prouve que M caracté-
rise A :
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COROLLAIRE 2 : Si .# est un sous-espace fermé de L%([0,2n[), invariant
pour toute application linéaire bornée de 3# (c’est-d-dire que f € # entraine
Af € A pour tout Ae L(HK)), et si M désigne Pensemble des fonctions coor-
données ¢ (A) = (f(4), a) ou f parcourt M et a parcourt 5, M est un sous-
espace fermé de L([0,2n]) et # est précisément Pensemble de toutes les fonc-
tions de L%([0,2n]) dont les fonctions coordonnées ¢(1) appartiennent d M.

Démonstration : Il est immédiat que M est un sous-espace algébrique
de L2([0,2n]). A toute fonction f e L%([0,2n]) correspond une application
linéaire continue F de s dans L2([0,2n[) définie par Fa = @, pour tout
ae ¥, et comme nous le montrerons au paragraphe 7, I’ensemble des
applications Fe #(s#, L([0,2n]) qui correspondent ainsi 4 des éléments
feLZ%([0,2n]), est 'ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt de #

dans L2([0,2n]) c’est-a-dire, les opérateurs F tels quez | Fd; |* < oo pour
iel

toute base orthonormale (d;),; de #.

Soient, M’ I’ensemble des fonctions conjuguées @ ou ¢ appartient 4 M,
S I'ensemble des opérateurs F qui sont associés a des éléments f de 4.
S est un sous-#(#)-module a droite et son adhérence forte S est I'ensem-
ble des applications F € £(3#, 1.2([0,2n]) qui envoient # dans M'. Soit f
un élément de L% dont toutes les fonctions coordonnées appartiennent
a M. Il lui correspond un opérateur de Hilbert-Schmidt F appartenant
4 S. Choisissons une base orthonormale (d)),; de #. A tout ¢ > 0, corres-
pond une partie finie J de I telle que

I Fd;||* < &
iel-J
et il existe GeS tel que :
Viel | Fd; — Gd;|| <

7

ou n désigne le nombre d’éléments de I'ensemble fini J. Soit P, le projec-
teur de J# sur le sous-espace engendré par les vecteurs (d;),.;, GP;€S et
correspond & une fonction g,e.#. Puisque

"f_g.l

\"
22 =L " Fdl - GP]d,- "2 s 282,
L2 -
iel
et que ./ est fermé, f € # et par conséquent M = M. Le corollaire est ainsi
complétement démontré.
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5. — Convergence dans (¥, X').

Nous aurons besoin d’utiliser plusieurs fois dans la suite la propriété
suivante :

PROPOSITION 2 : L’application :
X, Y - Y*X

de L(H, ) x L(H, X)) dans L(HK), est continue quand on munit
L(H, X) de la topologie forte et L () de la topologie faible.

Démonstration : 11 suffit de vérifier la continuité au point (0,0) et cette
vérification est immédiate. Il

PROPOSITION 3 : Soient, T un ensemble muni d’un filtre &, t > X, une
application de T dans L(#, X).

1) Pour que Tapplication t — X, converge fortement dans L(#, A')
suivant le filtre &, il faut et il suffit que Tapplication (t, t') - XX, converge
faiblement dans ¥(#) suivant le filtre F x .

2) Si limgX, = X, alors

limg « s XX, = limyX*X, = X*X

Démonstration : La condition nécessaire et la 2° partie résultent de la
proposition 2, en tenant compte du fait que Dlexistence d’une limite
pour X¥*X, suivant le filtre # x &, implique la méme limite pour XX,
suivant le filtre &.

Réciproquement, supposons que X*X, converge faiblement vers I'opé-
rateur A € Z (). Soit a un élément de 5. La quantité

1Xa - Xea|? = | Xal® - (Xa,X,0) — (X,a,X,a) + || X,a |?

est arbitrairement petite puisque chacun des quatre produits scalaires
qui figurent au second membre converge vers (Aa, a). Il en résulte que
'image du filtre # par 'application t — X,a est un filtre de Cauchy sur X
muni de la topologie de la norme. X étant complet, limg(X,a) existe.
Notons Ya cette limite. Il reste & prouver que I'application a — Ya définit
un élément Y appartenant 3 £(#, X'). La linéarité est immédiate et la
continuité résulte de :

I1Ya|? = limg | X,a |* = limg(X}Xa,0) = (Ag, @) < |A| -] a|> =

ANN. INST. POINCARE, B-III-4 23
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6. — Familles orthonormales dans Z(#, X').

Rappelons qu’un opérateur &e L (H#, A') est dit partiellement isomé-
trique, §’il existe un sous-espace fermé 3, de J# tel que :

[all=1llall si ae#,
ta=0 si adi#,

et par conséquent, pour tout couple a, b de vecteurs de /', on a :
(¢a, Eb) = (a, D)

H , est appelé domaine initial de £ et son image par ¢ qui est un sous-
espace fermé de ¢, est appelée domaine final de £. L’adjoint &* de & est
une application partiellement isométrique de /" dans s dont le domaine
initial est &(3#,) = &(HF) et le domaine final est .

Les propriétés suivantes sont équivalentes et chacune d’elles est une
condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit partiellement isométri-
que :

(i) &*& est un projecteur de Z(#) (C'est le projecteur sur ).

(ii) EE* est un projecteur de L(X") (Ceest le projecteur de ¢ sur le

domaine final de ¢).

(i) &&*&=¢

(iv) &*E&* = &*

(Voir, par exemple, Naimark [/]], p. 112).

A tout élément Xe F(H#, H') est associé un opérateur partiellement

isométrique &€ L(#, A') tel que

X =¢|X]| ou |X| = (X*X)?

C’est la formule de décomposition polaire de X ([11], p. 284).

Le domaine initial de ¢ est 'orthogonal du noyau de X et son domaine
final est I'adhérence de X(#).

Réciproquement si X = UA ou Ae £ *(s#) et ou U désigne un opéra-
teur partiellement isométrique dont le domaine initial est 'adhérence du
sous-espace A(#), alors U = ¢ et A =|X| (Unicité de la décomposition
polaire).

- DEFINITION 3 : Nous appellerons « normalisé de X » Popérateur partiel-
lement isométrique ¢ qui est associé a X dans la formule de décomposition
polaire.

(Cette définition sera justifiée au paragraphe 8, ou a chaque vecteur
aléatoire du second ordre x(w), on associe un opérateur X puis le nor-
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malisé ¢ de X. Le passage du vecteur aléatoire x a 'opérateur £ correspond
a l'opération de normalisation qui remplace une v. a. a(w) par

VElaw) >/

DEFINITION 4 : Une famille { &, iel} déléments de L(H, A') est dite
orthonormale si chaque &; est un opérateur partiellement isométrique et
si E¥E; =0 pour i # j.

(Ces familles d’applications vont jouer le role des familles de v. a. du
second ordre qui sont orthonormales dans l'espace de Hilbert L2(Q)).

PROPOSITION 4 : Soient, S un sous-£(#)-module a droite fortement fermé
de L(H, X), X un élément quelconque de L (K, X'), ¢ le normalisé de X.
Alors

XeS< eSS

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition 1

puisque &) = X(o¢). W

Remarque 2. — C’est ce résultat qui nécessite I'emploi de ’adhérence
forte des sous-modules pour I'application que nous en faisons au probléme
de lapproximation linéaire des moindres carrés. Remarquons que cette
propriété n’est plus valable si on remplace la topologie forte par la topo-
logie uniforme. Soient, 5# un espace de Hilbert séparable de dimension
infinie, {d,, n=1,2, ... } une base orthonormale de #, X l'opérateur

1
linéaire compact de # dans lui-méme défini par Xd, = ?d"' L’ensemble

des opérateurs compacts de £(#) étant un idéal uniformément fermé,
le sous-module uniformément fermé engendré par X n’est constitué que
d’opérateurs compacts et ne peut donc pas contenir ¢ qui est ici 'applica-
tion identique de # dans lui-méme. Cet exemple montre également que
I'adhérence uniforme d’un sous-module, peut étre distincte de son adhérence
forte. W

PROPOSITION 5 : A toute famille dénombrable Xy, X,, ... d’éléments
de L(#, A) on peut associer une famille orthonormale &,, &,, ... ayant
méme ensemble d’indices que la famille (X;) et telle que :

P
@ X, = ZékApk r=12 ...
' k=1

ou les A, sont des éléments de Z(K).
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(ii) Les sous-£(#)-modules @ droite fortement fermés, engendrés respecti-
vement par les familles (X;) et (&) coincident.

Démonstration : Cette proposition correspond au procédé d’ortho-
normalisation de Schmidt pour des vecteurs d’'un espace de Hilbert et se
démontre de maniére analogue.

&, est le normalisé de X, et A, =|X, |. Raisonnons ensuite par récurrence.
Supposons que lon ait déterminé les éléments (1 <k<n—1) et
A 1<p<n—-1,1<k<p). On peut déterminer des opérateurs
A (1 < k <n— 1) de maniére que :

n—1
Yn = Xn - zékAnk
k=1

soit orthogonal a chaque ¢; pour i =1, ..., n — 1. En effet ceci équivaut
aux conditions

n—1
0=¢&rY, =¢ X, — A
(6) él n él( n Zlék nk)

= &YX, — & LA (1<i<n—1)
1l suffit donc de prendre A,; = &¥X, puisque &}¢EF = &F. Considérons
ensuite la décomposition polaire de Y,
Y, =&Yl

On définit ainsi &, et, en posant A,, =|Y,|jon a :

n—1 n
X,=Y,+ EékAnk = E'kank
k=1 k=1

Il reste encore & montrer que &, est orthogonal a &;pouri=1, ...,n— 1.
Cela est immédiat puisque

() = Y (H)

est orthogonal & () (1 < i < n — 1) d’aprés (6).

Pour démontrer la derniére partie de la proposition 5 désignons par
FL(X) et F(&) les sous-modules fortement fermés engendrés respectivement
par les familles (X;) et (). Il résulte de la condition (i) que X, (&) pour
chaque indice p, donc ¥(X) = #(¢). En appliquant la proposition 4,



FONCTIONS ALEATOIRES DU SECOND ORDRE A VALEURS 343

¢, € (X) puis, par récurrence, si &,, &,, ..., £,_, appartiennent 3 Z(X),
Y, e #(X) et en appliquant & nouveau la proposition 4, £, ¥(X). Donc
) csX). 1B

Remarque 3. — Puisque A,, = |Y,|, I'image de 5 par A,, est contenue
dans le domaine initial de &, et par conséquent £¥¢,A,, = A,,. Cette remar-
que nous sera utile au paragraphe 8.

PROPOSITION 6 : Soient, {A;, i€l} et {B, i€l} des familles d’éléments
de L(K), { &, iel} une famille orthonormale de £(H, X). Si les familles
{&A, iel} et {&(By, iel} sont fortement sommables dans L (H#, X)),
alors la famille { B¥&FEA,, i€l} est faiblement sommable dans L(H) et

Fona :
E(B}" EHA) = <z€iBi) (zéiA.-)
el el =

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition 2,
en considérant les applications

JI-X;= Zf;‘Ai ; J-Y, = Z§iBi

i€l i€)

(ou J désigne une partie finie de I) et les limites de ces applications suivant
le filtre des complémentaires des parties finies de 1. 1l

PROPOSITION 7. — Soient {A, i€l} une famille d’éléments de L(K)
et {¢,iel} une famille orthonormale de L (H#, X).
11 y a équivalence entre les assertions suivantes :

(i) La famille { £,A;, i1} est fortement sommable dans L (#, X).
(i) La famille { A¥EFEA, i€l} est faiblement sommable dans ¥(3¥).

Démonstration : (i) entraine (ii) d’aprés la proposition 6. Prouvons la
réciproque. Les notations J et J, désignant des parties finies de I, posons

Y.I = ZC.'A:
i€l

L’hypothése (ii) implique que pour toute famille finie a,, a,, ..., a, d’¢lé-
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ments de # et tout ¢ > 0, il existe J, tel que pour tout J ne rencontrant
pas J, on ait:

0< Z(A;“{;“fiA,-ak, a)<e k=1,...,n
iel

Cest-a-dire, puisque pour tout indice k(1 < k < n) la famille { £,Aq,, iel}
est une famille orthogonale de ¢/,

E I &iAsa, I? = “ E‘EiAiak
] el

et cette derniére inégalité entraine que I'image du filtre des complémentaires
des parties finies de I par I'application J — Y est un filtre de Cauchy dans
L(#, X)) muni de la topologie forte. L’ensemble des Y, est une partie
bornée de L (#°, X'). En effet, posons :

B= ZAffff.’Ai

iel

2
<e¢ (<k<n

alors, pour toute partie finie J de I

YiY, = ZA?‘ﬁ?éAi <B
ieJ
et par conséquent
1Y 12 =1YY, I <IB|

Puisque L(#, A") est quasi-complet pour la topologie forte ([1], p. 31,
corollaire 2) le filtre de Cauchy considéré ci-dessus converge, ce qui démon-
tre (i).

PROPOSITION 8 : Soient, (£,);; une famille orthonormale de L (#, X') et
S le sous-ZL(H#)-module a droite fortement fermé engendré par les &,
Le projecteur de A sur le sous-espace fermé S(H#) est

P= zé.é.*
iel
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(sommabilité forte ou faible dans L(X)) et, a tout élément X de S correspond
une famille { A, iel} déléments de L(HK) telle que

(7) X= zéiAi

iel
(sommabilité forte dans L(H, A)).

Démonstration : £,£¥ est le projecteur de X" sur le sous-espace fermé & (),
domaine final de &, Ces projecteurs &&F étant orthogonaux, la famille
{&&¥, iel} est fortement sommable (ou, ce qui est équivalent pour des
projecteurs, est faiblement sommable) et sa somme est le projecteur sur le
sous-espace engendré par les images {(H), Cest-a-dire S(#).

Pour tout XeS on a :

X=PX =z§i€fx
iel

d’ou I'égalité (7) avec A; = ¢FX. 1

Remarque 4. — Si 'on a :

= ZfiAi = EfiBi
iel iel

en multipliant & gauche par &;¢¥ et en tenant compte de &;¢¥E; = 6;;¢;
on a, £,A,; = ¢B; pour tout indice i, ce qui n’entraine pas nécessairement
que A, = B,. Toutefois dans le cas particulier (qui se présentera au chapitre
suivant) ou, pour tout indice i, les images de 5 par A, et B, sont contenues
dans le domaine initial de &, on a A; = B; puisque :

Vae#, |Aa—Bal=I[&Aa—¢{Bal=0
COROLLAIRE : Soit {&;,i=1,2,...,n} une famille orthonormale finie

de L(H,H). Le sous-L(H)- module a droite (algébrique) engendré par
les &, est fortement fermé.

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, tout €lément X
du sous-module fortement fermé engendré par les &; s’écrit :
n
X = ZfiAi
i=1

et appartient au sous-module algébrique. W



346 R. PAYEN

Remarque 5.— Ce corollaire sera utilisé au paragraphe 8 pour le probléme
de T'approximation linéaire des moindres carrés et pour cette application
au calcul des probabilités, il est utile de remarquer que cette propriété du
sous-module algébrique, d’étre fortement fermé, n’est plus vraie si I'on ne
suppose pas que la famille finie (£;) est orthonormale. Si on choisit X de
maniére que I'image X() soit un sous-espace algébrique non fermé de ¢’ R
le sous-module algébrique engendré par X est strictement plus petit que son
adhérence forte (C'est le cas de I'exemple étudié au § 3). Un autre contre-
exemple est obtenu en choisissant deux applications partiellement iso-
métriques ¢, et ¢, telles que le sous-espace fermé engendré par les ima-
ges &1(F) et &,(#) soit distinct de £1(5) + £5(5F) (pour un exemple de
tels sous-espaces, voir [5], § 15).

7. — Applications de (¥, LZ(Q))
associées a des vecteurs aléatoires du second ordre.

Soit x(w) un vecteur aléatoire du second ordre a valeurs dans J#, c’est-
a-dire une application fortement mesurable de (Q, &, u) dans #, telle que
E || x(w) |* < co. Pour chaque vecteur a de #, désignons par Xa la classe
d’équivalence de la v. a. (g, x(w)). Cest un élément de L(Q) puisque

E|(@ x(@)* < |al*E | x(w) |I?

et I'application a — Xa est une application linéaire continue de »# dans
L&Q). Réciproquement, nous dirons qu’une application X appartenant
a L(A#, LLQ)) provient d’un vecteur aléatoire du second ordre X(w) si,
pour tout vecteur a de S, la v. a. (a, x(w)) appartient a la classe d’équiva-
lence Xa. La proposition suivante montre que X provient d’un vecteur
aléatoire si et seulement si X est de Hilbert-Schmidt, c’est-a-dire si

Tr (X*X) =2 I Xd |12 < oo )

iel

ou le symbole Tr désigne la trace, et (d;),; désigne une base orthonormale
quelconque de »# (Pour les définitions et les propriétés de la trace, et des
opérateurs de Hilbert-Schmidt, voir par exemple [3], chap. I, § 6).

PROPOSITION 9 : L%(Q) est isomorphe au dual de Tespace de Hilbert A
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de »# dans Li(Q).

Démonstration : Considérons l'application de L(Q) dans le produit
tensoriel hilbertien # ® L4(Q) (pour la définition du produit tensoriel
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hilbertien, voir par exemple [3], p. 23) qui, 4 tout vecteur aléatoire x de la
forme x = bp ou be H# et peLL(Q), fait correspondre b ® ¢. Cette appli-
cation s’étend a I'espace LZ(Q) tout entier et définit un isomorphisme
de L%(Q) sur o ® LZQ) pour les structures hilbertiennes de ces
deux espaces.

D’autre part, soit .4 I’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de ¢
dans L(Q). Muni du produit scalaire (X, Y), = Tr (Y*X), A" est un espace
de Hilbert ([3], p. 94). Considérons Papplication de .#° dans le produit
tensoriel hilbertien ' ® (L2(Q)) (ou #’ et (L2(Q)) sont les duals res-
pectifs de # et de LZ(Q)) qui, & tout opérateur X de la forme a —» Xa = (a, b)o,
fait correspondre b ® . Cette application s’étend a l'espace .4 tout
entier, et définit un isomorphisme de .4 sur #’ ® (Li(Q)) (3], p. 95).

Puisque le dual de # ® L(Q) est isomorphe 4 5 ® (LZ(2))’ on obtient
I'isomorphisme annoncé.

La correspondance entre L%(Q) et .4~ établie au cours de cette propo-
sition et qui, & tout vecteur aléatoire x = bg, associe 'opérateur X défini

par Xa = (a, b)p(w) = (a, x(w)), est la correspondance qui a été définie
directement au début de ce paragraphe. Si X et Y sont les opérateurs corres-
pondant respectivement aux vecteurs aléatoires x et y, on a donc :

® Tr (X*Y) = E(x(), {w))

8. — Approximation linéaire des moindres carrés.

On se donne un vecteur aléatoire du second ordre y et une famille de
vecteurs aléatoires du second ordre (x;),q définis sur un méme espace de
probabilité (Q, &, u) et & valeurs dans un espace de Hilbert s#. On peut

approcher y par des vecteurs aléatoires du typeZA,-x,- ou J désigne une

iel
partie finie de I et les A; sont des opérateurs linéaires bornés de 5. En effet,

remplagons le vecteur aléatoire y et les vecteurs aléatoires x; par des appli-
cations linéaires continues, Y et X;, de # dans L(Q). Soit P le projecteur
de L%(Q) sur le sous-espace fermé M engendré par les images X(#), c’est-
a-dire, engendré par toutes les v. a. (a, x;(w)) ou iel et a parcourt .

L’opérateur Z = PY est limite forte de sommes finies du typeEX,-A;" qui
i€l
correspondent aux vecteurs aléatoiresZA,-xi, puisque PY appartient au

iel
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sous-Z(#’)-module 3 droite fortement fermé engendré par la famille (X;),
d’aprés la proposition 1. L’opérateur Z est de Hilbert-Schmidt puisque Y
Iest, et le vecteur aléatoire correspondant z satisfait, en outre, a la pro-
priété de minimum que nous voulons imposer a la meilleure approximation
des moindres carrés de y en termes des x; : pour toute partie finie J de I et
toute famille (A)),.; d’opérateurs bornés de /# on a :

Hw) - ZAixi(w)
i]

1€

2
E | y(@) - z) |* <E

puisque pour tout vecteur a de #, on a :

‘ Ya — ZX,-A;“a

i€l

' Ya—Za| <

d’ou la définition :

DEFINITION 5 : La meilleure approximation linéaire des moindres carrés
du vecteur aléatoire du second ordre y en termes des vecteurs aléatoires du
second ordre xfi€l), est le vecteur aléatoire du second ordre z associé d
Popérateur Z = PY € L (H#, LLQ)) ou P désigne le projecteur de L4(Q) sur le
sous-espace fermé engendré par la famille de v. a. { (a, x{(w)) ; i€l, ae ¥ }.

Puisque le vecteur Za est la projection du vecteur Ya sur le sous-espace M,
Papproximation de la v. a. (@, y(w)) en termes de toutes les v. a. (b, x(w))
ou iel et be#, est la v. a. (a, z(w)). Nous exprimons cette propriété en
disant que 'approximation de y ainsi obtenue est la meilleure pour chaque
coordonnée.

Nous désirons maintenant obtenir z en fonction des x;, et dans une
formule qui ne fasse intervenir que des opérateurs bornés. Comme nous
Pavons déja indiqué, il n’est pas possible, en général, d’obtenir z directe-
ment en fonction des x;, mais en utilisant la théorie que nous avons déve-
loppée précédemment, Popérateur Z associé a z s’exprime a l'aide d’opéra-
- teurs &, obtenus & partir des x;, et dans une formule qui nous convient.
C’est ce que nous allons exposer maintenant.

Supposons d’abord que la famille (x;);; est réduite 3 un seul élément x.
Désignons par X I'opérateur de s# dans L4(Q) associé a x, et par ¢ l'opéra-
teur partiellement isométrique associé & X dans la formule de décompo-
sition polaire de X, et que nous avons appelé le normalisé de X. Le pro-
jecteur P sur 'adhérence de X(s#) est ££* donc Z = PY = ££*Y. Ainsi Z
est de la forme £A, ou A = £*Y appartient a Z(#).

Dés que I'on se donne deux vecteurs aléatoires x, et x,, auxquels on
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associe les opérateurs X, et X, puis les normalisés ¢, et &,, il n’est pas
toujours vrai que Z est de la forme &,A; + ¢,A, ou A, et A, appartiennent
a Z(#), puisque le sous-module algébrique engendré par &, et &, n'est
pas nécessairement fortement fermé (remarque 5) et que Z appartient 3
Padhérence forte de ce sous-module. C’est pourquoi nous sommes amenés
a utiliser le procédé d’orthonormalisation que nous avons introduit au
paragraphe 6.

Si I'ensemble d’indices I de la famille (x;) est dénombrable, & la suite
d’opérateurs (X;) est associée une famille orthonormale d’opérateurs (£;);;
qui engendre le méme sous-module fortement fermé S que la famille (X)),

Le projecteur P est égal éZé,{;“ et par conséquent

iel
Z= 26,-A,. ol A, =&Ye L (H#)
iel

Dans le cas particulier ou I est fini, le procédé d’orthonormalisation
fournit également I'innovation et Perreur d’approximation. Identifions I
avec un ensemble du type {1,2,...,n—1} et orthonormalisons la
famille X;, X,, ..., X,—;, Y (Y étant placé en dernier) suivant le procédé
indiqué au paragraphe 6. On obtient une famille ¢, &,, ..., &, d’opéra-
teurs partiellement isométriques, deux a4 deux orthogonaux, et des élé-
ments A,; de Z(s#) tels que :

k
Xe= ) CiAu
1

i

n—1
Puisque P = Zéi&", Papproximation de y en termes des x; correspond a
i=1

l'opérateur
n—1

Z= ZéiAni

i=1
et la partie restante que nous appelons innovation, correspond a

Y-Z={(A,
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Pour tout vecteur a de /¥ on a :
El(@a fw) — z@) > = Ya—Za|? = | {,Apma? = | Apa|?

puisque, d’aprés la remarque 3, £¥E,A,, = A,,. Ainsi l'opérateur D = A A,
fournit les erreurs d’approximation

E|(a, fo) — zw))|* = (Da, a)
et
E| y(@) - z(w) ||* = Tr D.

9. — Covariance d’une fonction aléatoire
a valeurs vectorielles.

Soit t - x(w) une application définie sur un ensemble T et dont les
valeurs sont des vecteurs aléatoires du second ordre. A chaque vecteur
aléatoire x, correspond une application X,e . Z(o#, L3(Q)) et nous appe-
lons fonction de covariance de la fonction aléatoire 'x, l'application
I'(s, t) = X}X, définie sur T x T et & valeurs' dans (), puisque pour
tout couple a, b de vecteurs de #

(I'(s, t)a, b) = (X;a, X;b) = E { (a, x,(w)Xb, x(w)) }

Plus généralement, a toute fonction t — X, de T dans Z(s#, X') nous
associons la fonction I'(s, t) = X*X, que nous appelons également fonc-
tion de covariance.

PROPOSITION 10 : Soient, T un ensemble, # un espace de Hilbert complexe,
I'(s, t) une application de T x T dans £ (). Les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe un espace de Hilbert X et une application t - X, de T dans
L(H, A) telle que X}X, =T(s, 1). 7

(ii) Pour toute partie finie J de T et toute famille { a, seJ} d'éléments
de ¥,

TG, t)a, a) 20
eI x]

(iii) Pour toute partie finie J de T et toute famille { A, seJ } déléments
de ()

A*T(s, A, >0

(s,t)eIx ]
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Démonstration : Cette proposition généralise le résultat suivant di a
E. H. Moore [10] et que nous allons utiliser dans la suite :
Soit y(s, t) une application de T x T dans le plan complexe. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
(i) 11 existe un espace de Hilbert X et une application t — u(t) de T
dans " telle que :
(u(s), u(®) = ¥(s, 1)

(iiy Pour toute partie finie J de T et toute famille { 4, seJ } de nombres
complexes,

Adiy(s, ) = 0

(s,t)ed < J

(Une fonction vérifiant cette derniére condition est dite de type positif).
Il est immédiat que (i)' entraine (iiy et pour la réciproque, il suffit de
considérer P'espace vectoriel * des fonctions & valeurs complexes définies

sur T, de la forme :
T zlsv(s, 7)

sel

(7 désignant une partie finie de T) que 'on munit de la forme hermitienne
positive non dégénérée :

(ZAsy(s, .),zu,v(i, .)> =zzlsﬂ}v(s, 0

sel te)’ se] te)’

Revenons a la proposition 10. La seule démonstration qui nécessite
une explication est que (ii) entraine (i). Soit (), une base orthonormale
de . Considérons I'ensemble T = I x T et la fonction y définie sur TxT
par :

(9) ')’((l’ S) > (J9 t)) = (r(s9 t)di > d;)

C’est une fonction & valeurs complexes de type positif d’aprés (ii). Il existe
donc un espace de Hilbert 2" et une application (i, s) - u(i, s) de T dans X
telle que :

(10) (uGiy s) , u(j, 1) = WG, s) » (s 1)

Soient, a un vecteur de &, ; la coordonnée d’indice i de a. Nous allons
montrer que pour chaque ¢ fixé, la famille de vecteurs { au(i, t), iel} est
sommable dans . A tout ¢ > 0, on peut associer une famille finie J = I,
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telle que pour toute autre famille finie K < I, ne rencontrant pas J, on ait :

Z| ®; > <é?
ieK

ou encore, || ag | < ¢, en désignant par ax la projection de a sur le sous-
espace engendré par la sous-famille (d,),x de vecteurs de base. Alors :

) .
(11) "Zaiu(i, t)! =Zzaiazj(r(t, t)d;, d))
ieK

ieK jeK
= (T, Hag, a) < [T O 1 lax I* < I T 0. €2
Nous pouvons donc poser
X,a= Zaiu(i, 1)

iel

L’application X, définie par a — X,a est un élément de L(H#, X) :
la linéarité est immédiate et d’aprés (11) on a pour toute partie finie K
del: :
I Xeax 12 < 1T O - 1l ag 11
et par conséquent

I Xa > <T@ lal?

ce qui prouve la continuité. Finalement, il résulte de (9) et (10) que
XX, =TI(s,t). 1

Remarque 6. 11 existe une forme probabiliste bien connue du théoréme
de Moore utilisé dans la démonstration précédente : étant donnée une
fonction a valeurs complexes de type positif y((i, s), (j, t)) définie sur TxT,
il existe un espace de probabilité (Q, &, u) et une fonction aléatoire du
second ordre, (j, t) — (j, t)e L2(Q), définie sur T et telle que :

Y@ s) 5 (s 1) = EGG, 9)x(J 1))
En utilisant ce résultat dans la démonstration précédente, la premiére
propriété de la proposition 10 peut étre remplacée par :
(i) 11 existe un espace de probabilité (Q, &, u) et une application t — X,
de T dans Z(#, LLQ)) telle que X¥X, = I(s, ).
On en déduit le

COROLLAIRE. Soit T'(s, t) une fonction de T x T dans L(H). Il existe
un espace de probabilité (Q, &, ) et une application t — x, de T dans L%(Q),
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ayant pour covariance I'(s, t), si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) T'(s, t) est de type positif (Cest-d-dire, satisfait aux deux conditions
équivalentes (ii) et (iii) de la proposition 10).

(ii) Pour tout teT, I'(t, t) est un opérateur d trace finie.

Remarque 7. Dans le cas ou J# est complexe, il résulte de la propriété (ii)
de la proposition 10, que (I'(s, £))* = I'(t, s), qui est une propriété évidente
des covariances puisque (X*X)* = X*X,. Dans le cas ou # est réel, il
faudra prendre cette propriété de I' comme hypothése supplémentaire de
maniére que l'on ait : '

W Go 1) 2 G ) =G 9) » o)

CHAPITRE 1I

SUITES STATIONNAIRES
DE VECTEURS ALEATOIRES

1. — Introduction.

L’¢tude des suites stationnaires de vecteurs aléatoires prenant leurs
valeurs dans un espace de dimension finie a été faite par Wiener et
Masani [/4]. Rappelons rapidement les résultats. Soit (x,) une suite de
vecteurs aléatoires du second ordre & valeurs dans I’espace # de dimen-
sion g, c’est-a-dire que pour tout entier n, x,, est un ensemble de g variables
aléatoires (x), . ;, appartenant & LZ(Q). Cette suite est dite stationnaire
si la matrice de covariance (E(x{’x¥)), <; j<, ne dépend que de la diffé-
rence n — m. Le passé du processus a I'instant n est représenté par le sous-
espace fermé .#,_, de L%(Q), engendré par la famille de v. a. {x{’;
1<j<gq k<n—1}. Parmi les vecteurs aléatoires y dont toutes les
coordonnées y' sont dans .#,_, il en est un, désigné par (x,|.#,_ ), qui
minimise la quantité

q
Ellx,—yl?= ZE|x9’ - WP
j=1

L’innovation est le vecteur aléatoire z, = x, — (x, | #,-). Le processus



354 R. PAYEN

est dit déterministe si z, = 0 pour tout n (il suffit que z, = 0 pour un entier n)
et purement non déterministe si

M= )M ={0}.

On obtient la décomposition de Wold : x, = u, + v, od v, = (x, | A4 _ )
est une suite stationnaire déterministe, u, = x, — v, est purement non
déterministe et s’écrit sous forme d’une moyenne glissante,

Q0

U, = ZAkzn—ka

k=0

ou les A, sont des opérateurs linéaires de # dans lui-méme.

Ces résultats peuvent étre étendus de maniére évidente au cas d’un
espace # de dimension infinie. Mais en utilisant les techniques qui nous
ont permis de résoudre le probléme de I'approximation linéaire des moin-
dres carrés, nous pouvons les obtenir sous une forme intrinséque et en ne
faisant intervenir que des opérateurs bornés. C’est 'objet du paragraphe 3.

Depuis Kolmogorov [8] on sait qu’a toute suite stationnaire de v. a.
du second ordre est associé un opérateur unitaire T agissant dans L3(Q)
et que la représentation spectrale de la suite stationnaire de v. a. se déduit
de la représentation spectrale de 'opérateur T. C’est ce que nous faisons
pour des vecteurs aléatoires a valeurs dans un espace de Hilbert. L’opéra-
teur unitaire T est introduit au paragraphe 2 et la représentation spectrale
est présentée au paragraphe 4. Le début de ce chapitre correspond par
conséquent & des résultats connus ou facilement prévisibles mais pré-
sentés d’une maniére que nous croyons plus élégante.

Dans le cas d’une suite non déterministe de v. a., la décomposition de
Wold correspond 4 la décomposition de la mesure spectrale en partie
absolument continue et partie singuliére. Ce résultat est faux dés que
Iespace # est de dimension deux car, la partie déterministe (qui comprend
en tout cas la partie singuliére de la mesure spectrale) peut comprendre
une partie absolument continue de la mesure spectrale. Nous démontrons
que la répartition de la partie absolument continue de la mesure spectrale
en une partie purement non déterministe et une partie déterministe, corres-
pond a la décomposition, en une partie factorisable maximum et une
partie purement non factorisable, de la dérivée de la mesure spectrale qui
est une fonction matricielle, ne correspondant pas nécessairement i un
opérateur borné dans le cas de dimension infinie. Cette décomposition
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des fonctions matricielles et son application aux suites stationnaires est
présentée aux paragraphes 5 et 6.

Si # est-de dimension finie, Rozanov [/3] a démontré, par une voie
assez longue, que la décomposition de la mesure spectrale en partie absolu-
ment continue et partie singuliére, correspond 4 une décomposition de la
suite stationnaire de vecteurs aléatoires en la somme de deux suites sta-
tionnaires orthogonales (en un sens qui sera précisé). Nous généralisons
ce résultat aux espaces de Hilbert en le déduisant du fait que, (E;) désignant
la famille de projecteurs spectraux de l'opérateur unitaire Te L(X),
I'ensemble des vecteurs u appartenant a X" et tels que la mesure d(E,u, u)
soit absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, est un
sous-espace fermé de ¢ dont le projecteur appartient au bicommutant
de la famille (T"),.;.

Finalement nous pouvons décomposer la mesure spectrale du processus
en trois parties : la partie factorisable maximum de la densité spectrale,
une partie absolument continue dont la dérivée est purement non facto-
risable, la partie singuliére. A cette décomposition unique de la mesure
spectrale correspond une décomposition de la suite stationnaire en
trois parties, dont la premiére est I'innovation du processus par rapport au
passé indéfiniment reculé.

Ceci nous conduit au probléme de factorlsablhté d’une fonction W(4)
définie sur le tore a valeurs dans £ * () et plus généralement a la factori-
sabilité des fonctions matricielles définies positives. La fonction W(4) a
valeurs dans £*(#) et de norme intégrable est dite factorisable
si W(A) = A*(A)A(X) ou les coefficients de Fourier d’indices négatifs de A(4)
sont nuls. Si ) est de dimension finie et si W(A)No¥) = o, Wiener et
Masani [/4] ont montré qu’il en est ainsi, si et seulement si

2r
j log det W(A)dA > — oo

0

Helson et Lowdenslager (voir [6]) ont généralisé ce résultat au cas ou
J(A) = W(AX#) n’est pas l'espace entier : une condition nécessaire et
suffisante de factorisabilité est que J(4) soit une fonction image conjuguée

2n
analytique et que f log det W(1)dA > — oo, W(4) désignant la restric-
0

tion de W(A) a J(4). Si # est de dimension infinie, Devinatz [2] a démontré
une condition suffisante de factorisabilité : W(A) est inversible p. p. et

2n
J log || W™ (1) | dA < + co.
[}

ANN. INST. POINCARE, B-III-4 24
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Tout en simplifiant la preuve de Devinatz, Helson et Lowdenslager (voir [6])
ont généralisé ce résultat en montrant que ’ensemble des trois conditions
suivantes est suffisant pour la factorisabilité : la fonction image

J(A) = W(AN¢)

est conjuguée analytique (ou, ce qui est équivalent, le projecteur P(1)
sur J(A) définit une fonction factorisable), p(1) = 111151 ) (W(la, a) > 0 p. p.,

2n
f log p(A)dA > — ©
(V]

(cette derniére condition étant équivalente a la condition de Devinatz).
Au paragraphe 8, nous indiquons une caractérisation des fonctions facto-
risables a valeurs dans % * (o) qui fournit une représentation permettant
de construire de nombreux exemples de fonctions factorisables i partir
de la connaissance des fonctions images conjuguées analytiques.

L’espace de Hilbert s# est quelconque (réel ou complexe, séparable
ou non) aux paragraphes 2 et 3. Il est supposé complexe aux paragraphes 4
et 7, complexe et séparable aux paragraphes 5, 6 et 8.

2. — Applications stationnaires d’un groupe G
dans L(H#, X).

Soient # et A deux espaces de Hilbert, tous deux réels ou tous
deux complexes, L(H#, K#') I'espace des applications linéaires continues
de ¥ dans .

DEFINITION 1 : Une application s —» X, d'un groupe G dans L(H#, A)
est dite stationnaire si X*X_ ne dépend que de t~'s.

PROPOSITION 1 : Soient s — X une application stationnaire d'un groupe G
dans L(H, H) et M le sous-espace fermé de A engendré par la famille
1) {Xa:5€G, aeH}

11 existe alors une représentation unitaire unique t - T, de G dans M
telle que :

()] X, = TX,
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Démonstration : Remarquons d’abord que pour toute partie finie J de G
et toute famille { a,, seJ } d’éléments de #, on a :

S | =[x
sel sel

Il suffit en effet d’élever le premier membre au carré, de le développer
et d'utiliser la propriété X* X, = X*X,.
Soit .#’ le sous-espace algébrique de ¢ engendré par la famille (1).
Tout élément ue.#’ s’écrit :
u= szas

sel

3) VieG,

Une somme de ce type définissant u peut ne pas étre unique, mais si :

u= szas = szbs
sel sel

(on peut toujours prendre le méme ensemble d’indices J, certains des
vecteurs a; et by étant alors nuls) on a :

zxtsas = zxtsbs
sel sel

puisque d’aprés I’égalité (3)
= ” ZXs(as - bs)
sel

” zxts(as - bs)
sel

ce qui permet de définir sans ambiguité T, sur .#’ par :

(Yxa)- Y

sel sel

=0

Chaque opérateur T, est linéaire et isométrique d’aprés (3). Sa définition
peut donc étre étendue par continuité a ./#. L’égalité (2) est satisfaite et
'on vérifie sans difficult¢ que la famille d’opérateurs { T,, te G } est un
groupe. Chaque opérateur T, étant isométrique et possédant un inverse T,-,
dans #(4), est un opérateur unitaire. Il
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PROPOSITION 2 : Si G est un groupe topologique et si s — X est une appli-
cation stationnaire faiblement continue de G dans £(#, A'), alors Pappli-
“cation t — T,, définie par la proposition précédente, est une application
faiblement continue de G dans L(M).

Démonstration : Soient u et v deux éléments de .#. A tout ¢ >0, on
peut associer u'e #' tel que || u — v’ || < & A ce vecteur v’ est associée une

somme finie
u = E X.a,

sel

Ona:
‘(Tlu9 v) — (T,uu, V)| < l (Ttu - Ttu” U) [+ (Ttu, - Txo“’, v)|
+ | (Trou' - Ttou’ U) |

Au second membre de cette inégalité, le 1% et le 3° terme sont tous deux
inférieurs 4 ¢ || v | et le 2° terme est majoré par

Z‘ (thas - Xtosas’ U) l
sel

quantité arbitrairement petite en prenant ¢ suffisamment voisin de ¢, 1l

Remarque 1. 11 est toujours possible de définir T, sur I'espace entier S,
de maniére que l'application t — T, soit une représentation unitaire
de G dans ¢, faiblement continue dans le cas de la proposition 2. Par
exemple, on posera T,u = u pour tout vecteur u orthogonal a .#.

3. — Décomposition de Wold
des suites stationnaires de Z(f, X).

Considérons le cas particulier ou G = Z (groupe additif des entiers
relatifs). A toute suite stationnaire (X,),.z on associe :
M (X), sous-espace algébrique de X engendré par la famille
{Xia 1k <n,aeH}
M (X), adhérence de ., (X)

+ 0
M oK) = () MX)
M , (X), sous-espace fermé de 2~ engendré par les sous-espaces . ,(X),
lorsque n parcourt Z.
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D’aprés la proposition 1, il existe un opérateur unitaire unique,
Te L(A , (X)) tel que X, = T"X,. Il est possible, et de plusieurs maniéres,
de définir un opérateur unitaire Te Z(X), dont la restriction a .# , (X)
soit I'opérateur précédent. Dans ce qui suit, on suppose qu'un tel T a été
choisi une fois pour toutes.

DEFINITION 2 : La suite (X,) est dite déterministe si # (X) est indépen-
dant de n. Elle est dite purement non déterministe si M _ (X)= {0}.

DEFINITION 3 : Deux suites stationnaires (U,,) et (V,) sont dites ortho-
gonales si M, (U)L 4, (V).

La proposition 3 généralise, pour des suites stationnaires de L (#, A",
les résultats de la décomposition de Wold des suites stationnaires de v. a.,
déja obtenus dans [/4] pour des suites stationnaires de vecteurs aléatoires
a valeurs dans un espace de dimension finie.

PROPOSITION 3 : Toute suite stationnaire (X,),.z de L(H, K), est la
somme de deux suites stationnaires orthogonales (U,) et (V,), associées au
méme opérateur unitaire T que la suite (X,), ou (U,) est purement non déter-
ministe et (V,) est déterministe.

La suite (U,) s’écrit sous forme d’une moyenne glissante, c’est-a-dire que
chaque terme U, est la somme d’une série fortement convergente :

(4) Un = ZCu—kAk
k=0

ou Aye L(H) et {{,=T"o, n€Z} est une suite stationnaire d’opérateurs
partiellement isométriques, deux a deux orthogonaux. Et I'on a, sin>m:

QO

(5) U:Un = zAz‘An—m+k

k=0
(la série convergeant faiblement dans ¥ (H)).
Démonstration : 11 résulte de la définition de .#(X) que I'on a
M o1 (X) = THM (X)).
Puisque #,(X) est 'adhérence de .#,(X) et que T est unitaire,
My X)) = THM (X))
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et par conséquent, pour le projecteur P, de /" sur .#,(X), on a I'égalité
P, T* = T*P,. Fixons k et faisons tendre n vers — oo, on obtient ’éga-
lit¢ P__ T*=T'P_,, ou P__ désigne le projecteur sur .# _ (X).

Définissons V, en posant V, = P__X, et soit U, = X, — V,. Pour tout
couple n, m d’entiers, on a VXU, =0, et puisque T permute avec P
les suites U, et V, sont de la forme U, = T"U,, V, = T"V,,.

La suite (U,) est purement non déterministe puisque Q, =P, — P_
est le projecteur sur .#,(U) et que lim Q,=0 (limite forte ou faible, dans

- 00

L(A'), d’une suite décroissante de projecteurs).

Prouvons I'égalite 4 ,(V) = 4 _ (X). Il résulte de la définition de V,
que A, (V) < M _(X) et s’il existait un vecteur non nul u appartenant
a A _ (X) et perpendiculaire a .#,(V) on aurait, pour tout k < n et tout
vecteur a de #, udV,a et u LU,a (puisque Uad .# _ (X)) donc ud X,a ;
finalement ul ./ (X) > 4 _ (X)contrairement aux hypothésesue .# _ . (X)
et u # 0. La suite (V,) est donc déterministe.

Démontrons maintenant la décomposition de U, en moyenne glissante.
Soit Z, =X, — P,_,X,. Puisque P,_;, =T"P_;T "ona:

Z,=T"X, — (T"P_, T""T"X, = T"Z,

La suite (Z,) est donc stationnaire et si {, désigne I'opérateur partiellement
isométrique associé a Z, dans la formule de décomposition polaire
Z,=(,1Z,],ona:

Z2,=TZy=TC|Z|

T, est un opérateur partiellement isométrique puisque {, l'est, et le
domaine initial de T"(, étant celui de (; (C’est-a-dire I'adhérence de
| Zy | (H#)) il résulte de I'unicité de la décomposition polaire de Z, que
{, = T",. D’autre part, puisque la suite (P,) est une suite croissante de
projecteurs et que Z, = (P, — P,_,)X,, les sous-espaces Z,(5#) sont deux
4 deux orthogonaux et la suite ({,) est orthonormale au sens de la définition 4
du chapitre premier.
Le projecteur sur Z, () étant {,(*, on a:

Qn = Pn - P—oo = ZCu—kC:—k
k=0

et par conséquent,

0

Un = ann = ZCu—kAk

k=0
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ou A, ne dépend que de k puisque :
Ay = 0 X, = (T )M (T™Xo) = (§T*X,

L’égalité (5) est une conséquence de la proposition 6 du chapitre premier
en tenant compte de :

C:CpAk = C:C,,C:Xpﬂ = C:Xpﬂ = Ak m
Remarque 2. On a Ay =|Z,| puisque :

Ao = 3Xo = 3C0C3Xo = CS(PO - P-1)X0
= ngo =C3Co|zo| = |Zo|

11 en résulte en particulier que Ao(#) est dense dans #,, domaine initial
commun 2 tous les opérateurs partiellement isométriques {,.

Si chaque X, provient d’un vecteur aléatoire du second ordre x,€ L%(Q),
ce qui a lieu si et seulement si Tr (X}X,) = Tr (X§X,) < oo, les opéra-
teurs U, V,, {,_4As, qui interviennent dans la décomposition de Wold
sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt, puisque chacun d’eux est obtenu
en multipliant & gauche X, par un projecteur de ', et par conséquent
correspondent & des vecteurs aléatoires du second ordre. En outre, puisque

X¥X,=UxU,+ V¥V,

et que
U*U, = EA,‘:‘Ak
k=0
ona:
(6) z Tr (AA,) = Tr (UU,) < Tr (X*X,) <

k=0

L’utilisation de la décomposition de Wold pour le probléme de prévi-
sion linéaire se fait comme dans le cas de variables aléatoires et les résultats
sont analogues. La prévision linéaire de x,., en termes de X, x,_;,
X,—3, - - .,estle vecteur aléatoire y associé a l'opérateur de Hilbert-Schmidt :

zc»—kAp+k + Vn+p
k=0
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Pinnovation, pour un délai p aprés le temps n, est le vecteur aléatoire associé

a 'opérateur
p—1
z Cu +p- kAk
k=0

p—1
D= ZA,’:‘Ak

k=0

et 'opérateur

fournit les erreurs de prévision E|(a, x,+,) — (@, y)|> = (Da, a) et
E " Xn+p — Y "2 = Tr D.

Remarque 3. 11 résulte immédiatement de la décomposition de Wold
que, p désignant un entier positif fixé, les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) Pour un entier n, X,ac.#,_,X)
(i) Pour tout entier n, X,ae .#,_ ,(X)
(i) Aj@a=0 pour j=0,1,...,p— 1.
On en déduit I'équivalence des trois assertions suivantes :
(i) Pour un entier n, X,ae 4 _ (X)
(ii) Pour tout entier n, X, ae .# _ (X)
(iii) Aja=0 pour tout j>O0.

4. — Représentation spectrale
d’une application stationnaire faiblement continue
d’un groupe abélien localement compact dans Z(¢, X).

La représentation spectrale d’une suite stationnaire de v. a. se déduit
de la formule de décomposition spectrale de I'opérateur unitaire associé
a cette suite. Ce procédé s’applique aux suites stationnaires de L(#, X')
ce que nous précisons dans la proposition suivante :

PROPOSITION 4 : Soient # et A deux espaces de Hilbert complexes,
s = X, une application stationnaire faiblement continue d'un groupe abélien
localement compact G dans L(#, X), s - T, une représentation unitaire
du groupe G dans X', associée (selon la proposition 1) a Papplication station-
naire s - X,, Gle groupe dual de G, E; la mesure spectrale (définie sur les
boréliens de G) associée d la représentation unitaire s — T,.
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Si l’ozc\ pose Y, = E_X,, ou e désigne Pélément neutre de G et ¢ un boré-
liendeGona:

.
m X,= | <s1>dyY,
. Ja
et
' r
@®) X#X, = | <7545 dY1Y,)
JG

Démonstration : L’égalité (7) est une conséquence immédiate de la
relation X; = T X, et de la formule de Stone

T, = '[A<s,7[>dE,1
G

Rappelons la signification de cette formule. A chaque ensemble boré-
lien ¢ de G correspond un projecteur E e £(¢) tel que E, =0, Eg =1,

E,noo =E,E, et siog= U o,oules o, (n=1,2, ...) sont des boréliens

disjoints, E, = ZE,". Pour chaque couple u, v d’éléments de ", I'appli-

cation o — (E,u, v) est une mesure bornée sur G et Pintégrale de la fonc-
tion A - <s, 1> par rapport i cette mesure est (Tu, v).
Si 'on pose Y, =E_X, on a donc les propriétés suivantes :

Y, =0, Yg=X, Y¥Y,=X!EE,X, =X!E,,, X,

a=Ua,,

et si

ou les o, sont disjoints, Y, =2Y," (sommabilité forte d’applications

n .
orthogonales de Z(5#, X)). En outre, pour tout vecteur a de # et tout
vecteur v de X', 'application ¢ — (Y,a, v) est une mesure bornée sur G

et 'intégrale de la fonction 4 - < s, 4> par rapport a cette mesure
est (X,a, v) d’ou P’égalité (7). Pour tout couple a, b d’éléments de # on a :

(X4, X,b) = X,- 1, X.b) = J <t s, 1> d(Y,a, X.b)
G
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d’ou’ I'égalité (8) puisque
X*Y,=X*E X, =Y}Y, H

Remarque 4. La représentation unitaire T, n’est définie de maniére
unique que sur le sous-espace ., . (X), mais puisque 4,  (X) réduit
chaque opérateur T,, la restriction a .# . (X) de chaque projecteur E,
ne dépend pas du choix de T, sur l'orthogonal de .# . ,(X), et puisque
X () = M , (X), les applications Y, sont déterminées de maniére unique.

Remarque 5. Dans le cas particulier ot ¥ = LZ(Q) et ou chaque appli-
cation X, provient d’un vecteur aléatoire du second ordre (et il suffit qu’il
en soit ainsi pour une seule valeur de s puisque X¥X; ne dépend pas de s),
a lapplication Y, est associé un vecteur aléatoire du second ordre puisque

Tr (Y}Y,) = Tr (X}E,X,) < Tr (X}X,) < ©

Les formules (7) et (8) sont donc les généralisations des représentations
spectrales des fonctions aléatoires stationnaires du second ordre, et de
leurs covariances.

Cas particuliers : 1) Si G = Z, groupe additif des entiers relatifs, G est
le tore 4 une dimension. Identifions le tore a l'intervalle [0,2#[ et, pour
tout Ae[0,2n[, désignons par Y, opérateur Y, ol ¢ = [0,A[. On a les pro-
priétés suivantes : Yo =0, Y,, = X, les Y, sont a accroissements ortho-
gonaux, c’est-a-dire que :

2«1 S 22 = le(le - Yl]) = 0

et les égalités (7) et (8) s’écrivent

2
(7) X, = f ey,
0o
2n
®) XEX, = J e M(Y1Y )
(]

2) Si G =R, groupe additif des réels, G =R et Pon a des propriétés
analogues aux précédentes ou AeR et ou les intégrales sur [0,2n] sont
remplacées par des intégrales sur R.

5. — Décomposition des fonctions matricielles définies positives.

Pour un espace # de dimension plus grande que 1, la décomposition
de Wold d’un processus non déterministe ne correspond plus a la décompo-
sition de la mesure spectrale en partie absolument continue et partie
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singuliére puisqu’a la partie déterministe du processus peut correspondre
une partie absolument continue de la mesure spectrale. Nous indiquons
un tel exemple dans la remarque 8. Et c’est pour caractériser la mesure
spectrale correspondant a la partie purement non déterministe d’une suite
stationnaire, que nous introduisons maintenant la notion de partie facto-
risable maximum d’une fonction matricielle définie positive.

Soient, # un espace de Hilbert complexe séparable, (d,),.n une base
orthonormale de #. N est fini ou infini, mais pour fixer les idées nous
supposerons dans les démonstrations que N est I'ensemble des entiers
naturels. Nous désignons par w une fonction matricielle définie sur le tore
(que nous identifions a Iintervalle [0,2n]) et dont les termes w,(4) sont
indexés dans N x N. Pour toute famille finie d’indices J = N, 5 est le
sous-espace de J# engendré par les vecteurs de base d, ou pe J. A la matrice
(WpgA))(p.gesxs €St donc associé un opérateur W(d)e L(#;) défini par
(WA, dy) = wp(A).

La fonction matricielle w est dite définie positive si pour toute partie
finie J d’indices, W(4) est p. p. un opérateur hermitien positif. Si W et w
sont deux fonctions matricielles définies positives nous écrirons w < w
si pour tout J fini, W,(4) < W(4) p. p. Il est immédiat que cette relation
est une relation d’ordre lorsqu’on identifie deux fonctions matricielles
dont tous les termes sont égaux p. p.

Nous dirons que la fonction matricielle w est mesurable, si toutes les
fonctions 4 — w,(4) sont mesurables, et nous dirons qu’elle est intégrable
si elle est mesurable et si toutes les fonctions 4 — w, () sont intégrables
(Si w est définie positive, il résulte de I'inégalité 2| w,,(4) | < w,,(4) + w,,(4),
que toutes les fonctions w,, sont intégrables).

Suivant les notations habituelles, L% est I'espace de Hilbert des classes
d’équivalence d’applications mesurables f, définies sur le tore, a valeurs
dans J# et telles que || f(4)||® soit une fonction intégrable. On désigne
par H% (resp. K%) le sous-espace fermé de L% constitué par les fonctions
dont les coefficients de Fourier d’indices négatifs (resp. d’indices positifs)
sont nuls.

Si la fonction matricielle w est intégrable et définie positive, il existe
([6], lecture 11) une suite (f,) = L% telle que

Wp(4) = (fp(4), fo(4) P. p.

et w est dite factorisable si les fonctions f, peuvent étre choisies dans H%.
Dans le cas particulier ou w,,(4) = (W(4)d,, d,), W(1) désignant une fonc-
tion a valeurs dans Z* () p. p. telle que || W(4) || soit intégrable, la fonc-
tion matricielle w est factorisable si et seulement si W(A) = A*(1)A(J)
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ol A(4)e Z(5F) p. p. et pour tout vecteur a de 5, la fonction A(4)a appar-
tient 4 HZ.

Nous désignons par .#,({f,}) I'ensemble des combinaisons linéaires
finies de fonctions x'f, out k > n et pe N (x désigne la fonction exponen-
tielle y(4) = €'%). .

M_ ({f,}) est I'ensemble des combinaisons linéaires finies de fonc-
tions x*f, ol keZ et peN.

M ({f,}) est Padhérence dans L% de 4, ({f,})

M _({f,}) est l'adhérence dans L} de #_ ,({f,})

M ({f,}) est lintersection des sous-espaces .#,({ f,}) lorsque n
parcourt 'ensemble Z des entiers relatifs.

Soient W et w deux fonctions matricielles intégrables et définies posi-
tives, (f;) et (f,) deux suites de L% telles que

W) = (f(A, f{A)  p.p.; wold) = (f(A), A)  p.p.

Le lemme qui suit est un résultat de [6] que nous rappelons sous la forme
qui nous sera utile.

LEMME 1 : Si W < w, on définit une application linéaire V, de M _ ({ f,})
sur M_({f,}) en posant

(j,k)ed xK (.k)eJ xK

ou J est une partie finie de N, K une partie finie de Z, et les o, sont des
nombres complexes .

On a | V| <1 et par conséquent la définition de V peut étre étendue
au sous-espace M _({f,}). Pour tout entier n, lopérateur V permute
avec le produit par " et limage de M, ({f,}) est M ,({f,}).

Démonstration : Posons

u(}») = o jke ikld j

(J,k)eJ xK
u(4) est & valeurs dans et 'ona :

(W(Du(2), u(d) < (W(Au(d), u(d) P- P
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On en déduit

2 2 . , - d 1 .
(10) “ z auxt fj = O g I ek M(f;()»), fj'(ﬂ-))z—
. L2 () n
(el XK Gk J' k)T XK X I XK
2% ’ da 2n da
= j (W(A)u(2), u(2)) 7S I (W(Au(2), u(d) -
o 1 o 2n
2
(. ked xK Lx

Il en résulte en particulier que si :

a ijkfj = z B ijkfj
(J,k)eJ xK (-k)eJ xK

on a la méme égalité en remplagant f; par f: Par conséquent I'égalité (9)
définit sans ambiguité une application linéaire de # _o({fp}) sur
M_o({f,}) Lopérateur V est de norme inférieure ou égale 4 1 d’aprés (10),
et V permute avec le produit par x* d’aprés (9). W

COROLLAIRE : Si W = w, V est une isométrie.

DEFINITION 4 : Une fonction matricielle intégrable et définie positive w,
est dite purement non factorisable s'il nexiste aucune fonction matricielle
factorisable non nulle W telle que W < w.

PROPOSITION 5 : Soit w une fonction matricielle intégrable et définie posi-
tive. L’ensemble des fonctions matricielles factorisables, majorées par w
posséde un plus grand élément W', et la fonction matricielle intégrable et
définie positive w' =w — w' est purement non factorisable.

DEFINITION 5 : La fonction matricielle w' déterminée dans la proposition
précédente est appelée la partie factorisable maximum de w.

Rappelons qu’un sous-espace fermé .# de L% est dit invariant si xfe #
pour tout fe.# et tout n > 0. Il est dit doublement invariant si L"fe M
pour tout f €.# et tout entier relatif n. Il est dit simplement invariant s’il
est invariant sans é&tre doublement invariant.

Soient, w une fonction matricielle définie positive intégrable, ( SoIpen
une suite de L3 telle que w,(A) = (f,(A), f(2) p. p- Ho({f,}) est un
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sous-espace invariant et posséde ([6], lecture VI) une décomposition de la
forme :

(1) Mo { f}) = U(H%,) ® My

ou J#, est un espace de Hilbert qui peut étre identifié avec un sous-espace
fermé de # ; U est lisométrie de HZ,, dans L% qui, a toute fonction ge HZ, ,
associe la fonction U(4)g(4) ot U(2) est p. p. une isométrie de #; dans # ;
K désigne une fonction image mesurable c’est-a-dire une application
A — R(1) définie sur le tore, dont les valeurs sont p. p. des sous-espaces
fermés K(A) de #, et telle que I'application qui 4 A associe le projecteur
de # sur K(A) soit faiblement mesurable ; .#; est 'ensemble des fonc-
tions f e L% telles que f(4)e K(4) p. p.. .#z est un sous-espace fermé de L%
et I'on a K(1) L U(A)5#,) p. .

Démonstration de la proposition 5 : Considérons la décomposition (11)
de #o({ f,}) et pour tout indice p, soient f, et f, les projections ortho-
gonales de f, sur U(H%,) et .#; respectivement. On a f, = f, + f,, et
puisque R(1) L U(ANH# ) p. p., f(AL £(A) p. p., quels que soient p et g.
On en déduit que :

Wpe(A) = wyo(A) + wpy(4)
ol

WolD) = (oA oA P-P5 W)= (f,A), f(D) PP

En outre, il résulte des inclusions

ML [} = UHY) o H{{f}}) < My
et de I’égalité
J{o({fp})=ﬂo({f;;})@/lo({f;})

que 'on a:
(12) Mo {f})=UH%) , M{Sf,}) =Mz

Par conséquent, .#,({ f,}) ne contient aucun sous-espace doublement
invariant autre que {0}, et d’aprés un lemme de Wiener et Masani ([/4])
w’ est factorisable.

Montrons que w’ est le plus grand élément de la famille des fonctions
matricielles factorisables majorées par w. Soit W,,(4) = (g,(4), g4) p- p-
ou (g,) = H% et supposons que W < w. Soit V I'application définie dans
le lemme 1 en posant :

k. — . k
(j,k)eI xK (J,k)eJ xK
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L’image de .#({ f,}) par V est contenue dans .#({ g, }) lui méme
contenu dans H%. L’image du sous-espace doublement invariant #g
étant doublement invariante, est nécessairement réduite a { 0 }. Par consé-
quent

V() = V() =g,

Pour toute famille finie (8,),c; de nombres complexes, posons :

Jjel

,j)eIx ]

Y(A) = “ 2 BiBw;i(4)
] eI % ]
et, soit
0(4) = Z)’xe"“
kX
En développant 1’¢galité
2 2
H z ﬁj’)’k%kgj R = H V( z ﬂj')’kxkfj>
(eI XK L G eI XK : L
2
< " z ﬂj’)’klkf; ,
U,k)eI xK L

comme il a été fait dans (10) (o aj = By, et ou f: et f; sont remplacés
par g; et f; respectivement) on a :

2n di 2n da
f I0(/1)|2<P(/1)2~ < j 1 0() 129(2) 5~
o T Jo 2n

On en déduit ¢(4) < Y(4) p. p. et par conséquent w < w'.

Il ne reste plus & prouver que le caractére purement non factorisable
de w", ce que nous faisons maintenant. Soit W,,(4) = (g,(4), g,(4) p. p.
ol (g,) = HZ% et supposons que I'on ait @ < w”. En utilisant le lemme 1
(avecf, au lieu def,, et g, au lieu de f;), on définit un opérateur V qui envoie
M{ fp}) =Mz dans #({g,})<= HE. Puisque .#3 est doublement
invariant, son image est doublement invariante et ne peut étre que {0},
et puisque I'image de .#o({ f,}) est #o({g,}) on a nécessairement
g, = 0 pour tout peN et par conséquent w =0.

Il résulte immédiatement de la proposition 5 que :
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COROLLAIRE : w est purement non factorisable si et seulement si M ({ f,})
est doublement invariant.

Remarque 6. La proposition 5 fournit une décomposition de w en partie
factorisable et, partie purement non factorisable mais il faut remarquer
que sans le caractére maximal de w', une telle décomposition n’est pas
unique. Considérons par exemple le cas ou J# est de dimension 1. La
fonction matricielle w se réduit alors 4 une fonction intégrable. Soient,

1
w(1) =1 et w"(4) une fonction mesurable telle que 0 < w"(4) < > et

2n .
exp J log w"(A)dA = 0.

0

La fonction w” est purement non factorisable et puisque

1
Wl =1-w®d>-  p.p,

w’ est factorisable.

6. — Décomposition en trois parties
des suites stationnaires de (¢, X).

PROPOSITION 6. Toute suite stationnaire X, = T"Xoe L(H, K), ou H
et A sont deux espaces de Hilbert complexes, se décompose en la somme
de trois suites stationnaires, deux d deux orthogonales, associées au méme
opérateur unitaire T, la premiére étant purement non déterministe, la seconde
déterministe et de mesure spectrale absolument continue, la troisiéme ayant
une mesure spectrale singuliére.

Démonstration : Au paragraphe 3, nous avons vu la décomposition
de X, en partie purement non déterministe et partie déterministe :
X,=U,+V,ouV,=P__X,, P__ désignant le projecteur sur .# _ (X).
Montrons que la mesure spectrale de (U,) est absolument continue. Soit

a0

U,= zCn—kAb
k=0
la décomposition de U, en moyenne glissante. Pour tout vecteur a de ¢,
la série

Y

g = ZX"AM

k=0
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converge dans L% puisque la série des carrés des normes des coefficients
de Fourier est convergente :

z I Aga |1 = z (A: A, a) = (U’(',‘an, a)
k=0 k=0

et 'on a, pour tout neZ (Si n <0, la série figurant dans la suite d’égalités

ci-dessous doit étre remplacée par Z(A_,,+,,a, A.b))
k=0

0

(Uoa, U,b) = Z(Aka, Avesb) = (80 &),

k=0

2=
= f e"(g,(4), g.,('l));l—'1
) T
d’ol une densité spectrale (g,(A), g,(4)).

Soit .4 Pensemble des vecteurs u de X" tels que d(E,u, u) < d. On sait
que .# est un sous-espace fermé de X', dont le projecteur P appartient
au bicommutant de la famille (T"),; ([5], § 66, théoréme 1). Puisque la
mesure spectrale de la suite (U,) est absolument continue, U (3#) c A,
donc P, —P__ < P. Posons :

X =U,
X@ =PV, = PP__X,
X =V, - X = (1 - P)X,

Puisque Pet P_, appartiennent au commutant de la famille (T"),.,
on a X = T"X@ et X3 = T"X{.

Drautre part, P appartenant au bicommutant de la famille (T"), permute
avec P__, et P, ... On en déduit lorthogonalité des suites (X{V), (X{?)), (X&)

La suite X est singuliére car pour tout vecteur ud .Z on a:
d(Eu, u)d di ([5], § 66, théoréme 4) et par conséquent la suite X est
déterministe.

Il reste & prouver que (X{¥)) est déterministe. Supposons le contraire.
Il existe donc un vecteur non nul u appartenant a .#(X?) © 4 _,(X?)
et par conséquent pour tout k < — 1 et tout vecteur a de #, u AXPa.
Il résulte, en outre, de I'orthogonalité des suites (X(V), (X&), (X&) que
ud X{Ma et ud X{Pa, et finalement ud X,a. Donc ul .# _,(X). Puisque
Mo(XPD)c M_ (X) < M _(X), on aboutit 3 une contradiction. Wl

ANN. INST. POINCARE. B-III-4 25
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Supposons maintenant que J# soit séparable. Si l?(l) (resp. F,(4), F,(4))
est une mesure spectrale absolument continue, a toute base orthonor-
male (d,),x de S, nous associons la fonction matricielle # (resp. wh),
w?) définie par :

. d o
Wpe(4) = 7 (F(A)d,, dy) p. p.

En général, la matrice (W,,(4)) ne correspond pas a un opérateur partout
défini sur # (remarque 7) ce qui nous oblige a utiliser une base ortho-
normale de # pour les démonstrations qui suivent.

PROPOSITION 7: La mesure spectrale de la suite stationnaire (X,) se décom-
pose de maniére unique en la somme de trois mesures spectrales

(13) F(2) = F1(2) + F2(4) + F5(3)

ou l?(/l) = F,(A) + F,(A) est la partie absolument continue de F(2), F3(4) est
la partie singuliére de F(J), et pour toute base orthonormale (d,) de H#, la
fonction matricielle

d
woo(4) = E(Fl(l)dp’ dy)
est la partie factorisable maximum de la fonction matricielle
N d A
Wpe(d) = H(F(l)dp, d,).
11 en résulte que pour toute base orthonormale (d,), la fonction matricielle

d
We(4) = E(Fz(l)d,,, d)
est purement non factorisable.

Cette décomposition de F(1) correspond a la décomposition précédente
de X,: pour i=1,2,3, F(A) est la mesure spectrale de la suite station-
naire (XO)pez-

Démonstration : Puisque pour i=1,2,3, X est de la forme Q¥X,
ou QW est un projecteur de /" appartenant au commutant de la suite (T")
et par conséquent, permutant avec la famille de projecteurs spectraux
(Edaero,2nppOn 2

F(4) = Fy(4) + F5(4) + F3(4)
ou
F{4) = X3E,Q"X, = (X§)*E,X{



FONCTIONS ALEATOIRES DU SECOND ORDRE A VALEURS 373

est la mesure spectrale de la suite stationnaire (X{), et d’aprés la propo-
sition 6, F; et F, sont absolument continues et F; est singuliére.

Considérons la suite stationnaire X, =X + X®. Sa mesure spec-
trale f*‘(l) = F(4) + F,(1) est absolument continue et, une base ortho-
normale (d,),.y étant choisie dans J, il existe une suite (f,),.n dans L%
telle que :

d
Rpld) = F(Dd,, dy) = (f,(A), f{A) p. p.

Puisque :
2n
Xd,, Xid,) = L eCTIN £ (A), f(A)dA

= (" x"‘f.,)L;
le sous-espace .#,X) de X, est isomorphe au sous-espace .# _,({ )
de L%. Or, la décomposition de la fonction matricielle W,,(1) en partie
factorisable maximum et partie purement non factorisable, provient de la
décomposition de #o({ f,}):

M of{ fp ) = U(Hfﬁ) @ My
ou Mg = mjl,,( { f,}), tandis que la décomposition de )/ZO en partie

purement non déterministe et partie déterministe provient de la décompo-
sition de #o(X) :

MoR) = (M(X)© M _ ,(R) D M _X)

o M _ (X)= m/l,,(f(). Il résulte alors de I'isomorphisme entre Jl,,()?)

d
et M _({f,}) que w)(A) = a(Fl(l)dp, d,) est la partie factorisable maxi-

. d
mum de #,(4) = — F(2)dy, ).

Quant a I'unicité de la décomposition (13), elle résulte de l'unicité de la
décomposition de F en partie absolument continue F et partie singu-
liére F;, puis de l'unicité de la décomposition de W en partie factorisable
maximum w'" et partie purement non factorisable w'?. W

Remarque 7 : Indiquons un exemple de suite stationnaire dont la
densité spectrale ne correspond pas a un opérateur partout défini dans .
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Une base orthonormale (d,),.n étant choisie dans I'espace de Hilbert
complexe séparable, de dimension infinie, 5#, pour tout vecteur

a= Zapdp,

peN

&= Eapx"

PEN

posons

(convergence dans L2) et soit X, I'application de # dans L} définie par
g c n C
X,a = " "g,. On obtient ainsi une suite stationnaire de £(#, L%) et
n ga
puisque
2n dl
- im—n)i(p— )4 =
(X,,dp, deq)—J; eim—mi,ilp—q o
ei(p—q)A
on a W,(4) = 5 et cette matrice ne correspond pas a un opéra-
[

teur partout défini sur 7.

7. — Propriétés spectrales des suites stationnaires
provenant de vecteurs aléatoires du second ordre.

Si (X,) est une suite stationnaire de £(#, L4(Q)) provenant de vecteurs
aléatoires du second ordre x,, les X, sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt
et lutilisation de la structure hilbertienne de I'’espace 4" des opérateurs
de Hilbert-Schmidt de # dans L%(Q), apporte une simplification dans
certains problémes de convergence. En particulier, elle permet de prouver
facilement que la partie absolument continue de la mesure spectrale posséde
une dérivée qui est un opérateur borné. Dans.ce qui suit, I'espace # est
complexe, mais pas nécessairement séparable.

La structure hilbertienne de .4" est, définie par le produit scalaire :

(A, B), = Tr (B*A)

et suivant les notations habituelles nous désignons par L7 I'espace de
Hilbert des classes d’équivalence de fonctions fortement mesurables @,
définies sur le tore, & valeurs dans .4~ et dont le carré de la norme est int.é-
grable. La structure hilbertienne de L7 est définie par le produit scalaire :
2n

2= dA di
(@, 7)), = 'f (@A), ¥y - = j Tr (PHA() -

o



FONCTIONS ALEATOIRES DU SECOND ORDRE A VALEURS 375

H2 est le sous-espace de L constitué par les fonctions dont les coefficients
de Fourier d’indices négatifs sont nuls.

PROPOSITION 8 : Soient # et A deux espaces de Hilbert complexes,
(X, )nez Une suite stationnaire & opérateurs de Hilbert-Schmidt de # dans X',

(U,) la partie purement non déterministe de (X,),

Un = ECn—kAb
k=0

la décomposition en moyenne glissante de la suite (U,).
La série :
Q0

(14) zAke"“

k=0

converge dans L2 et définit une fonction ®e HZ telle que :
2 di
UrU, = I MM (N)D(A) —
o 2n

Démonstration : La convergence de la série (14) résulte de la propriété (6) :

2 | A2 = z Tr (A¥A,) = Tr (U%U,) < oo
k=0 k

=0
Pour tout couple a, b de vecteurs de # (le vecteur a n’étant pas nul)
associons l'opérateur D; défini par
D(,,,,)a = b, D(ab)c = 0 Si . Cla

D) €4 et pout tout opérateur linéaire borné A, ona :

1
Tr (AD() = "—aF (Ab, a)

Soit @, la somme de la série (14). La fonction €™~ "*®(1)D,,; appar-
tient a L2 et son coefficient de Fourier d’indice k est

dl _ An—m+kD(ab) Si k _>_ m-—n
2 0. si k<m-—n

2zn
J ei(m -n- k)}.q)( 'q-)D(ab)

0

On a donc la suite d’égalités (pour la 2° égalité, on suppose que n > m de
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maniére que I'indice n — m + k soit positif pour tout k > 0, mais le résultat
final est valable dans le cas général)

2n

2 i ) di
J‘ en(m-n)ﬂ.(q)*( Db, a) % =|a ”2 J gitm—mi Ty ((I)*(,l)(l)(/l)D(ab)) Z

0 0
©

=|a IIz(ei‘""""CI’(/l)D(ab), (I)(i))L} =lal? Z Tr (A¥A,- m+:Diar)
k=0
= Z (A¥A,_p+ib, @) = (UXU,b, o). W

k=0

Remarque 8. 11 est facile de construire des exemples de suites station-
naires de vecteurs aléatoires dont la partie déterministe et la partie purement
non déterministe ont toutes deux, une mesure spectrale absolument conti-
nue. Soit W(A) une fonction a valeurs dans #*(#) dont la norme est
intégrable, et dont la partie factorisable maximum est non nulle et distincte
de W. Définissons I'(n, m) par

2n
T(n, m) = f m=mAW(2)dA
0

I'(n, m) est une fonction de covariance d’aprés le chapitre premier, propo-
sition 10 et si I'(n, m) est un opérateur a trace finie (ce qui a nécessairement
lieu, si # est de dimension finie) il existe une suite stationnaire de vecteurs
aléatoires ayant pour covariance I'(n, m) et dont la décomposition de Wold
correspond a la décomposition W =W’ + W” de la mesure spectrale.

Dans I'exemple qui suit, nous construisons effectivement la suite de
vecteurs aléatoires. Cet exemple fait apparaitre en outre une éventualité
qui est source de complications : les fonctions W'(1) et W”(4) sont des
opérateurs bornés qui envoient # dans des sous-espaces qui ne sont pas
orthogonaux.

Q est le tore a une dimension que nous identifions avec l'intervalle [0,27],
& est la tribu des boréliens du tore, u est la mesure normalisée de Lebes-

dw ) . .
gue P On considére les v. a. u, et v, définies de la fagon suivante :
T

si wel0, nf, u(w) = \/Eez""“’ et v, (w)=0
si weln 2n, uw)=0 et v, (w) = ﬁe”"‘“

Ces v. a. constituent une base orthonormale de L. Soient, # un espace
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de Hilbert complexe séparable, de dimension infinie, (dj),z; une base -
orthonormale de s#. Définissons X, par :

X.ﬂﬁw si k<O, X,,dk-———v“—" si k>0
1+ k| 1+k ,

La suite (X,) est stationnaire et provient d’une suite de vecteurs aléa-
toires du second ordre. Le sous-espace .#,(X) est engendré par les v. a.
(vrez €t (Ui < Par conséquent 4 _ ,(X) est le sous-espace fermé engendré
par toutes les v. a. v;. Si o, est la k*®*™ coordonnée du vecteur a de #, la
partic purement non déterministe et la partie déterministe de (X,) sont
définies par :

Le domaine initial de {, est le sous-espace engendré par d, et {,do = Uy,
On en déduit que :
Xk

A =2k
=Tk

do
L’opérateur unitaire T correspond au produit par la fonction e%® et

le projecteur spectral E, correspond au produit par la fonction caracté-
ristique de 'ensemble

A
[n — X n[u[2n — 2’ 27

On vérifie aisément que :

o di
X*X, = | €M A(W(A) + W"(l))z—
T

0o

W'(1) et W”(1) désignant les opérateurs bornés définis par

W(ha=(ag@)eg@), W(ha=(a g A)e"A)

+ 0
eikldk 2 eikldk
I)' — , IIA —
g4 Zl+|k| g'%) 1+ (k|

k<0 k=-—

ou

ces séries convergeant dans L%.
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8. — La factorisabilité des fonctions a valeurs dans .% ().

La condition de factorisabilité du type de Devinatz : la fonction
p(A) = inf (W(d)a, a),
ae)(d)

ou J(4) = W(A)X#), est strictement positive p. p. et satisfait a

2n
I log p(A)di > — o,
0

est assez restrictive et ne peut s’appliquer en particulier si J(1) est de dimen-
sion infinie et W(J) est p. p. un opérateur compact puisqu’alors p(4)=0 p- p-
Dans la proposition 9, nous élargissons cette condition en la remplagant
par une condition du méme type s’appliquant a chaque élément d’une
famille (p,),q de fonctions.

Rappelons que si W(4) est p. p. un projecteur, la fonction W est factori-
sable si et seulement si la fonction image J(4) = W(A)(#) est conjuguée
analytique ([6], p. 128) c’est-a-dire s’il existe une famille dénombrable ( )
d’éléments de K% telle que J(4) soit p. p. le sous-espace fermé de # engendré
par les vecteurs f{J).

LEMME 2 : Soient, # un espace de Hilbert complexe séparable, (d,)pen une
base orthonormale de #, (g,), une famille dénombrable de K% telle que
pour tout entier p, la série

Z [(g44), d))I?
nel

converge p. p. vers une fonction intégrable.
La fonction matricielle définie positive w déterminée par :

(15) Wpo(4) = Z(d,, g(ANgn(4), d;)

nel

est factorisable.

Démonstration : Soient I*(I) I'espace de Hilbert des suites de carrés
sommables, indexées dans I et (g,),q la base canonique de (). Posons :

S = Z(d,” &(A))e,

Il résulte immédiatement des hypothéses que f,eHp, et que
Wpo(4) = (f5(4), £,(A) pp W
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PROPOSITION 9 : Soient, # un espace de Hilbert complexe séparable
et W une fonction fortement mesurable définie sur le tore, d valeurs dans
ZL*(H#) et telle que la fonction A — || W(A) | soit intégrable. La fonction W
est factorisable si et seulement si elle est de la forme

(16) W) = Epn(l)Q,.(l)

nel

(la série figurant au second membre convergeant fortement p. p.) ou 1 est une
famille dénombrable ( finie ou infinie) dindices, out Q,(4) est p. p. le projecteur
sur le sous-espace de dimension 1 engendré par une fonction appartenant
a K%, et ou p,(A) est une fonction scalaire strictement positive p. p. telle que

2n
J log p,(A)dA > — oo.

0

Démonstration : Les égalités (15) et (16) sont du méme type, Q,(4) dési-
gnant le projecteur sur le sous-espace engendré par g,(4) et p,(4) = || g,(4) || 2,
La condition (16) est donc suffisante d’aprés le lemme 2 qui utilise des
hypothéses moins restrictives (pour chaque vecteur de base d,,

ZP..(A)(Q.(W,, d,)

nel

converge p. p. vers une fonction intégrable) mais fournit seulement une
fonction matricielle.

Réciproquement, si W est factorisable, W(1) = A*(1)A(4) ou A(A)aecHZ
pour tout vecteur a de . Posons g,(A) = A*(1)d,. Ona g,eK% et :

(W, d)) = (A(A)d,, A(A)d,) = Z(A(l)dp, d,\d,, A()d,)
neN

_ Z(d,, £ &h), d)
neN

d’ou les égalités (15) et (16).

Dans cette démonstration la puissance de la famille d’indices I est la
dimension de s#, mais en modifiant le choix des fonctions g,(41) on peut
obtenir un ensemble d’indices I équipotent & une base orthonormale de
W(A) o). Posons f,(4) = W*(l)dp et, comme au paragraphe 5, désignons
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par A ,({ f,}) le sous-espace fermé de L} engendré par les fonctions yf,
ou peN et k > r. Soit (u,), une base orthonormale de

M{ f,}) O M({S,})

Puisque W est factorisable, le sous-espace invariant .#( { f, } ) ne contient
aucun sous-espace doublement invariant autre que le sous-espace réduit
au vecteur nul, et par conséquent est du type U(H}l). Pour presque tout 4,
les vecteurs u,(A) forment alors une base orthonormale de

J() = UQ)#,) = WHOYP).

Posons g,(1) = W*(A)u,,(l). Cette fonction g, appartient 3 L2 puisque
la fonction || W(4) || est intégrable, et pour k > 1, on a, puisque u,dyf,

2n " di
J; e kl(gn()‘): dp)% = (gm Xkdp)L} = (um Xk W*(l)dp)Li’
= (u"’ /8 f")L}, =0

et par conséquent g,eK3.
W est du type (16) puisque pour tout couple (a, b) de vecteurs de #

(17) an(i)(Qn(/l)a, b) = Z(a, 2(A)XgA(A), b)
nel nel

= E(W*(l)a, u(D)un(2), WHAb) = (W(A)a, b)
nel

la derniére égalité parce que les vecteurs u,(4) forment p. p. une base ortho-
normale de J(1) = Wi(A)#) m

W désignant comme précédemment une fonction définie sur le tore,
a valeurs dans Z* () et telle que || W(4) || soit intégrable on a :

COROLLAIRE 1 : S’il existe une fonction mesurable u définie sur le tore,
a valeurs dans # et telle que || u(2) | =1 p. p., u(A)eJ(A) = W(AXH#) p. p.
et W¥()u(A)e K%, alors la partie factorisable de W est non nulle.

Démonstration : Posons g(1) = W¥A)u(d) et définissons W par
W(A)a = (a, g(A)g(A).
La fonction W est factorisable d’aprés le lemme 2, et W < W puisque
pour tout vecteur a de %,
(W(A)a, a) = |(a, gA) > = |(WHA)a, u(d)
< | WHAa > = (W(a, ) M
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COROLLAIRE 2 : W est factorisable si et seulement s’il existe une famille
(Up)ner de fonctions mesurables d valeurs dans # telles que :

1) les vecteurs (u,(A)),q forment p. p. une base orthonormale de
J(A) = W(AX#).

2) pour tout nel, g (1) = W¥Au,(1)eK%.

Démonstration : La nécessité de ces conditions apparait au cours de la
démonstration de la proposition 9. Ces conditions sont suffisantes car,
en posant p,(4) = || g.(4) ||, et en désignant par Q,(4) le projecteur sur le
sous-espace engendré par g,(4), on vérifie a I'aide de la suite d’égalités (17)

(considérée dans I'ordre inverse) que W(4) = Zp,,(/l).Q,,(l). m

nel

CHAPITRE III

PROCESSUS PERMANENTS STATIONNAIRES

1. — Introduction.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier les fonctions aléatoires
stationnaires du second ordre, faiblement continues, définies sur la droite
réelle, et a4 valeurs dans un espace de Hilbert complexe #, ce qui nous
conduit a étudier, plus généralement, les applications stationnaires t — X,
de R dans Z(#, A) ou A est un autre espace de Hilbert complexe. La
décomposition en partie déterministe et partie purement non détermi-
niste s’obtient trivialement par le procédé utilisé pour des suites station-
naires et notre principale préoccupation sera d’établir pour des fonctions
stationnaires faiblement continues dont les valeurs sont des opérateurs de
Hilbert-Schmidt, une formule de moyenne glissante de la forme

(1) X, = I d{(O)C(t — s)

= 0
ot { est une application qui, & chaque intervalle borné e de R, fait corres-
pondre un opérateur linéaire de # dans ", qui est le produit d’un opéra-
teur partiellement isométrique par un scalaire, et satisfait aux propriétés
d’additivité et d’orthogonalité : {(eu €) = {(e) + {(¢'), {*(e){(e) =0, si e
et ¢ sont disjoints. Tous les opérateurs {(¢) ont méme domaine initial
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H o < H et C(t) est une fonction a valeurs dans ’espace de Hilbert .47,
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de s dans 5, La signification de
P'intégrale figurant au second membre de (1) sera précisée au paragraphe 4
et l'utilisation de cette formule pour le probléme de la prévision linéaire
sera indiquée au paragraphe 5. :

Le point de départ des raisonnements permettant d’établir la formule
de moyenne glissante est le méme que dans Doob ([4], chap. XII) : au
groupe unitaire (T,),.p associé & la famille stationnaire (X,),g, on fait
correspondre un opérateur unitaire T puis une suite stationnaire X, = T"X,
qui est purement non déterministe si (X,),.g I’est, et ce sont les opérateurs {,
et A, intervenant dans la formule de décomposition de X, en moyenne

[

glissante, X, = ZE,_,‘A,‘, qui permettent de définir les opérateurs {(e)

k=0
et C(z), et de démontrer I’égalité (1).

2. — Décomposition de Wold.

Soit t — X, une application stationnaire du groupe additif des réels
dans Z(s#, X') ou H# et X sont deux espaces de Hilbert. Pour chaque te R,
nous désignons par .#,(X) le sous-espace fermé de X" engendré par les
vecteurs X.a ou s parcourt l'intervalle ] — oo, ] et ou le vecteur a par-

court #. On pose A4 _  (X)= m./l,(X) et I'on désigne par . (X)
teR

le sous-espace fermé de ¥ engendré par les sous-espaces #,(X) lorsque ¢

parcourt R.

Nous dirons que la fonction stationnaire X, est déterministe si pour
tout t, #, = M , ., égalité qui a lieu pour toute valeur de ¢ dés qu’elle a
lieu pour une seule valeur. En raisonnant comme dans le cas des suites
stationnaires on obtient immédiatement la décomposition de X, en partie
déterministe V, et partie purement non déterministe U,:V,=P__X,
ou P_ estle projecteur sur A& _ (X)et U, =X, — V,. '

3. — Suite stationnaire associée.

Dans les raisonnements qui suivent nous aurons besoin de la théorie
de la représentation dont nous rappelons briévement les résultats essen-
tiels (voir, par exemple [9]). Soit G un groupe abélien localement compact
et (T,),.g Une représentation unitaire faiblement continue de G dans I’espace
de Hilbert complexe . On définit une x-représentation de I'algébre de
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convolution L{(G) (fonctions scalaires intégrables par rapport a la mesure
de Haar sur G) dans #(X') par :

- j ()T, dt
G
Soit.

o) = L o) T, a3 dx

la transformée de Fourier #(¢p) de ¢. L;appiication

P - T _J ()T, dt

peut étre étendue aux fonctions mesurables bornées sur G, groupe dual
de G, et 'on obtient ainsi une *-représentation de I'algébre multiplicative
des fonctions scalaires mesurables bornées sur G, dans 2(X )- A la fonc-
tion indicatrice de tout borélien e de G correspond un projecteur E, et
I'ona :

=jA<t,)b$dE,1
G

Plus généralement, a toute fonction mesurable bornée /(1) correspond
l’opérateur

Ty = Ll//(l)dE "

appartenant au bicommutant de la famille (T,),.c et défini par Pégalité

(T, v) = Ll//(l)d(E AU, V)

valable pour tout couple u, v de vecteurs de .

Dans ce paragraphe, nous partons avec une application stationnaire
faiblement continue X, = T, X,, de R dans L(oF, X)) ou H# et A sont
deux espaces de Hilbert complexes. Soit

+ o
Tt = j e—ithl

la formule de décomposition spectrale de la représentation unitaire faible-
.ment continue (T,),.g. L’opérateur

- to i
e[
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est unitaire puisque

=1 et, la suite (X,),.; que nous voulons

associer a (X,),g est définie par :
xn = T”Xo

Cela revient a utiliser le changement de variable

A= 1+ €
3 0 =il
3 C T air e

dans la formule de décomposition spectrale, puisque :

N + o p) A\n 2n ) -
'-4[‘,l = J <—+ l'> dE;~ = f e_modEo
- A—'l 0

ou E, =E,, A et 0 étant liées par les relations (3). Plus généralement si,
A toute application mesurable bornée ¥ de R dans C, on associe la fonction
mesurable bornée ¥ de 10,2n[ dans C définie par :

~ 1+ €
¥(0) = e/z(z 1—_%)
on a: ’

2n + 00
Ty = L Y(0)dE, =J Y(AE, = Ty,

PROPOSITION 1 : Soient, # et A deux espaces de Hilbert complexes,
(T,),c Une représentation unitaire faiblement continue de R dans A", T Popé-
rateur unitaire défini par 'égalité (2), X, un élément de L (¢, X').

Si Pon pose X, =TX, et X, =T"X,, on a, pour les fonctions station-
naires X et X ainsi définies :

M o(X) = M(X)
Démonstration : Pour tout entier n >0, on a :
(-2 S
A+ A+i | A+ay
o=

- n\ @y &t/ t
-1 z (P)(P - Ntdr-? (l + i) =1 = F(h0)l)- ,0¢)

p=1
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ou le symbole & désigne la transformée de Fourier et h(t) est la fonction

- n\ 2°PtP~1
h(t) =
© Z(p)(p—l)!

p=1

- + 1 —i\" 0
T = f_m (/1 " i) dE,=1- J_wh(t)e'T,dt

ou I désigne I'opérateur identique de J¢". Pour tout vecteur a de 5, tout
vecteur ude X, ettout n>0,0n a :

Donc

0

(X_,a, u) = (T " "Xea, u) = Xoa, u) — j

h(t)e'(X,a, u)dt

Donc ud.#,(X) entraine ud .#(X), ce qui prouve l'inclusion
MoX) = My(X).

Démontrons l'inclusion opposée. En utilisant le changement de varia-
ble (3), on a:

+ o0 2n -
T, = j e "MdE, = J 8(0)dE,

— 0

0 1+ €° si sin 0
=exp|——s)=exp| ————
& P 1—e“’s P 1—cos#

Pour s <0, les coefficients de Fourier d’indices négatifs de g, sont nuls
puisque, y désignant le contour de la portion du plan complexe constituee
par le disque unité dont on a enlevé un petit disque entourant le point z = 1,
14z
1-z
de y et bornée sur la partie de y voisine du point 1. Mais la convergence
de la série de Fourier

ou:

la fonction z"~! exp (s )(n > 1, s < 0) est holomorphe a l'intérieur

o)
E a ein
n
n=0
de g,, n’ayant pas lieu uniformément nous ne pouvons pas affirmer que

[

T, = Zaﬁ_".

n=0
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iéme

Soit o, la n“™ moyenne de Cesaro de la fonction g,, c’est-a-dire le pro-
duit de convolution de g, avec le noyau de Fejer

K.(6) = 1(1 — cos ne)

n\1— cos @

Pour tout  appartenant a Iintervalle ouvert ]0,27[, 0,(0) converge vers g (6)
quand n tend vers I'infini et puisque :

lonlle < 18 llo- 1K, lly =1

do
(ofl -1l désigne la norme dans LE([O,Zn[,E

)) le théoréme de la conver-

gence dominée est applicable :

2n

"8OM(EXoa, 1) = Jim J oA O(EXoa, u)

0

2
@ Kaw= f

[}

Puisque 5,(0) est une combinaison linéaire de fonctions exponentielles e'*
avec k > 0, et que pour tout k > 0 et tout vecteur u de ¥ perpendiculaire
aMX)ona:

2n
f e™d(EeXoa, u) = (X_,a,u) =0
(1]

lintégrale figurant au dernier membre de (4) est nulle pour tout n >0
et par conséquent pour s < 0 et ud #y(X), on a (X,q, u) = 0, donc
MX) MyX). m
COROLLAIRE. Les hypothéses étant celles de la proposition 1,

‘l{+co(x)="”+oo(x)s "/{—oo(x)=’/l{—ao(x)

Démonstration : Pour tout vecteur a de J#, tout vecteur u de X', perpen-
diculaire a # (X), et tout entier relatif n, on a :

(Xnaa u) = ‘[

V]

2

ue"""’d(EOXoa, u=0

La mesure d(EgX,a, u) est donc nulle et

2

(X.a, u) = I g(O)(EeXoa, u) =0

0o

pour tout nombre réel s. Donc # (X) < .# (X). Les autres inclusions se
démontrent par des raisonnements analogues. Wl
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Soient (U,) et (V,) 1a partie purement non déterministe et la partie déter-
ministe de la suite stationnaire (X,). Puisque Passociation d’une suite
stationnaire (X,) & toute fonction stationnaire faiblement continue (X,)
se fait uniquement a P'aide du groupe d’opérateurs unitaires T,, et que le
projecteur P__ de o sur 4 _ (X) = .#__(X) permute avec T, et par
conséquent permute avec les projecteurs spectraux E,, la suite (U,) est
associée a (U,) et (V,) est associée a (V).

4. — La formule de moyenne glissante.

Si la fonction stationnaire X, = T, Xy(teR) est purement non déter-
ministe, il en est de méme de la suite stationnaire associée X, = T"X,
qui posséde alors une décomposition en moyenne glissante

(5) Xn = an—kAk
k=0

ot (£,),cz est une suite stationnaire orthonormale de #(#, ). Dans ce
paragraphe nous supposerons que X*X, = X¥X, = X*X, est un opérateur
a trace finie.

Pour tout intervalle borné e = Jo, f] de R, posons :

L a—Fay

N

ou #(1,) est la transformée de Fourier de la fonction indicatrice 1, de e.
e ite _ p—idp ) o
Puisque Z#(1,) = — cette fonction v, est bornée, et il lui corres-
i

pond un opérateur de £ (") défini par

ve('l) =

+ o 1 + 1 + . .
© Ti,= f ve(A)dE; = ﬁf F(1)E;+ —= J (e”'* — e~ *9)dE,

— 0

T,dt + ~T,)

ff

LEMME 1 : Soient, {, Popérateur partiellement isométrique d’indice O
intervenant dans (5), I, le projecteur de # sur le domaine initial # de {,,
(E.scr les projecteurs spectraux du groupe unitaire (T,),cg, (EO)OE[O,Zn[ les
projecteurs spectraux du groupe unitaire associé (17),.z.

- ANN. INST. POINCARE, B-III-4 26
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Les mesures spectrales d(Eqloa, Cob) et d(E loa, Job) sont respectivement

do
les produits par (Ilga, b) de la mesure normalisée de Lebesgue — sur le

d
tore, et de la mesure de Cauchy ———- sur R.
(1l + A%)
Démonstration : Puisque ({,),.; est une suite orthogonale d’opérateurs
partiellement isométriques de J# dans X', ayant pour domaine initial
commun g, 0ona:

2

6n,m(n0a’ b) = (Z'na’ zmb) = J. ei(m—"wd(ﬁozoa9 Zob)

0

~ s o do
et par conséquent d(Ey{oa, {ob) = (I1ya, b)—2—.
n

Pour la deuxiéme mesure, il suffit de remarquer que E; = E, ot 1 et 0
0

. . + .
sont liées par la formule de changement de variable 4 =i 1—o" qui, a la
—é

mesure de Lebesgue 7 sur le tore, associe la mesure de Cauchy At L

sur la droite réelle. W

PROPOSITION 2 : A tout intervalle borné e de R, associons T'opérateur {(e)
défini par ((e) = T(v’,fo, ou {, est Popérateur partiellement isométrique
dindice 0 qui intervient dans la décomposition en moyenne glissante de la
suite stationnaire purement non déterministe (X,), et ou T, est Topéra-
teur de L(X) défini par (6).

Ces opérateurs ((e) satisfont aux propriétés suivantes :

(i) {(e) est le produit d’un opérateur partiellement isométrique par . /hn(e)
ou m(e) désigne la mesure de Lebesgue de Tintervalle e.

(i) {*(e)(e) = mle n €)1,
(iii) si e et € sont disjoints
{lev ) ={(e) + {(e)
(iv) si e désigne lintervalle {t:t —s€e}, on a :
T(e) = {(e¥)

Démonstration : La propriété d’additivité (iii) résulte immédiatement
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de la propriété d’additivité des opérateurs T,,,,. Démontrons la 2° pro-
priété. Pour tout couple a, b de vecteurs de 5# on a :

((@)a, L) = (Ty,5,,0a, Lob) = .[ VAV DA(E;Loa, {ob)

—

o di
=5 le (1 + 2)F(1)F (1 XMya, b)m = (Ilya, bym(en ¢)

La propriété (i) résulte immédiatement de (ii). Reste 4 démontrer la 4° pro-
priété. Puisque

F(luw) = F(1(t — 5) = e *F(1,)
ona:
T(v.(s» = T(e-ihve) = TsT(vc) -

Pour établir la formule de moyenne glissante, nous commengons par
définir le symbole

™ Flo)= J: {de() ob  @eLdR, dr)

Si ¢ est une fonction en escalier de la forme
®) o(t) = Eaklek(t)
k=1

ou 1, est la fonction indicatrice d’un intervalle borné e, et o, € C, nous
posons : :

Alo) = ZakC(ek)

k=1

L’écriture de ¢ sous la forme (8) n’est pas unique mais il résulte de la pro-
priété d’additivité (iii) que #(¢) ne dépend pas du choix de cette écriture.
Si ¥ est une fonction du méme type,

k=1

on a, en supposant les intervalles e, disjoints :

FHW) (0 = Zakﬁkc*(ek)aek) - (Zakﬁkm(eo)“o = (V) Mo

k=1 k=1
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Il en résulte en particulier que

Tol F(p) est un opérateur partielle-
¢

ment isométrique. L’application ¢ — _#(¢) est donc une application
linéaire continue de ’espace des fonctions en-escalier muni de la topologie
de L4(R, dt), dans £(5#, ") muni de la topologie uniforme. Cette applica-
tion peut alors étre étendue par continuité & L(R, dt) tout entier, ce qui
définit le symbole (7).

PROPOSITION 3 : Soient,

i/2( — i)t

(Pk(l) = (). + i)k+l

et Y, = Z(¢,) la transformée de Fourier inverse de ¢,. On a :

f('/’k) = Z~k

Démonstration : Pour tout couple a, b de vecteurs de J# et tout inter-
valle borné e de R, on a :

€-va, £(1)b) = (T *oa, T, \Lob)

1 (A=
= ﬁ (/1_+z> (1 = i)F(1)A(E;{oa, Lob)
= (l//k, le)Lé (Mea, b) = (F(Wya, £(1)b) M

Pour définir I'intégrale figurant au second membre de (1) nous procé-
dons également par étapes. Soit #, = I1,(#) le domaine initial commun
A tous les opérateurs partiellement isométriques ,. Nous désignons par 4",
(resp. A") I'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de »# dans 4,
(resp. dans J#) muni de la structure hilbertienne définie par le produit
scalaire )

(A, By, = Tr (B*A)

A est complet puisque c’est un sous-espace fermé de .4#". Nous désignons
par L% (R, dt) I'espace des applications fortement mesurables C(t) de R
dans 4, telles que Tr (C*(t)C(t)) soit une fonction intégrable. Muni du
produit scalaire

(C, D)L} = f o Tr (D*(t)C(¢))dt

o

L% (R, di) est un espace de Hilbert.
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Si C est de la forme
) C@t) = zle,(t)Ar
r=1

ou e, est un intervalle borné de R et A e A", on pose

O = 2((6,)/\,

#(C) ne dépend pas du choix de Iécriture de C sous la forme (9) et I'appli-
cation C —» #(C) est une application linéaire d’un sous-espace de
LZ% (R, dr) dans I'espace de Hilbert A des opérateurs de Hilbert-Schmidt
de s dans . Cette application est en outre isométrique puisque, (d;);
désignant une base orthonormale de J#, et les e, figurant dans (9) étant
supposés disjoints de maniére que les opérateurs {(e;) soient orthogonaux,
ona:

Tr (JXOF(C) = z I £(C)d; |1* = z “ EC(er)Ard.-
iel iel r=1

= zz I A,d; || >mle,) = z Tr (A¥A,)mle,)

iel r=1 r=1

= r ? Tr (C*)C(t))dt = ” C

2

2
L (R.dr)

Les fonctions du type (9) constituant un ensemble partout dense dans
L% (R, dr), nous pouvons étendre par continuité la définition de #(C) a
espace L% (R, dr) tout entier. Cette définition de #(C) justifie 'emploi
du symbole d’intégration

FO) = J_ {(dr)C(2)

LEMME 2: Si @eL3(R, dt) et si Ae.N, alors C = pAeL} (R, di) et
Pon a

(10) F(0A) = F(pA

Plus généralement, si la famille (9;A), ot Aje Ao et 9, LER, dt), est
sommable dans L% (R, dt), alors la famille (#(¢;)A)ia est sommable dans
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lespace de Hilbert A des opérateurs de Hilbert-Schmidt de # dans X,

et. lona:
F (Z(piAi> = z} (®)A;
iel iel

Démonstration : Lorsque ¢ est une fonction en escalier, I’égalité (10)
est une conséquence immédiate des définitions de #(C) et de #(¢). Cette
propriété s’étend par continuité a toute fonction ¢ € LZ(R, dt). Le reste du
lemme est une conséquence immédiate des propriétés d’additivité et d’iso-
métrie de l'application C —» #(C). W

PROPOSITION 4 : Soit (A,) la suite d’opérateurs de Hilbert-Schmidt inter-
venant dans la formule de décomposition en moyenne glissante de la suite
stationnaire purement non déterministe d’opérateurs de Hilbert-Schmidt X, :

%, - Zz,-kAk
k=0

et soit
(i /2 — i)
= y-<_f_(_’)>
A+
La série
Z'//kAk
k=0

converge dans L% (R, dt) et sa somme C est telle que #(C) = X,. Plus généra-
lement, X, = #(C,) ou C(t) = C(t — s). En outre, la fonction C(t) est nulle
pour t > 0 ce qui permet d’écrire la formule de décomposition de X, en moyenne
glissante, sous la forme :

X, = j " @ - 9)

Démonstration : Puisque la suite () o est orthonormale dans L(R, dt),
la suite (Y, Ao st orthogonale dans L%, (R, dr). En outre

0 a0

:}a = z Tr (A¥A,) < ©
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a0

d’ou la convergence de la série Zn//,A,‘. Soit C la somme de cette série.

k=0
FC) = Ef('/’k)Ak = EZ—kAk =X,
k=0 k=0

Puisque, pour k > 0

Ona:

k

K
o) = tx/i(l —if _ © Bk _ ?.(__ ; Z Bk (it)'eq]—oo,ol)

A+ T L@+t !

Vi(t) (k = 0) est nul pour ¢t > 0, donc C(t) = 0 pour t > 0.

Enfin, en utilisant la propriété (iv) de la proposition 2, on a
T, #(C) = #(C,) pour toute fonction en escalier du type (9) et cette égalité
s'étend par continuité & toute fonction Ce L% (R, df). On a donc :

X, =TX, =T, f(C)= #(C) m

PROPOSITION 5 : Soit a < fB. Pour tout intervalle e contenu dans la, fl,
ona:
{(eXH) = My(X) © M (X)

Démonstration : Soit e =1y, §] avec a <y < < p. Pour tout t<p
ona: N
TLo(#) © Tl oK) = T Mo(X) = M(X) = M y(X)
et par conséquent pour tout vecteur a de # et tout vecteur u de ', perpen-
diculaire 3 .#4 on a :

> | O
((e)a, u) = (T, oa, u) = ﬁ j (T.Loa, u)dt

1 5 1
+ ﬁ(TaCoa, u) — ﬁ
donc {(e)H) < M.

D’autre part, pour toute fonction Ce L% (R, dt), nulle pour ¢t > a, on a
F(CY#) L {(e)s#). La vérification est immeédiate si C est une fonction en
escalier du type (9), et le résultat général s’en déduit par continuité. Donc
X () L{(e)H#) pour tout s < a et par conséquent {(e}) L.#,(X). W

(TyZOa9 u) =0

PROPOSITION 6 : Si C désigne la transformée de Fourier de C,ona :

too A di
X*X, = e '“s-')c*(/l)é(z)i—
Y/

-
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Démonstration : Pour toute fonction en escalier du type (9), on définit
la transformée de Fourier par :

cw = Zﬁ(le,)A,

r=1
Cette application C — é, d'un sous-espace de L% (R, dr) dans
dt
L3,°<R, 2—) est isométrique. Puisque I'ensemble des fonctions du type (9)
n

est dense dans L3 (R, dr), lapplication C — ¢ peut étre étendue a I'espace
L}O(R, dt) tout entier et définit ainsi la transformée de Fourier.

Il résulte immédiatement de cette définition que la transformée de
Fourier de la fonction C(f) = C(t — s) est e~ "*C(2), et si De Z(#), la
transformée de Fourier de la fonction C(t)D est @(A)D.

En utilisant 'opérateur Dy, ;, défini au chapitre II, § 7, par

Dupa=b, Dguc=0 si cda

(a, b, c, désignant des vecteurs de J#, et a étant non nul) on a les égalités
successives :

1
5 (X¥Xb, @) = Tr (X¥X,Dip) = (F(C)Dary, #(C))s

lal?
= (¥ (CsD(ab)), FC)i = (CsD(a,b)’ C:)

= %(e"’“éD(a,b), e'“é\)

L3 (R.dt)

Ly, (Rdr)

= J' —+ o e s=04 Tr (CX)C(A)D , 5) ;i_
: i A di
= W J e is— ')l(é*(l)C(l)b, a) ﬂ

- ®©

ce qui démontre la proposition 6.

5 — Application a la prévision linéaire.

Soient, (Q, &, p) un espace de probabilité, x, une fonction aléatoire
stationnaire du second ordre, définie sur R, a valeurs dans #, c’est-a-dire
que pour tout teR, x,e L%(Q, &, u) et la fonction de covariance I'(s, t)
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ne dépend que de la différence s — t. A cette fonction aléatoire correspond
une fonction stationnaire t — X, ou X, désigne I'opérateur de Hilbert-
Schmidt de # dans L3(Q, &, p) qui, & tout vecteur a de J#, fait corres-
pondre la variable aléatoire (a, x,(w)). Supposons en outre que l'applica-
tion t — x, soit faiblement continue m. q. c’est-a-dire que pour tout
vecteur a de # et tout élément u de L(Q, &, p), l'espérance mathéma-
tique E { (a, x,(®) — x,(w))u(w)) } tend vers zéro quand s tend vers ¢, ce qui
est vrai d fortiori si E || x,(w) — x(w) || tend vers zéro quand s tend vers .
Alors Papplication ¢ — X, est faiblement continue et les résultats des
paragraphes précédents sont applicables.

La fonction stationnaire X, est la somme de deux fonctions station-
naires U, et V,, la premiére étant purement non déterministe et la seconde
déterministe. Il existe une fonction C(t) définie sur ] — oo, 0], a valeurs
dans L% (R, dr) et telle que :

U, = r {(dt)C(t — s)

Pour tout 7 > 0, posons
s+t
Uul) = J UdrC(t — s — 1),

U - J " fdnce —s— 1)

ona:
1 2
Xs+t = Ug.t) + U§,3 + Vs+r

et d’aprés la proposition 5, pour tout vecteur a de #,
Ullae M, (X) © M(X),

tandis que U®a + V,,.ae#,(X). Puisque les opérateurs U{), UQ,
V... sont de Hilbert-Schmidt, il leur correspond des vecteurs aléa-
toires z{), z2), yoi.. 2z et z{Z + y,,. sont respectivement I'innovation
et la prévision du processus pour un délai 7, & partir du temps s. L’erreur

de prévision est :
E || 2} (@) I? = Tr ((US)*US)

= err (CHt — s — 1)C(t — s — D))t = j

0

Tr (C*(t)C(t))dt
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