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Les langages « Context-Sensitive »

par

Jean FRIANT

AVANT-PROPOS

Cette étude comporte, les définitions de base étant posées, un exposé en
forme des principaux résultats connus sur les langages C S (pour « Context-
Sensitive » en anglais). Plusieurs résultats importants sur les langages C F
(pour « Context-Free ») se trouvent du méme coup démontrés. Certaines
des démonstrations développées ici sont esquissées dans les ouvrages
de S. Y. Kuroda [5] et de P. S. Landweber [6] (cf. bibliographie) qui traitent
aussi de ces langages. Les exemples de langages C S décrits permettent
d’entrevoir ’utilisation de ce formalisme en théorie des nombres. On termine
par I’énoncé d’un résultat (sa démonstration, qui aurait exigé de plus amples
développements, a été omise) qui permet de placer dans le cadre des langa-
ges C S les langages C F P (pour Context-Free a Peignes) qui constituent
une extension importante des langages C F.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici toute ma gratitude 3 M. le Profes-
seur J. P. Benzécri pour avoir bien voulu diriger cette thése et m’aider de
ses nombreuses suggestions, 8 MM. les Professeurs D. Dugué et P. Samuel
qui ont accepté d’examiner ce travail. Je remercie aussi M. J. Roubaud,
qui a dirigé mes premiers pas en linguistique mathématique, ainsi que
tous ceux qui m’ont aidé par la lecture et la polycopie du manuscrit.

0. INTRODUCTION. RAPPELS. NOTATIONS

Un texte ou un discours d’une langue naturelle, un message codé, un
programme destiné & un ordinateur semblent pouvoir toujours, et parfois
de plusieurs fagons, &tre décrits comme une suite d’éléments (lettres, sons,
chiffres, instructions) appartenant & un alphabet (ou vocabulaire) fini.
Algébriquement on parle de monoide libre.



36 JEAN FRIANT

0.1. Monoide libre.

Etant donné un ensemble # (fini ou non), on appelle monoide libre sur
I’ensemble A, tout monoide § muni d’une application 6 de £ dans §, tels
que pour tout monoide (G et toute application ¢ de £ dans A il existe un
unique homomorphisme de monoides ¢ de & dans A6 rendant commutatif
le diagramme suivant :

& 0 K :
)

v
Ho

iL.e. :¢=¢o,

Soit £(#) I’ensemble de toutes les suites finies d’éléments, distincts ou
non, de #£. Nous noterons d’une capitale latine, habituellement affectée
d’indice, un élément de A, appelé symbole ou lettre et d’une capitale latine
surmontée d’un accent circonflexe un élément de £(+£), appelé mot. n étant
un entier naturel, n € N, (n) désignera I’ensemble des entiers naturels infé-
rieurs ou égaux 2 n, et )n) ce méme ensemble privé de 1’élément 0, i. e. :

(n)={0,1,...,n}={ilieN ;0<i<n}
m)y={1,2,...,n}={ilieN*;1<i<n}

11 est facile de prouver qu’une solution du probléme universel précédent

est fournie par ’ensemble £(4A) muni de ’opération produit de juxtaposition

qui au couple ordonné de mots (K, ﬁ) associe le mot C obtenu en écrivant
fe mot B a droite du mot K; formellement si :

A=A, ...A ... A, Vie)n) : Ajet
B=B,...B, ... B, 'Vje)m) :Bje
alors
C=AB=A,...AB,...B,
=C;...Ct... Chinm Vke)n) : C,= A,

Vk,n<k<n+m:C,=B;_,
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Cette opération est associative mais non commutative. Elle a pour élé-

”~
ment neutre, ’unique suite vide, ou mot a zéro lettre, noté &. £(#4) a donc
bien une structure de monoide.

La longueur d’un mot X, notée lf(\ |, désignera le nombre de lettres,
distinctes ou non, du mot. Ainsi,

|A|=n , |B|=m, |C|=|AB|=n+m;
Ceci est général :
VX, Yet#®: |XY|=|X|+]|Y]

Le mot vide & est caractérisé par | ] | =0.
SiX=A ... A; ... A, A; e, on écrira plus simplement

n fois
N , . ~~
X =(A)" et on a évidemment | X|=n.

L’application 0 associée a £(#) est celle qui fait correspondre a toute
lettre A; de £ le mot de £(+) réduit a cette lettre. Cette application étant
évidemment injective, 4 peut étre identifié & un sous-ensemble de £(#£),
le sous-ensemble des monogrammes ou mots & une seule lettre.

Par abus de langage, £(#) s’appellera : le monoide libre construit sur #.
En fait on peut prouver que toutes les solutions du probléme universel
précédent sont isomorphes entre elles.

0.2. Homomorphisme de monoides libres.

Soit le monoide libre £(#£) (resp. £($)) construit sur I’ensemble de base A
(resp. $B). Une application ¢ de £(+£) dans £(B) est appelée homomorphisme
de monoides si elle est compatible avec le produit de juxtaposition, i. e. :

VX, Yef(a):  oXY)=eX)e(¥)

L’ensemble A étant un systtme de générateurs de £(+£) I’application o
est parfaitement déterminée par sa restriction 3 cet ensemble. En effet si :

A=A ...A ... A, ,  Viedn):Aeh
Alors :

9A) =¢(A) ... 9(A) ... 9(An),  Vie)m) : o(A) KSB).
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D’autre part, il est facile de prouver que les éléments neutres se corres-
pondent dans un tel homomorphisme :

9(@4) = 9Bx)

P
Par la suite, le mot vide sera simplement noté @, quel que soit le monoide
libre envisagé, si aucune confusion n’est a craindre.

1. DEFINITIONS DE BASE

1.1. Point de départ : la linguistique structurale.

A. Martinet [8] définit ’organisation des langues naturelles en une double
articulation, distinguant deux plans qualitativement différents : une premiére
articulation constituée d’unités significatives minimales (monémes) et une
deuxi¢me articulation ol ces premiéres unités s’articulent elles-mémes
en une succession de phonémes (sons) dont le nombre est limité. Aprés
A. Martinet, J. P. Benzécri [1] introduit en linguistique mathématique une
distinction semblable en considérant d’une part le niveau de la composition
et d’autre part celui de I’expression. Nous reviendrons, plus en détail,
sur cette distinction intéressante, au paragraphe 9...

Une grammaire, au sens ordinaire, peut étre définie comme une analyse
des unités de premiére articulation. Elle permet notamment de reconnaitre
les phrases syntaxiquement correctes, grice a des régles d’assemblage du
type : « une phrase peut étre formée d’un syntagme nominal suivi d’un
syntagme verbal... ». Les grammaires de constituants immédiats de Chomsky
ont pour but de formaliser ce point de vue de la composition. Bien qu’aucune
langue naturelle n’ait pu, jusqu’a ce jour, &tre décrite adéquatement par
quelque formalisme algébrique que ce soit, la théorie des grammaires
formelles mérite d’étre étudiée, d’une part les problémes qu’elle pose
présentent un intérét mathématique certain, d’autre part, elle aide a la des-
cription de langages artificiels, notamment les langages de programmation.

1.2. Grammaire de constituants.

Les grammaires de N. Chomsky décrivent la construction des phrases
de langages artificiels, par modifications successives portant sur des suites
de symboles, c’est-a-dire sur les mots d’un certain monoide libre. Selon les
contraintes imposées & ces modifications, la grammaire sera plus ou moins
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puissante; elle permettra de construire des phrases de structure plus ou
moins complexe...

D’une fagon plus précise, une grammaire de constituants (« phrase
structure grammar » en anglais) est la donnée d’un quadruplet :

S =(V, Vg S, R)

ol : 1° U, appelé vocabulaire (ou alphabet), est un ensemble fini de symboles
(ou lettres);

20 U; est un sous-ensemble de U, appelé vocabulaire terminal. Si 1’on
s’intéresse aux langues naturelles, U; pourra étre 1’ensemble des unités
de premitre articulation appelées, selon les terminologies, monémes ou
morphémes (en linguistique se pose en fait le difficile probléme du choix
des unités). On notera Uy le complémentaire de U : c’est le vocabulaire
non terminal. Dans 1’exemple choisi un élément de U, désignera une partie
syntaxique (nom, verbe, adjectif...) ou d’une fagon plus générale un consti-
tuant immédiat de la phrase. Un tel symbole n’interviendra pas dans la
phrase elle-méme mais seulement lors de la description de sa génération.
On distinguera donc les symboles terminaux, éléments de U, des symboles
non terminaux, éléments de Ul. Cette distinction s’étendra aux mots de

la fagon suivante : soit A un mot de £V) :

~

A=A1...Ai..o An

A sera dit terminal si et seulement si tout symbole A; est terminal;i. e. si :
A eL(Vy)

Dans le cas contraire (i. e. 27, ie)n) : A; e Uy), A sera dit non terminal.

30 S est un élément distingué de VU, appelé symbole initial pour des raisons
qui apparaitront ultérieurement.

40 R est un ensemble fini dont les éléments — que nous appellerons régles
de production ou plus simplement régles — sont des couples ordonnés de
mots du monoide libre £(VU), le premier étant toujours un mot sur le voca-
bulaire non terminal. Ces régles seront désignées par des minuscules latines,
éventuellement affectées d’indice. Ainsi :

VrieR: r=@,B) , Act(W,), BeL®@)

Si B est un mot terminal (resp. non terminal) on parlera de régle terminale
(resp. non terminale).
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Dans I’exemple choisi pour illustrer ces notions on distinguera ces deux
sortes de regles :

— les régles de syntaxe (au sens étymologique de régles d’assemblage)
du type déja signalé : « une phrase se compose d’un syntagme nominal et
d’un syntagme verbal », ou « un syntagme nominal se compose d’un nom
et d’un adjectif », etc.,

— et les régles terminales permettant de passer par particularisation
d’une catégorie grammaticale & un certain mot appartenant a cette caté-
gorie.

1.3. Principales classes de grammaires.

1.3.1. Grammaires C F.

En imposant différentes contraintes aux régles, N. Chomsky obtient
diverses classes de grammaires. La plus connue est celle des grammaires
« context-free » (ou simplement C F). Une grammaire C F est caractérisée
par le fait que pour toute régle, r = (K, ﬁ), le premier membre A est réduit
a un seul symbole non terminal, Ae V. Ces grammaires permettent
notamment la description (incompléte !) de certains langages de program-
mation. Mais elles ne peuvent certainement pas rendre enti¢rement compte
de la structure des langues naturelles, d’ol plusieurs tentatives pour élargir
la notion de grammaire context-free, notamment celle de J. P. Benzé-
cri [1] [2] qui introduit des symboles et des mots 2 plusieurs insertions. Mais
Chomsky lui-méme a introduit des grammaires plus générales que les gram-
maires C F. Ce sont elles qui vont faire ’objet principal de cette étude.

1.3.2. Grammaires de type 1 et de type 2.

Soit la grammaire :
§ = (U, Uy, S, R)
— elle est dite de type 1 si I’axiome («,) est vérifié :

(2,) Pour toute régle de production de S, définie comme un couple ordonné
de mots de £(V), la longueur du premier mot est inférieure ou égale a celle
du second, i. e. :

Vre®, r=@,B): |A|<|B]
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— elle est dite de type 2 si elle satisfait a ’axiome (o) :

(«s) Toute régle de production de S est telle que le second mot s’obtient
a partir du premier en y remplagant un seul symbole par un mot non vide,
le « contexte » étant de plus conservé, formellement :

ANANAN

Vre®, r=@A,B): A=XY.Z , B=XYZ
/)\(,ieﬁ(‘UN) ;s Y;eVU, ?eﬁ(‘U) et ?;éﬁ

Si pour toute regle X=7= 6, nous sommes en présence d’une gram-
maire C F. Ainsi toute grammaire C F est une grammaire particuli¢re de
type 2. Mais I’on voit aussi que toute grammaire de type 2 est une grammaire
de type 1, car :

|A|=|X|+|Z|+1
1B|=|X|+|Z|+|Y|

etcomme?;éﬁona|?|>letdonc|§|>lxl.

1.4. Dérivations.

1.4.1. Dérivation directe.

Etant donné une grammaire §
§=(V, Vs, S, R)

et deux mots X et Y de £(?V) on dira que Y dérive directement de )?, selon G,

par la régle de production r = (X, ]/?.\), s’il existe deux mots G et D de £(V)
tels que :

N ) ANANAN

X=GAD , Y=GBD

et on écrira :

~ a, D o
X ——Y
ou simplement :
X —I1.%
g~ Y
ou méme :
) N
X ——Y
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lorsqu’il n’est pas utile de préciser la régle de production que I’on applique
dans sa dérivation. R
Une régle de production, r = (A, B), s’applique donc & un mot X, si
celui-ci peut &tre décomposé en trois facteurs, celui du milieu étant le pre-
mier membre, K, de la régle envisagée, auquel on substitue le second mem-

~ NN
bre 1/3\, pour aboutir au mot Y. Ainsi pour toute régle r = (A, B), re R,
ona:
B8
>

A——B

Au lieu de régle de production, r = (AT, ],3\), on parle parfois de régle de

réécriture notée A — B. On utilisera occasionnellement une telle notation.

11 est important de remarquer qu’une méme régle de production pourra,
parfois, s’appliquer & un mot dans des dérivations différentes, la décomposi-
tion de ce mot en trois facteurs n’étant pas toujours définie d’une fagon
univoque. Dans certains cas, le résultat sera pourtant le méme. Ainsi,
soit la grammaire § ayant pour vocabulaire :

VU={S A}
et pour régles de production :
rn=(,A) et r,=(A AA).

11 faut distinguer les dérivations directes suivantes :

~

AA 2% AAA
et

O A
AA—’T'—»AAA

C’est la présence du contexte, G- ﬁ, qui permet de faire cette distinc-
tion.

1.4.2. Dérivation.

Etant 'donné deux mots XetY de £(V), on dira que Y dérive de )?,
selon G, si I’on peut trouver une suite finie de mots commengant par ﬁ,

se terminant par Y et telle que tout mot de la suite (mis a part le premier ’)\()
dérive directement du précédent. Soit par exemple la suite :

A A ~ A A
xo,xl’ -°'in9 -~'9men+1
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telle que :

et,
Vie (n) . )/Zi = aixiﬁi N §i+1 = a,-ﬁ,-ﬁ,-, ri= (,A\,', ﬁ,) eR

c’est-a-dire :

. ~ i,ri,D,- )
Vie (n) X S - X,'+1

-~

r=ro...r;... r, étant une suite finie de regles de production de G,
c’est-a-dire un mot du monoide libre £(R), on écrira :

AN AN A

-~ ~ ~
Gy - -,G1,.GgrDg,Dy,. . ..,y

g Smten .
ou simplement :
X ==Y
ou méme :
),Z ————g—b ?
La suite de mots de £(V) :

(5\(=§0’ 3\(15 ey ﬁb ey 32,,, §n+ls=§)

sera appelée une X-dérivation de ?, selon G.
Dans le cas particulier ou cette suite est réduite & un seul élément, c’est

~~ P
a-dire ol Y = X, on écrira par convention :

83{
g

el

P
X = X,

O étant I’élément neutre du monoide libre £LR).
Nous venons donc de définir sur £(U) une relation binaire :

— réflexive :

~
R ~

vXef(V) X —= X
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— transitive, car si :

Alors :
X rg’» Z

X, ==Y, et X, = Y.
alors :
AN AN rr; AN A
XIXZ g lYZ

Le lecteur vérifiera facilement ces deux derniéres propriétés, valables

~ ~
méme si par exemple 7, = O, et constamment utilisées dans les démons-
trations & venir. On notera en particulier que si :

alors :

>

(o)

GG, ﬁeﬁ(ﬂ)) : GXD =(;» GY

On a vu au paragraphe précédent (1.4.1) qu’un mot pouvait dériver
directement d’un autre de plusieurs fagons; a plus forte raison, plusieurs
dérivations distinctes permettent-elles parfois de passer d’un mot a un autre,
Nous nous bornerons ici a illustrer d’un exemple de grammaire C F les
problémes qui se posent & ce propos.

Soit § la grammaire ayant pour vocabulaire ;

U={S, A, Ay, A;} ; avec : U, ={Ay, Ay, As },
et pour ensemble de regles :

’ ’?
~R={ro,r1,"2a"1,r3974}

définis par :
ro = (S, SS)
rn=C(@,A) ; r. =(S, A,)
r'y = (S, A:S); r's = (S, SA,)
re = (S, A;SA,).
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11 est d’abord facile de donner deux dérivations faisant passer de S au
mot A,A,; ce sont :
A,.8.0.7,,0.5.0 ~
= Ay Ta=To

8, S,B;‘;. ﬁ, E,A2 ~
S — AA, ; ra=roti,
Ces deux dérivations ne différent que par ’ordre d’application des régles
r, €t r,; non, par le point d’application de ces régles. Elles correspondent
au méme arbre, ou au méme schéma parenthétique (intuitivement, dans le
schéma parenthétique, on note comme des fonctions les regles... et 1’on
remonte des terminaux aux symboles S comme par le jeu de fonctions
composées; pour un exposé en forme de ces questions, nous renvoyons
au § 9, oll sera traitée la notion de composition).

S

o

A, Ay

ALA; = ro(ri(Ay), 7:(A));

il convient donc de dire que les deux dérivations correspondent 4 la méme
structure.

En revanche considérons un deuxiéme exemple : deux dérivations possi-
bles de A;A;A; 4 partir de S. On a :

AvALD, T B,D,As ~
- s AAA, r'=r'y'srs;
ALOr.DAs ~
S :g: A1A2A8 ; r =ry,;
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Ici il ne s’agit méme pas des mémes régles ; a fortiori pas du méme arbre ;
on a deux arbres et deux structures parenthétiques :

S S

r1

1 . r4

S
'3 ra
A,
S
A, A, As

|- X,
Aq

A AGA; = 1'y(Ay, 1y(r 2(Az), Aj))
AjAA; = ry(Ay, ri(Ay), Ay).

Ici il s’agit donc d’une ambiguité de structure proprement dite, non de
deux possibilités différentes de fabriquer, par étapes successives, la méme
structure.

Dans la premiére partie de la présente étude, nous nous occuperons trés
peu de ces questions de structure et d’ambiguité car dans le cas des grammai-
res de type 1 et 2 nous ne pouvons associer a toute dérivation un « arbre »
du type précédent; en effet les dérivations, au lieu de porter sur un seul
symbole, comme dans le cas des grammaires C F, portent sur un mot
(grammaires de type 1) ou sur un symbole placé dans un contexte défini
(grammaires de type 2). Sans arbre de dérivation, il est fort difficile de définir
la notion d’ambiguité. De ce point de vue les grammaires de type 1 et 2
ne sont pas d’un emploi commode pour décrire la structure des langues
naturelles, car s’il est important de savoir si une phrase est syntaxiquement
correcte, il est non moins important de lui assigner une structure syntaxique
définie pour savoir comment elle doit &tre comprise. Or les phrases ambigués
sont fréquentes non seulement dans la langue parlée, mais aussi dans la
langue écrite, telle cette phrase de Moliére tirée des Fourberies de Scapin :

« Il me faut aussi un cheval pour monter mon valet qui me cofitera bien
trente pistoles. »
A ce propos, nous signalons les grammaires C F a constituants non
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connexes de J. P. Benzécri, qui généralisent les grammaires C F ordinaires
tout en conservant leur « structure arborescente » (nous'y reviendrons
au § 9).

1.5. Langages.

1.5.1. Définition 1.

Un langage, défini sur le vocabulaire W, sera un sous-ensemble du monoide
libre £(W).

Tout mot d’un langage sera appelé phrase.

Nous allons définir ce qu’est le langage engendré par une grammaire de
constituants :

8 = (V, VU, S, R).

Dans ce cas, nous aurons W = VU, c’est-a-dire que toute phrase sera un
mot terminal. Ainsi le vocabulaire non terminal Uy apparait ici sous son
role de vocabulaire auxiliaire, ses éléments intervenant seulement dans
I’écriture des régles de production et en cours de dérivation; il pourra
donc varier d’une grammaire 3 ’autre, tandis que, dans toute cette étude
(4 moins d’indication contraire), le vocabulaire terminal U; ne changera
pas.

1.5.2. Définition 2.

Le langage engendré par la grammaire
G = (U, U, S, R)

est ’ensemble des mots terminaux qui dérivent de S, selon G.
On le notera £[G]. Ainsi :

e8] = |R|Xet(Uy; Fret®) : S == X
On saisit pourquoi S (de « sentence » en anglais) est appelé symbole
initial.
Exemple : Nous allons décrire une grammaire simplifiée et la génération

d’une phrase par cette grammaire.
Le vocabulaire terminal sera réduit a :

U = { un, étudiant, probléme, tres, toujours, doué, difficile, résout, ne, pas }
le vocabulaire non terminal est constitué par :

Cl)'N = { S, SNa SV: Ad, Aj’ V: v, A,, N }

ANN. INST. POINCARE, B-111-1 4
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ces symboles désignant respectivement :

S : phrase A, : article
Sy : syntagme nominal Ay : adverbe
Sy : syntagme verbal A; : adjectif
V :verbe V : verbe négatif N :nom.
Il y a les régles de syntaxe (le lecteur les traduira facilement)

S —> SNSV SV b VSN

SN —> A,—NA Jj V —» VAd

Aj —> AdA j V —> \7

et les régles terminales

A, - un V - ne résout pas

Ay — trés A, — toujours

A; — doué A; — difficile

N — étudiant N — probléme

Le lecteur pourra écrire la S-dérivation correspondant a 1’arbre suivant :

S

Un  étudiant trés doué "® "®” toujours un probleme difficile

sout pas
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Nous avons donc obtenu la phrase : « Un étudiant trés doué ne résout
pas toujours un probléme difficile ». Nous aurions pu éviter la tournure
négative en n’utilisant pas la régle (V, V). A cause des régles (A;, AJA))
et (V, VA,) les adverbes peuvent &tre répétés autant de fois que ’on veut.
Pour éviter cela on pourrait introduire des symboles nouveaux par exem-
ple A’jet la régle (A;, AjA’;) remplacerait la régle (A;, AjA)), et on ajoute-
rait (A';, doué), etc. A partir de ces simples régles on pourrait engendrer
bien d’autres phrases, plusieurs étant dénuées de toute signification car par
exemple ’adverbe « trés » ne peut étre déterminant d’un verbe, pas plus
que « beaucoup » ne peut étre déterminant d’un adjectif. Cela évidemment
peut aussi s’éviter en utilisant suffisamment de régles et une classification
rigoureuse. En élargissant le vocabulaire terminal on arriverait & engendrer
tout un ensemble de phrases munies de la méme structure syntaxique.

1.5.3. Définition 3. — Principales classes de langages.

Une partie £ du monoide £(U5) est un langage de type 1 (resp. de type 2
ou CF) s’il existe une grammaire G, de type 1 (resp. de type 2 ou CF)
engendrant £, i. e. :

£ = L[S].
Ainsi a chaque classe de grammaires correspond une classe de langages.
L’ensemble des parties de £(Ur) qui sont des langages de type 1 (resp. 2)
sera noté £ { a, } (resp. £ {«;}).

Si une grammaire G est de type 1 nous aurons donc :

L[Sl et { oy ).

A toute grammaire de type 1 correspond un langage unique de type 1,
éventuellement vide. Mais il importe de remarquer que la correspondance
n’est pas injective : plusieurs grammaires pouvant engendrer le méme lan-
gage... Il faut donc prendre quelques précautions dans la classification des
langages. Ainsi pour démontrer qu’un langage n’est pas de type 1, il faudrait
démontrer que toute grammaire qui ’engendre n’est jamais de type 1.

1.6. Décidabilité. Récursivité.

L’un des plus célébres problémes indécidables est le probléme de corres-
pondance de Post (1946) [3]. Nous allons le rappeler ici car les cas d’indéci-
dabilité, que nous rencontrerons, se réduiront a ce probléme de Post.

Etant donné deux n-uplets de mots sur un vocabulaire

(Xh KZs LR Xn), (ﬁla /B\29 MRS ] /B\n)
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on se pose le probléme suivant : existe-t-il une suite finie d’indices :
| 70 P A Vje)dk): ij€)n)
telle que :

AN AN ~ AN AN )
tﬁ,‘lei2 [ A,'k= BilBiz e Bik ?
Dans le cas ou le vocabulaire U contient plus d’un symbole Post a démon-
tré qu’un tel probléme est indécidable. Cela signifie donc qu’il n’existe pas
d’algorithme général qui, étant donné deux n-uplets quelconques, permette
de savoir s’il existe ou non une suite d’indices réalisant la correspondance
signalée.
Probléme du mot : Quand on considére un langage £ il se pose naturelle-
ment le probléme suivant :

— étant donné un mot X quelconque, existe-t-il un procédé effectif pour

déterminer si X est une phrase de £ ou non ? C’est ce que nous appellerons,
en bref, le probléme du mot (pour ce langage).

Les langages pour lesquels ce probléme peut é&tre effectivement résolu
sont dits récursifs. Les langages de type 1 (donc aussi ceux de type 2 et les
langages C F) sont tous récursifs [3]. La démonstration de ce résultat repose
essentiellement sur le fait que lors d’une dérivation, selon une grammaire
de type 1, la longueur des mots ne décroit pas. Onn’a donc en fait & envi-
sager pour chaque mot qu’un nombre fini de dérivations qui puissent lui
avoir donné naissance a partir de S.

En vue de démontrer I’identité des deux ensembles £ {a, } et £ { exg}
(proposition fondamentale : § 4) et d’établir quelques propriétés de ces
langages (§ S, 6, 7), nous étudierons auparavant quelques critéres de compa-
raison de grammaires (§ 2) et des simplifications des grammaires de type 1

3.
2. GRAMMAIRES EQUIVALENTES.
HOMOMORPHISME DE GRAMMAIRES

2.1. Grammaires équivalentes.

2.1.1. Définition.
Soient deux grammaires de constituants § et §' :
= (U, VU, S, R) ¢ =, VUL, §, R);
elles seront dites équivalentes si elles engendrent le méme langage, i. e. :
£[8] = £[8].
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La notion d’équivalence de grammaires est envisagée ici dans son sens
faible correspondant au point de vue adopté dans cette étude : point de vue
purement ensembliste laissant de coté les questions de description struc-
turale des phrases et d’ambiguité. Le formalisme du paragraphe 9 nous per-
mettra tout de méme d’entrevoir ce dernier point de vue.

Le probléme de savoir si deux grammaires § et §' sont faiblement équi-
valentes est dans toute sa généralité, indécidable. Il I’est méme dans le cas
ol les grammaires G et G’ sont toutes deux C F [3] et donc a fortiori dans les
cas plus généraux ot elles sont toutes deux de type 2 ou de type 1. Le pro-
bléme de savoir si la grammaire § est « plus puissante » que la gram-
maire §' au sens suivant : '

£[8] < £[97],

ne peut lui non plus &tre décidable, sinon le résultat précédent serait faux...
Dans certains cas particuliers, ces problémes peuvent cependant &tre résolus,
2.1.2. Un critere d’équivalence.
ENONCE. — Soient deux grammaires G et §' :
= (CU; cUT, S, “R') 5 g/ = (‘1)", cl)"h S; “R.')'

U = U, le symbole initial étant le méme.

Une condition suffisante pour que nos deux grammaires soient
équivalentes est qu’il existe une application ¢ de R dans £(R’) satis-.
faisant simultanément aux trois hypothéses suivantes :

X, :Soitrek, r= (K, ﬁ); notons 7’ = o(r);ona:

A =g=> B
) : SoitE e £(V) tel que :
E = F

our = o(r), reR, r= (K, ﬁ) ors il existe deux mots G et D eL(V),
tels que :

i.e. que :
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(%;) : ¢ étant, par extension, considéré comme un homomorphisme

de £(R) dans £(R'), pour toute phrase X de £[S] il existe ;’\, re o(E(R))
tel que :

7 o
S X

DEMONSTRATION. — 11 s’agit de prouver que £[S] = £[§'].

10 £[§] < £[8'] : cela résultera de I’hypothése (J,). Nous allons prouver

que si X est une phrase du langage £[8], alors X est aussi une phrase du
langage £[S’], plus précisément si :

”~
S —= X
g
alors
’r\' ~ ~ A~
S = X avec r'=q(r)

En effet X étant une phrase de £[S] soit

N P P N ~~
(S=X0, X19 ey Xi, ey Xm X)
. . < ~ .
une S-dérivation de X, selon Q, parr =r, ... r;i ... Fp, i. €. :
-~ ~
GpriD; -~

> X1 = ax‘ﬁiﬁi, rp= (Xi, ﬁi) eR

Vie(n) : )’(‘,:6,-2,13. 8 ;

-

Mais, d’apreés I’hypothése (3€,), ﬁ,- dérive de K;, selon §', par :

ri=0e)="ryp ... Fj...ryg Vje)k) : rieR.

et donc en vertu des propriétés de la relation binaire = (1.4.2) :

X;=G;A;D; = Xi+1=G;B;D;
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Nous pouvons schématiser ce résultat de la fagon suivante :

r. .
~ Iy ~
P mm——————— - ) .

ir] ) l,i'l"
/ S \
J \
B '\
// \
/
;?m Xi,k\
ri / \\ i
1.0// g g\ i,k
N4 ri \.
X; B X

S

11 s’ensuit que X est aussi une phrase de £[S'] dérivant de S par :

-

P =) =ro... ... Pn
20 £[8'] < £[S] : cela résultera des hypothéses (J.) et (¥s). X étant
une phrase de £[8'] I’hypothése (¥;) nous indique qu’elle peut dériver
de S, selon §', par une suite, ;\', de régles appartenant 4 ¢(R), i. e. :

i~ < -~
o ~ A~ r; A~ A n ~
S ——g—,$ X1 == ... X‘ g' Xi+1 e Xn g, X

Vie(n) : ?, = o(r) r;eR, parexemple r;= (?\,,’ﬁ,-)
S étant un mot de £(?V), si nous supposons, en raisonnant par récurrence,
qu’il en est de méme de )/(\1, I’hypothése (J€,) nous indique qu’il existe deux
mots G; et ]3, de £(V) tels que :

-~ ai,ri,ﬁi ey
i g Xi+1
, . N AN AN AN .
(le schéma ci-dessus reste valable) et X;;, = GiBD est donc aussi un

mot de £(V).
11 en résulte que :

) o2 P r; ~
S—g—>X1—>...——’X,——g—>XH.1 cee *X,,




54 JEAN FRIANT

et X est bien aussi une phrase de 2[9"] Elle dérive de S, selon G, par Te £(R)
telquecp(r)—r—r.,...r’ r,,

Ainsi s’achéve la démonstration d’un critére d’équivalence que nous
utiliserons par la suite.

2.2. Homomorphisme de grammaires.

2.2.1. Définition.
Ftant donné deux grammaires S et §'
§=(,V,S,R) &=V, YVyg,S,R)

un homomorphisme de monoides, ¢, de £(V) dans £(VU") sera appelé homo-
morphisme de grammaires si les trois conditions suivantes sont simultané-
ment satisfaites :

1° La restriction de ¢ & Uy (donc a £(Uy)) est ’application identique; -

2°¢(S) =

30 Pour toute régle de S, par exemple r = (A, B), nous avons :

—oubienr' = (cp(K), q:’(ﬁ)) est une régle de §';

— ou bien o(A) = o(B).

Dans le premier cas, on posera ¢(r) = r’, dans le second ¢(r) = ﬁw,

Dz, désignant 1’élément neutre de £(R'). Cela nous permet, par extension,
de considérer ¢ comme un homomorphisme du monoide £(R) dans le

monoide £(R").
Le résultat important découlant immédiatement de cette définition est

le suivant :

2.2.2. Conséquence.

La grammaire §' est au moins « aussi puissante » que la gram-

maire G, i. e, ¢
£[8] < £[8']

En effet 3 toute dérivation selon § correspond, par ¢, une dérivation
selon §'. Soit la dérivation directe :

/\/\

X-22.% r=@ADer
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—Sio(r)=r'= (<p(2), <p(§)) e R’ alors :

Sy d@re®d S
o(X) —qp—é,—-’ o(Y)

— Si ¢(r) = Bgv, alors p(A) = ¢(B) et donc o(X) = o(¥).

Dans tous les cas <p(?) dérive de qa(AX) selon §'. Ce résultat s’étend immédia-
tement 2 toute dérivation qui n’est qu’une succession de dérivations directes.

En particulier, X étant une phrase de £[S], si :

~
r

S

S »5(\

alors :
~,
r

~
o(r)=r’

eS)=¢ > oX)=X car Xef(V)

Ainsi X est aussi une phrase de £[8'], ce qui établit notre résultat.

3. REDUCTIONS DES GRAMMAIRES DE TYPE 1

Nous rappelons qu’une grammaire est dite de type 1, si pour toute régle
de production, r = (K, ﬁ), la longueur du second membre, ﬁ, est supérieure
ou égale 2 celle du premier membre, A.

3.1. Grammaires syntaxiques.

3.1.1. Définition.
Une grammaire

§=, Vs, S, R)

sera dite syntaxique si toute régle de production, r = (K(,,, ﬁ,)), a un second
membre dont tous les symboles appartiennent exclusivement soit 3 U,

soit 3 Uy :
VieR : BpelVy) v Beet(Uy)

Si une grammaire est syntaxique, on peut réaliser une partition de R en
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deux sous-ensembles Ry (régles non terminales) et Ry (régles terminales),
définis par :

Re={r|reR; Be (V) }

R={r|reR;  Bpel(Vy)

R = R U R,

La grammaire de I’exemple 15-2, oit I’on a distingué les régles de la syntaxe
de celles relatives au lexique est évidemment une grammaire syntaxique.

3.1.2. Lemme.

Y

Toute grammaire de type 1 est équivalente 2 une grammaire
syntaxique de type I.
DEMONSTRATION. — Soit § une grammaire de type 1
g = (U, U, S, R).
Définissons la grammaire
§ =V, Vg, S, R)
de la fagon suivante :
— V" =V UV, U, étant tel que :

. U, et U n’ont aucun symbole commun, VU NV, = J;
. il existe une bijection ¢ de Uy sur U,. On posera :

VA,' € cl]-;- . A’i = \lJ(A,).
En posant de plus :
VA eVUy : A=)
¢ pourra, par une extension naturelle, étre considéré comme un homomor-
phisme de £(U) dans £(U") et on écrira :
VXef@) : X=X
Un mot X de £(V) se trouve ainsi transformé en un mot non terminal X'
de £(V’), tout symbole terminal de X étant remplacé par son symbole
correspondant de U;, or VU, < V'\.
— R’ est alors défini comme suit, il comprend :
. des régles de production non terminales en bijection avec les régles
de G : '
vr=@&BeR: r=A) yB)=@A B)eR\
En posant r’ = {(r), ¢ peut aussi étre considéré comme un homomor-
phisme (plus précisément un isomorphisme) de £(R) sur £(R'y).
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. des régles de production terminales :
VAieU, : t;=(AA)eR;
R =R UR; et RynR' =
8’ est donc une grammaire syntaxique de type 1 : prouvons qu’elle est équi-
valente a la grammaire S.
10 £[G] < £[§].
L’application ¢ transformant un mot terminal X en le mot X’ de £(VU,)
et vérifiant les conditions 2° et 3° d’'un homomorphisme de grammaires

- il est facile de prouver, en raisonnant comme au paragraphe 2.2.2, que si X
est une phrase de £[5] telle que :

S ;»i

Alors

W=7

WO =8 ——= X=X, TelR;

X étant un mot terminal nous avons par exemple :

X=A, ...A ... A, Vje)r) : Aje?y
et donc :
X'=Ay .. Ay Ay, Vie)) : Ayeds;
il s’ensuit que :
< v < ) ’
X = X, =t .. b .. tireﬁ(:R,)

AN
’

X est donc aussi une phrase de £[G'] dérivant de S selon G’ par r's’ :
7 eL(Ry) et 5’ €L(R'x) (propriété de transitivité de la relation =).

N. B. — On notera que la phrase X est engendrée, selon §', par une
S-dérivation ou les régles terminales s’appliquent regroupées en fin de
dérivation.

20 £[§'] < L[S].

Considérons pour cela I’homomorphisme ¢ de £(U’) dans £(VU) dont la
restriction & U est 1’application identique et la restriction a U, I’application
réciproque de ¢, i. e. :

. VA, e U <V’ : ¢(A;) = A, en particulier ¢(S) = S,

.et VA eV, :9A")=A.
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1l en résulte que :
. pour toute régle non terminale de §', r’ = (K', ﬁ’) eR'y:
o(r) = (¢(A"), 9(B) = (A, B)=re&
. et pour toute régle terminale de §', t; = (A;, A) e R'r :

o(2) = (p(A"), 2(A)) = (As, A)

Les trois conditions de la définition 2.2.1 étant réalisées, ¢ est un homo-
morphisme de grammaires et notre résultat se trouve donc démontré.

3.1.3. Généralisation.

La démonstration précédente ne tient aucunement compte de I’axiome («,).
Elle peut s’appliquer en particulier & une grammaire de type 2 ou a une
grammaire CF, d’ou la généralisation suivante du lemme précédent :

— A toute grammaire de type 1, de type 2 ou C F on peut associer
une grammaire syntaxique équivalente de méme type.

Dans la définition des régles, r = (X, ﬁ), d’une grammaire de constituants,
nous avons posé que le premier membre A est un mot du vocabulaire non

terminal, Ae £(VUy). Cette restriction n’est pas toujours faite, mais comme
on le voit cela ne modifie en rien la capacité générative des classes de gram-
maires ainsi définies. '

3.2. Grammaires d’ordre n [5].

3.2.1. Définitions.

— Une régle r = (X, ﬁ) d’une grammaire G, de type 1, sera dite d’ordre p

si le second membre B est de longueur p, i. e. : | §| =p.
— La grammaire G elle-méme sera dite d’ordre 7 si toutes ses régles sont
d’ordre au plus égal a n.

3.2.2. Lemme.

Toute grammaire, de type 1, est équivalente 2 une grammaire
de type 1, d’ordre 2.

DEMONSTRATION. — Supposons, en vertu du lemme 3.1.2, que la gram-

maire de type 1
g = (CU’ CU‘D S’ “R')
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est syntaxique. Il en résulte en particulier, d’apres ce méme lemme, que I’on
peut supposer que toute régle terminale est d’ordre 1. Nous allons prouver
que la grammaire G, supposée d’ordre n, n = 3, est équivalente & une gram-
maire ' d’ordre n — 1, ce qui permettra bien de se ramener & une grammaire
d’ordre 2.

Cette nouvelle grammaire
§ =V, VL, S, R)

nous allons la définir A partir de la grammaire initiale G. Ainsi les régles
de S d’ordre au plus égal 4 2 vont é&tre conservées (on aura donc en parti-
culier R’y = R,); celles d’ordre n, n = 3, seront remplacées par une suite
de régles d’ordre au plus égal & n — 1 et construites en s’aidant de symboles
nouveaux. Les symboles de U étant tous conservés nous aurons donc
U < U’; le symbole initial est le m&me pour les deux grammaires. Le tableau
suivant va préciser cette construction et définir une application ¢ de R
dans £(R’) qui nous mettra dans la situation du paragraphe 2.1.2.

S g
r= (K, ]/3\) ER ~~— p(r)eL(R')

IB|l<2 o) =re R’
|1B|>3 et AcV o(r) = niry
e.g
A=A, e B=BBBB rn=(A, BAY) , ry=(A", B,BB),
Ard¢ U
. IB|>3 et |A|>1 o(r) = 11ty
e 8.
A=AAA et B=BBBF |r;=(AA,BA") , ry=(A"A",BB,B),
A" g

Le symbole nouveau A’, ou A”, introduit dans le 2¢ ou 3¢ cas est différent
pour chaque régle, comme il apparait & I’indice r, dont nous 1’avons pourvu.
La grammaire §’ ainsi construite est bien d’ordre strictement inférieur 2 n,
n > 2. Pour prouver 1’équivalence des deux grammaires § et §', il suffit
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de démontrer que les hypothéses du critére d’équivalence 2.1.2 sont satis-
faites.

— (%) : 1l est immédiat, d’apres la construction des régles de ', que :
Vrel, r= (K, ﬁ) N % B.
— (¥,) : Il s’agit de prouver que si :
BEet(W) et E==F r=o0) , r=ABeR

alors il existe G et D tels que :
E=GAD e F=GBD.
. Dans le 1¢r cas, ¢(r) = r, c’est trivial.
. Dans le 2¢ cas, on vérifie que toute dérivation selon §’ par ¢(r) = ryre,

partant d’un mot E de £(VU) se présente sous la forme

E=GAD ——a———GB"G;;‘,’”D’D F=GBD
La régle r, = (A'), BzBaﬁ\’) ne peut en effet s’appliquer ni a GniaD
car ce sont 1a des mots de £(U) alors que A’, est un symbole nouveau.

. Dans le 3¢ cas, E étant un mot de £(V) toute B-dérivation de F selon G’
par ¢(r) = r'yr’5, se décompose de la fagon suivante :

E=GAAD 22> GBA"D

-~ ~
GB,,r /s,D'

g’ aBleBa/B\IB' == /P\‘

= GB,A"AD’
car G et D mots de £(VU) ne peuvent contenir le symbole» A" A" eV,
d’ot D =AD et
£—0GA,AAD — GAD' F=GB,B,B,B'D'=GBD’, C.QF.D.

— (%€,) : 1l s’agit de prouver que toute phrase X de £[S8'] peut dériver
de S par une suite de régles 7 telle que re P(E(R)).
En effet X étant une phrase de £[S] soit :

(S=§0’ i\l’ ceey X\i, eeey iﬂ’ x\)

une S-dérivation de 5(\, selon G'.
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5(\,~+1 dérive directement de }/Z,- (ie(@))selon§’ :

— par une regle r, commune 3 R et R/,
— par une régle de type r; (i € )2)),
— ou par une regle de type r'; (i € )2)).

Remarquons, tout d’abord, que toute application de la régle r, (resp. r's)
doit étre précédée par celle de la régle r, (resp. ;). Réciproquement, si I’on
applique la régle r, (resp. r';) il faudra aussi appliquer la régle r, (resp. r's)
pour aboutir & une phrase qui est toujours un mot terminal.

De fagon précise, étant donné une paire de régles (ry, r,) (resp. (r'y, r's))
associée a une régle r de la grammaire G, on peut montrer que toute S-déri-
vation d’une phrase de £[§'] comportera I’application de r, et r, (resp. r’,
et r’;) un nombre égal de fois; et de plus & toute application de r, (resp. r’;)
sera associée de maniére unique, une application ultérieure de la régle r,
(resp. r’;) ou disparait le symbole A’, (resp. A”,) introduit par 1’application
de r, (resp. r’;). On va maintenant prouver que I’on peut donner de toute
phrase de £[S] une S-dérivation ol des paires de régles associées sont
immédiatement consécutives (r, ou r'; est appliquée immédiatement aprés r,
our’y; un A’, ou un A’, disparait sitdt aprés qu’il a apparu...).

~ -~
G,r,D <

. Si ﬁl g’ Xi-l-l rl = (Al’ BIA'r)

nous pouvons distinguer dans la S-dérivation de X les étapes suivantes :

G AN N P
r: Xi+ 1= GBIA,rD
’;” g’

R, —aD

X GA 1D

~

G’ ,r.

Xi+h+1 =G B.B sB'D'
h>1,si k=1 on aura s = @x-. 1l est facile de constater que X,-+,,+1
peut dériver de ﬁi, selon G, par rlr;s\ = cp(r)?.

A,
Gr’y,D

Xi+1 r’l - (A]_Ag, BIA”r)

. N
- Si X;
nous avons alors :

-~ -~
G,r’,D A~ ~ Ry
—- X;+1=GB,A",.D

e

Ry =G AT AD D, X +h41=G'B,B,B'D’

X,=GA,A,D

-~ ~ .
h>1, avec v =0g’, si h = 1.
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AN ~
La régle r’, permettant de dériver X;; .4, de X;., étant associée a la
AN ”~
régle r’; dérivant X, de X;, le symbole A", n’intervient pas dans les régles

de la suite v et il existe donc ;;\1 et ;)\2 de £(R") tels que :

GB, %=> G’ et D —gv’-': A'D

P )
On peut donc dériver X; 5+, de X, selon §', par :
”~ ’ , N -~ -~
Vol 11 301 = 02@(r)0s.

Par de telles modifications dans 1’ordre des dérivations directes, on peut

toujours se ramener a une S-dérivation de 3\(, selon §', vérifiant ’hypothése
(3€,). En effet, on vérifierait facilement que tout regroupement de régles r, et
rs, 1’y et 1’y Teste acquis, ne disparaissant pas dans les modifications ulté-
rieures.

Ainsi s’achéve la démonstration du lemme 3.2.2.

3.2.3. Grammaires normales.

Ftant donné une grammaire G, de type 1, nous pouvons d’aprés les
lemmes précédents la supposer syntaxique et d’ordre 2. Il en résulte que toute
régle de production est de 1’un des types suivants :

(Ai > Ak)

(A, AA)

ou :
(A, AxA)

Toute régle terminale est d’ordre 1 et on peut démontrer que les régles
non terminales de ce type, par exemple (A;, Ax), peuvent &tre éliminées sans
diminuer la capacité générative de la grammaire & condition d’ajouter a
toute régle contenant A} dans son second membre la régle qui s’en déduit en
remplagant ce symbole A; par Ay.

Nous appellerons grammaire normale de type 1 toute grammaire de
type 1 ou les réductions précédentes auront été faites; ses régles terminales
seront donc toutes de la forme (A;, A) et ses régles non terminales de 'une
des deux formes (A;A;, ArA)), (Ai, AzA))... Dans le cas particulier ou la
grammaire est C F les lemmes précédents s’appliquent toujours (les démons-
trations étant quelque peu simplifiées) et nous obtenons une grammaire
normale au sens de Chomsky [3] ol toutes les régles non terminales sont de
la forme (A;, AxA;). Nous résumons ces résultats dans le scholie suivant :
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Scholie. — Toute grammaire de type 1 (resp. CF) est équivalente
4 une grammaire normale de type 1 (tresp. normale C F).

On pourrait maintenant démontrer la proposition fondamentale (§ 4)
en se basant sur le lemme précédent. Mais auparavant nous allons établir
un autre résultat qui nous servira dans 1’étude des propriétés de cloture
@G 6et?).

3.3. Grammaires préservant la longueur.
Grammaires linéaires bornées.

3.3.1. Définitions.

— On dira qu’une grammaire de type 1, préserve la longueur, si pour toute
réglede S, r = (X, ﬁ) :

.Aestle symbole initial,

. ou B ne contient pas le symbole initial et A et B ont méme longueur,
ie :

VreR, r= (K, ﬁ) : A#S implique |K| = |§| et B ne contient pas S.

Si donc § est une grammaire de type 1, normale (lemme 3.2.3) préservant
la longueur : les régles de production seront de 1’un des types suivants :

(A, B) ; (AA; BBy ; (S, C,C)

ou B, et B, sont différents de S.
Dans une dérivation, selon une telle grammaire G, la longueur des mots
est conservée par application des régles, sauf celles du type (S, C,C,).

— Une grammaire de type 1 sera dite l/inéaire bornée si elle est d’ordre 2,
préserve la longueur et si de plus pour toute régle du type (S, C,C,) :

C1=S’ CZ#S-

3.3.2. Lemme.

Toute grammaire de type 1 est équivalente 2 une grammaire de
type 1 linéaire bornée. '

DEMONSTRATION. — D’aprés les résultats précédents nous pouvons
supposer que la grammaire de type 1 en question

g = (‘U’ cU"l" S3 j{)

ANN. INST. POINCARE, B-B11-1 5
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est normale. Il en résulte que toute régle terminale est du type
ri= (Ai, Ax)

et toute régle non terminale de I’un des deux types :
ry = (AiA;, AkA))
rs = (Ai; ArA)

On pourra supposer que S = A,.
Soit la grammaire §’ définie comme suit :

§ =, Vg, §, R)

— Q' =U U {S, W} S et W étant deux symboles nouveaux.
— S’ est le symbole initial de §'.
— R’ comprend :

— des reégles spéciales : s = (S', S'W)
s=(5,9)
VA, eVUy : w=(AW, WA)
— et des régles correspondant a celles de R :
. toute régle de S de type r, ou r, sera aussi une régle de G'. On aura donc
Ry = Re

. toute régle de § de type rs, rs = (A, AxAj), sera remplacée, dans §’,
par la régle de type r's, r's = (A;W, ALA)).

Il est facile de constater que §' est bien une grammaire linéaire bornée
(on se rappellera que son symbole initial est S’). Il s’agit de montrer qu’elle
est équivalente & G, i. e. :

£[8] = £[S].
10 £[8] < £[S'].

X étant une phrase de £[S], soit :
S=X0Xy .., Xpy .., X', .., X)

une S-dérivation de X selon G, ou X dérive de X’ par une suite, ;: de régles
terminales communes 3 R et R’ (dans une grammaire syntaxique les régles

terminales peuvent étre appliquées en dernier lieu : § 3.1.2). Pour que X
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puisse aussi &tre considéré comme une phrase de £[8’] il nous reste donc 2
prouver que X’ peut dériver de S’ selon §'.

Soit k le nombre de fois ol des régles de type r; sont appliquées dans la
dérivation :
S = X'
nous en déduisons la S'-dérivation de X’ selon ' :

-~ ~

sk s
§ o SWE —D SWE — 0 — RWF — - — X,

h =|3\(| —|/)\(,|,bienentendusih=OonaW° = @. Doncsi :

AN " N
X; Xit+1

9
alors :
LW LN h
X;W g XinW
Mais si :
A~ a o ‘B ~
X; é_’ Xiv: » ra=(A; ArA)
avec, par exemple :
Cay .
D=A; - A,-j r Ay, , Vie)m) :A,]eclIN
alors :
~ w,-m. . .wij. . .Wilr's ~
Xiwh __——T—> Xi-l-lwh—l

Des régles de type r’; intervenant & fois, tous les symboles W disparaissent
et X’ dérive donc de S’ selon §'. C. Q. F. D.

Remarque. Notations. — 1l est intéressant de noter que dans une gram-
maire linéaire bornée, les mots d’une dérivation ne s’allongent que par appli-
cation de la régle s” = (S’, S'W). Ainsi dans le cas ci-dessus ol cette régle est
appliquée k fois : l/)Zl = k + 1. D’autre part, avant I’application de la
regle s = (§', S) tout mot de la dérivation commence 4 gauche par le symbole
initial 8" et ce symbole ne peut occuper que cette position dans I’écriture
d’un mot d’une S’-dérivation. En convenant de représenter la régle :

r = (AA,, B;By)



sous la forme :

B, By

une S’-dérivation selon la grammaire S’ précédente, linéaire bornée, sera
représentée non par un arbre (comme dans le cas d’une grammaire C F)
mais par un schéma du type suivant :

]

S
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Les traits plus fins correspondent a I’application de régles terminales.
20 £[§] < L[g].
Cela résulte de ce que ’homomorphisme ¢ de £(U") dans £(V) tel que :

- 9(8) =S8,

. (P(W) = 6,
- et VA[ eV (p(A,) = Ai

est un homomorphisme de grammaires, ce que 1’on vérifiera facilement.

La définition et le lemme sur les grammaires syntaxiques (§ 3.1) étaient
appliqués aux grammaires de type 1 et de type 2. Les définitions et les lem-
mes concernant les grammaires d’ordre 2 (§ 3.2) et les grammaires linéaires
bornées (§ 3.3) s’appliquaient aux grammaires de type 1. Ils s’étendront
également aux grammaires de type 2 par la démonstration de la proposition
fondamentale.

4. PROPOSITION FONDAMENTALE

ENoncE. — L’ensemble des langages de type 1 est identique 2
I’ensemble des langages de type 2, i. e. :

L{oa}=0C{w}

(cf. définitions des § 1.3 et 1.5).

DEMONSTRATION. — 1°€ {ay } = £ {«, }, C’est-a-dire : tout langage de
type 2 est un langage de type 1.

Cela résulte immédiatement des définitions, toute grammaire de type 2
étant de type 1.

20€ {a,} =€ {a,}, cest-a-dire : tout langage de type 1 est un langage
de type 2.

Soit £ un langage de type 1, £ €€ { «, }; il existe par définition, une gram-
maire G :

§=(V, VU S, R)
de type 1, engendrant £, £ = £[G].
En vertu des lemmes précédents, nous pouvons supposer que la gram-
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maire § est syntaxique (§ 3.1) et d’ordre 2 (§ 3.2). Il en résulte que toute
régle de production de S est de I’un des types suivants :

ry = (A, Ap)
r, = (AiAjs AA)
rs=(A;, AyA)

Nous allons construire une grammaire §', de type 2, équivalente a la
grammaire G :

§ = (CU'I, CUI', 89 “R‘I)

avec U < U, le symbole initial étant conservé. Les régles de G, de type r,
ou de type r, satisfaisant a 1’axiome («,) seront conservées. Et pour toute
régle de type r,, on introduira deux symboles nouveaux, 3 chaque fois
différents, et dans §’, la régle r, sera remplacée par une suite de quatre régles,
respectant 1’axiome (), les deux premiéres introduisant chacune un symbole
nouveau, les deux autres les faisant disparaitre. D’autre part, on définira
une application ¢ de R dans £(R’) permettant d’appliquer le critére d’équi-
valence du paragraphe 2.1.2. Plus précisément :

VreR , r=(A,B)

. si r est du type r, ou du type r, alors : o(r) = r e R/,
. mais si r est du type r,, par exemple r, = (AjA;, AiA;) alors
@(rs) = 5152555, avec :

51=(AiA;, A"A)) ; 5= (A"A), ABA') ;
ss=(A"A}, AKA)) 5 sa=(AA'), AkA)

A';, A’j¢9U : ces symboles interviennent uniquement dans 1’écriture des
régles sy, h € )4).

1l est facile de constater que la grammaire G’ est bien de type 2. Prouvons
qu’elle est équivalente a la grammaire § en démontrant que les hypothéses
du § 2.1.2 sont satisfaites.

— (%,) : C’est immédiat, d’apres la construction des régles de G’

vr, r=R&B) : A8

Ainsi dans le cas out r = (A;A;, ArA;) nous avons :

AN AN A A AN A A A
9,0,0,D, 5154535, 9,9, B,

AiA; 5

ALA,
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En utilisant les notations du § 3.3.2, cette dérivation se représente comme
suit : '

A; Aj
$

A Aj

A R

Ay Aj

Ay A,e

— (%6,) : Dans le cas ol r est de type r, ou ry, C’est trivial, car ¢(r) = r.
. Dans le cas ou r est de type r,, par exemple r, = (A;A;, ArA))

E étant un mot de £(VU) toute E-dérivation de ﬁ, selon §’, par
o(rs) = 5152855, se présente sous la forme suivante :

AN ANA A AN A AN A
G,G,G,G,5152555,D,D,D,D

- F=GAAD

E=GAAD

les régles ss, S5, S, ne pouvant s’appliquer ni 2 Gnia ﬁ, car ce sont 1a des
mots de £(V) qui ne contiennent donc aucun des deux symboles A’; et A’;.

— (%6,) : X étant une phrase de £[G] soit :
(S=§09 5(\1’ ey 5\(ma feey im i)

une S-dérivation de X selon §'.
Toute dérivation directe s’opére soit par une régle de production r, de
type r, ou r;, commune & R et R’, soit par une régle spéciale a R', du
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type s, (h€)4)). Dans ce dernier cas, étant donné leur nature, il est
évident que les trois autres régles s; interviennent, leur ordre d’application
devant de plus étre respecté... Supposons par exemple que :

83 -~

~~
Xom "_E;=> Xm+1

les dérivations directes précédentes n’appliquant que des régles de type r,
ou r;. Nous pouvons toujours distinguer les étapes suivantes dans notre
S-dérivation :

Xn=G,AAD,
81
im 1= GIA,iAjﬁl '—_;—lf‘" azA'iAjﬁz =3Zm thy

Se
~ ~

Xm+hl+1=G2A'iA'jﬁg %ﬁ’ GSAI,'A'iDg;:Xm.H,’

53
~

K1 11=0sAeA 1 Ds == GAA D =X,

Se

ﬁm +ht+ 1=aaAkAI,I\) 4

avec 1 <<h, < hy, < hs; les suites de régles 21, /a\g, 23 pouvant éventuellement
étre réduites a aa'.
Il est important de signaler que (comme dans la démonstration du

lemme 3.2.2) le symbole A’; introduit par s,, dans ’écriture du mot )?mﬂ,
est celui qui intervient dans le premier membre de la régle s, introduisant
le symbole A’;, et que ce sont ces symboles qui disparaissent par applica-
tion des régles s; et s,, mises en évidence ci-dessus. D’autres régles s,

(h € )4)) pourront donc exister dans les suites de régles ;z\l, :z; ou &;, mais
elles concerneront d’autres occurrences ou disparitions des symboles A’;
et A’;. Il en résulte que la dérivation décrite ci-dessus :

A A A
o)

< -~ =N 5101530353034 -~ Ly
Xm = GIA,'A]DI ——_—_(j,”_=> G4AkA1D4 = Xm+],‘+1
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peut se mettre sous la forme suivante, ’ordre des dérivations directes étant
modifié :

AN
a,ay f 0(’ a)

X =Yn=GAAD, ——= = Vi hs = GAAD, —2

m+hy+2
=G,AAD, -?” mthy+1 = Xm+h.+1 = G.AAD,

Soit :
(S=?0:?1’ ‘-'s?P’ "”?”’32)

la S-dérivation de X résultant de cette modification. Nous avons :
Vpe)m) : ?p = )?p
Soit m’ le plus petit indice (il existe) pour lequel :
?m' XTI:) ?m'+1 ’ m' >m+h2_2,

s'; étant une des régles spéciales 3 §' introduisant un symbole nouveau spé-
cial AV’; éventuellement s’y = s5,, mais il s’agit alors d’une application
différente de celle étudiée ci-dessus (m' > m + h, — 2). Nous pouvons
encore considérer les étapes suivantes :

~

A~ s’y ~ a’y ~ ss O
Yo —’g, Ym'+1 =$g' Ym’+h’l —“’g Ym’+h’,+1 =
AI ’
as ) Ky ~

‘4
Q'$ Ym’ +h'; gl Ym' +h,a+l

dont I’ordre pourra étre modifié pour donner la dérivation :

< ;\/n?aq)(f'x)?n [ ' v
Yo =_g————'_—> Yo' sbetr > o(r's) = 5"15"58"55"s

11 est essentiel de remarquer que le regroupement des régles sy, S2, Ss, S4s
réalisé précédemment, est conservé. Ainsi au bout d’un nombre fini de telles
modifications nous aboutissons & une S-dérivation de /)Z, selon §', satisfai-
sant 3 I’hypotheése (JC;).

Ainsi s’achéve la démonstration de la proposition fondamentale.

CONCLUSION. — Langages C S. — Dans la littérature, un langage C S
(pour « context-sensitive ») est une partie £ du monoide libre £(U7) telle
que :

Lel{a}.
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Compte tenu de la proposition fondamentale de ce paragraphe 4, a tout
langage C S on pourra aussi associer une grammaire de type 1 1’engendrant.
Par abus de langage, nous dirons que les grammaires de type 1 ou de type 2
sont des grammaires C S. D’aprés les lemmes du paragraphe 3, ces gram-
maires C S peuvent &tre supposées normales, ou méme linéaires bornées.
Cela va nous étre utile pour établir certaines propriétés des langages C S.

5. GRAMMAIRES CS AVEC MARQUANT [6]

5.1. Définitions.

— Une grammaire C S avec marquant :
S =(V, Yy, S, R)

est définie par les données suivantes :

. L’ensemble Uy des symboles non terminaux contient un deuxiéme
élément distingué, représenté, exceptionnellement, non par une capitale
latine, mais par #, et appelé marquant de fin de phrase, ou simplement
marquant.

. Les régles de production, r = (K, ﬁ), de la grammaire G satisfont aux
conditions suivantes :

a) A contient au moins un symbole (non terminal) distinct du marquant #,

b) les régles sont de I’un des quatre types suivants (ol AetB désignent
des mots de £(VU) ne contenant pas le marquant #) :

r=(@,B) s #r=(#A, #B)
r#=QA#B#) ; #r#—=FHA# #£B#)

— Le langage engendré par une grammaire C S avec marquant, G, est

I’ensemble des mots terminaux X tels que : # X # dérivent de # S #
selon G, i. e. :

c[g];g§<|’>2et(‘171) ; Aref@®) : #AS# —> #X#
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5.2. Proposition.

Toute grammaire C S avec marquant est équivalente 2 une gram-
maite C S sans marquant.

DEMONSTRATION. — Soit § une grammaire C S avec marquant :
g = (CU, CUT’ S, #’ ﬁ)

et considérons §' la grammaire C S sans marquant définie de la fagon sui-
vante :

U= (VU U#) — {#), ot :
V= : A, AT, AT l A,-e(‘U—{#})};

VF et Uy n’ayant aucun symbole en commun, i. €. :
V# N V=0

(i. e. on associe a chaque symbole de U, distinct du marquant, trois nouveaux
symboles non terminaux, indicés respectivement 3 gauche, a droite ou des
deux cotés par #).

.S =75" est le symbole initial de G'.

SiA = A; ... A, est un mot de £(U) on posera :

A=A, ... A_AT
H#y __H#

A="AA, ... A,
PAF AN, .. AL AT

#K, A% et #A7 ¢tant des mots de £(U).
De méme sir = (K, ?3) est une régle de § on posera :

Hp— (#K, #ﬁ)

= (X#, B7)

#H (#X#, #’ﬁ#)
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. L’ensemble R’ est alors défini comme suit. Il comporte :

— des régles de production correspondant 2 celles de R :

ar, régle de S correspond dans §' : r, #r, r#, # ;

de méme si #reR alors  TreR et Frred’
si r#eR alors rTeR et TrfeR

enfin si #r#e& alors #r#eﬂi’;

— des regles de production terminales spéciales 3 ' :

VA;e VU, : #t: = (#Ai, A),
7 = (A7, A),
et #ti# = (#At#, Ai),

sont des régles de §'.
Il s’agit de prouver que

L[] = L[S);
c’est-a-dire que, quel que soit Xe £(U,) :
#S# == #X # si et seulement si 787 =’ = .
Nous allons transformer une # S #-dérivation selon S en une S’-déri-

vation selon §’ et réciproquement, essentiellement en identifiant 7# X, A #
et # X # avec #X, X# et #X# respectivement.

1°L[8] < £[S'].

X étant une phrase de £[S], il existe, par définition, une # S #-dériva-
tion de # X # selon G :

#S# =Koty # Ry R Hy ooy # Rt = # X A)

ou pour tout i, i € )n), ’)\(, ne contient pas le marquant #, étant donné
la nature des régles d’une grammaire C S avec marquant. Nous en déduisons

la S’-dérivation de X, selon S’ :
(% =5, PR IRE PR IR R R).

Si # ?i # = F# é‘f&ﬁ # et #’)\(H.l # = #’é’ﬁﬁ #,le tableau ci-dessous
nous montre que quelle que soit la régle de S permettant de dériver # X1, #
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de # ﬁi # (la nature de cette régle dépend en partie de Get ]3, égaux ou
non a 6), il existe toujours dans §’, une régle permettant de dériver :
#ii-f-l# de #Xi#.

# X, # = #GAD #; #R# = #GAD”
# X #=#GBD #; X1 = #GBD*
Régles de G susceptibles Régles de G’ susceptibles
& 5 de servir & de servir a
#RH — #R; w7 #R A ~5 #X; +1#
£0 | 20 r=(@,B r
= 6 = 6 rou #r #r
£0 | =0 rour # #
=6 =6 r,Zrr#ou#r# #r#
On a donc :

Ao e PR

et comme X est un mot terminal, par exemple :

X=Aj...A; ... A, , Vkke)m) : Aj, € Uy
nous avons :
o #,j 4ot #
1 A im ~
X & X e X.

-~

Evidemment dans les cas particuliers ou | X| =1, par exemple
X = A; eV, on aurait :
-~ #H A
o' éj’ X

Dans tous les cas nous avons prouvé que X phrase de £[S], est aussi
une phrase de £[$'].
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20 £[8"] < £[8].
X étant une phrase de £[8] soit :
(7s* =, #X7, ..., "R, ..., PRF =77, X7, X)

une S'-dérivation de X selon §’, ou les régles terminales spéciales a G
(#t,, t,-#, #ti#) s’appliquent en fin de dérivation. Cela est toujours possible,
car si nous avons, par exemple :

#LH# S LH 5%
X X S X Y X

gl

alors X7 dérive de )/Zi# par une suite de régles de la forme r ou 7. Mais
#X# de #Xi#, selon @', car si r (resp. r#)
#r#).

on peut donc aussi dériver
est une régle de §' il en est de méme de #p (resp.
Dans la S’-dérivation de ﬁ, indiquée ci-dessus, #)’Z,-ﬂ# dérive directe-

ment de #ﬁi# par application d’une régle de §’ correspondant (par défini-
tion de R’) & une régle de § qui permet, d’une fagon évidente, de dériver

#)?,-H# de #)/(\1# et on a donc :
#SH# —= #X#
X est bien une phrase de £[S].
Ainsi s’achéve la démonstration de la proposition de Landweber ; démons-

tration que nous avons faite sans tenir compte des lemmes du § 3 pour que
le résultat puisse s’appliquer a des grammaires C S non réduites.

N. B. — D’aprés la démonstration faite cette proposition s’étend aussi
aux grammaires CF ; en effet, si r = (K, ﬁ) est une régle de type CF

(Ke Uy), il en est de méme toutes les régles associées : #r#, #r, .

5.3. Exemple.

S. Ginsburg et E. H. Spannier ont introduit [4] lors de leur étude du quo-
tient de deux langages C F (cf. § 7) le langage suivant défini sur le vocabu-
laire terminal U, = { A, B} :

£ = { AB, A4, B2A3, B*A?, B®A, Bs, A®B7, A°B¢, ..., A%, ...}
Il s’agit 1a d’une suite de mots ﬁ;, tels que :
(1) si 5(\,- = ?,—A alors )/Z,url = Bz?}
(2) si 5(\,- = ?,-B alors 5(\,“ = Aa?,-
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On démontre que ce langage n’est pas C F, essentiellement en remarquant
que si £ était C F il existerait une grammaire syntaxique C F I’engendrant
(§ 3.1.3). En supprimant de cette grammaire la (ou les) régle terminale
ayant pour second membre B, on obtiendrait une grammaire C F qui engen-
drerait :
£ = {AY A%, ..., Axen Y

Or ce langage £’ n’est pas C F, car les exposants, 4 X 67, n €N, forment
une progression géométrique (Cf. infra, § 8.1).

Montrons que le langage £ est du moins C S, en esquissant une gram-
maire C S avec marquant, G, I’engendrant.

8= (V, VU, S, #, R)

avec :

CUT":{A’B} s QIN={S:#,A1,A2,B1,B2}-
Les regles peuvent &tre groupées de la fagon suivante :

1° Régle initiale (# S #, # A;B; #).

20 Régles relatives au passage de ?;B a A”?; :
By #, (A)® #)
(B.A,, A,B,)
(ALAg, AJAY) ou (# As # Ay).

30 Reégles relatives au passage de ?(,A a B{'ﬁ\{,- :

(A; #, (By)* #)
(A;B., B:A))
(B.B;, B;B,) ou (# B., # B)).

40 Régles terminales :
(Ab A) et (B]_, B).

On prouverait facilement que la grammaire engendre toutes les phrases
de £ et elles seules, i. e. :

£[S] = £

Il en résulte, en tenant compte de la proposition de Landweber (§ 5.2),
que le langage étudié, £, est bien C S.
On aurait pu décrire une grammaire C S, sans marquant :

g’ = (CU" cU"b S’, ﬂ3")
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engendrant aussi le langage £. En s’inspirant des mémes méthodes de
génération que celles utilisées ci-dessus, le vocabulaire non terminal au
lieu de comporter 6 symboles en comporterait 13 :

"U,N = z SI, A, #Al, Al#, A,, #Ag, Az#, B, #Bh B1#, B,, #Bza Bz#
et le nombre des régles serait porté de 11 A 21. Ainsi les régles relatives
au passage de ?,-B a As?,- seraient les suivantes :

- (Bl#a (Az)aAz#)Q

— (BA, AB) ; (PBA, #AB) ; (B.A7,AB)

- (#AlAz, #AIAI) 5 (AJA;, AA) (A1Az#, A116*1#)

Sur cet exemple nous voyons 1’économie, de symboles et de régles, réalisée
par l'utilisation de la proposition précédente.

6. PROPRIETES DE CLOTURE DES LANGAGES CS$

Nous rappelons qu’un ensemble & est dit stable (ou fermé) relativement
a une opération, notée o, pour exprimer qu’en appliquant cette opération
a tout élément de & si elle est unitaire, a tout couple d’éléments de & si elle
est binaire, etc., le résultat appartient toujours a I’ensemble. Formellement
dans le cas d’une opération binaire :

Vac8, VBeb: (xoB)ed

PROPOSITION. — L’ensemble £ {«,} (ou £{«,}, cf. Proposition
fondamentale, § 4) des langages CS est stable pour les opérations
suivantes :

10 Union : €, £) —~————— UL,

20 Produit : €, L) ~——— £,5,
£1£,={)?|)?=3\(5(2; )/Zleﬁl et ﬁ,eﬁ,}

30 Mifroir : £ s £

¢ étant Pensemble des mots de £ « écrits 2 'envers » i. e. :

VRet , R=A1...A, : X=AA,,... Ael

40 Etoile : £ o> L*

pr=futzu...virvu... ne(N—{0})
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REMARQUE. — Le lecteur vérifiera facilement que des démonstrations qui
suivent, les points 1, 2, 3, restent valables si ’on se restreint a la classe des
langages C F qui est donc stable relativement aux trois opérations : union,
produit et miroir. La stabilité de cette classe par rapport 4 I’opération étoile
a aussi été établie. Mais 1’extension de la stabilité de cette opération 3 ’en-
semble des langages C S présente quelques difficultés et n’avait pas encore
été établie, nous semble-t-il.

DEMONSTRATION. — Rappelons (cf. § 1.5.2) que tous les langages consi-
dérés ici sont définis sur le méme vocabulaire terminal 9U;. D’autre part
lorsque nous considérerons deux langages £, et £, nous pourrons toujours
supposer que les grammaires G, et G, les engendrant sont syntaxiques
(lemme 3.1.2) et poss¢dent des vocabulaires auxiliaires non terminaux,
Uy, et Uy, respectivement, disjoints. Il en résultera, en particulier que les
grammaires £, et £, n’auront aucune régle de production commune.

6.1. Union.
Soient :
gl = (‘Uu (U'r, Sl, 5{1) ’ gz = (Cuza “Jl's Sz, :R'a)
les grammaires C S syntaxiques engendrant £, et £, respectivement. Considé-
rons la grammaire :
S = ((U" ‘U'r, Ss “R')
telle que :
— I’élément nouveau S, S ¢ U, U U,, est le symbole initial de G;
"'—:R»=\‘.R‘1 U:R.g U{Sl, sg},
51=(5,8) , s:=(85,8Sy).
G est bien une grammaire C S. Prouvons qu’elle engendre I’union des deux
langages £, et £,,1. €. :
LGl =L, UL,
log, UL, = £[S].

En effet X étant une phrase de I’'union des deux langages £, et £,, X est
par exemple une phrase de £,, i. e. :

Jref@®) <L@R) : S, —== X
ANN. INST. POINCARE, B-111-1 6
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et donc :

~
sir ~

S = X
Ainsi X est bien une phrase de £[S]. Il en serait de méme si X était une
phrase de £,.
200[G] = £, UL,
X étant une phrase de £[S], soit :
=% X .0 Xy . 0, X=X, ..., X)

une S-dérivation de X selon G, ol X' est le mot de £(Uy) dont X dérive

par une suite, 2 de régles terminales; cela est toujours possible, la gram-
maire § étant syntaxique comme G, et G,. D’aprés la nature des régles de §

nous avons 23\(1 = §,, ou bien /)21 = §,. Si )?1 = §,, la S,-dérivation de X
selon G, ne peut appliquer que des régles de G, car, pour tout i, i € )n),

’)Z,- est un mot de £(VUy,) étant donné la remarque préliminaire. On a donc :
S == X

et X est une phrase de £,. De méme, si 3\(1 = S, on prouverait que X est une
phrase de £,. Dans tous les cas X est une phrase de £, U £,.

6.2. Produit.

Les grammaires G, et G, étant définies comme ci-dessus, soit :
G =V, VU, S, R)
la grammaire C S ot :

— V=V, VU, U{S};
— S, I’élément nouveau, S ¢ VU, U U,, étant le symbole initial;
—£=£1U£2 U{s}, s = (S, SIS2).
11 s’agit de prouver que :
£[8] = L,L,.
10, < £[S].
Résumons formellement cette démonstration.

V)/Zetlgz : aixeﬁl et izeta 5 i=X1Xz§
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~
ry ~

ile £, : a;\le LR <ER) ; S, % = X,
iz ef, : 3 ;'\2 efR) = LR) ; S, .é_"b 5(\2
11 en résulte que : S S; 2l X=XX,
i.e :
X e£[g].

20€[G] < £,L,.

X étant une phrase de £[S] nous avons :

~
sr

S5

> X, Tef®,UR,)

mais G, et G, n’ayant aucune régle commune, i. . :

~

.'R,lﬁﬁk,g=g

nous pouvons écrire, en modifiant s’il le faut I’ordre des dérivations directes :

-~

r=nr nefR), T.ef(R,)

et la S-dérivation de X précédente se décompose de la fagon suivante :

~ ~

S ; 8182 é‘l 2132 é: /X\liz == ﬁ
ie:
Xetlt,

6.3. Miroir.

Soit £ le langage engendré par la grammaire C S
§ = (U, Uy, S, R)
i.e :
£ =[Sl
Montrons que son miroir
f={X|Xet}
X étant le mot X écrit a I’envers) est engendré par la grammaire C S

§ = (V, U, S, ®)
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ou :
Vri = (A;, B,) el :
;; == (‘&i’ ﬁl) € :ﬁ’
Si
r=r,... ref®R)
on posera :

r~=r~1 r;ceﬁ(ﬁ)

10f < £[6].
Ce résultat se démontre facilement en remarquant que si :

S == R
93
alors :
r oA
S == X
(]

€= axgﬁ ,Q, ? = aﬁ,ﬁ ri= (X,‘, ﬁ,) eR

implique :

20 £[6] <= £.

Ceci résulte immédiatement du 1° en remarquant que I’opération miroir
est :

— d’une part compatible avec ’inclusion, i. e. :

£, =f, implique £ <t

— d’autre part involutive, i. e. :

on a de méme :

Ainsi le 1° nous permet de poser en remplagant G par G :

. A L6 cL@l=¢
et donc : .
LG <t
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6.4. Etoile.

Soit :
8= (V, Vg S, R)

la grammaire C S engendrant £. On va supposer que cette grammaire est
non seulement syntaxique mais aussi linéaire bornée (§ 3.3). D’aprés la
définition d’une telle grammaire la régle :

s= (S, SS)
n’appartient pas 2 la grammaire §. Considérons donc la grammaire :

¢ = (U, VU, S, R)
ol
R=RU{s}

G’ est aussi une grammaire C S syntaxique.
10 11 est immédiat que toutes les phrases de £* :
C*=CuULs ...ULPVU ...,n€eN, n=>1,
sont engendrées par la grammaire §', i. e. :
£* < £[8']. 1)
En effet si X est une phrase de £* il existe un entier n tel que :
) Xetn
i.e.:

N

X=X,...X, , Viem) : Xet
et donc 5;;6 £R) :

~

11 en résulte que :
s"-lA A ~ ~ S
S g,'»X s, Ir=nr r; rn
i.e. :
X efL[g].

20 Cependant 1’inclusion (1) du 1° peut &tre stricte. En effet, supposons
la situation suivante :

P = (AsA;, AGA)) est une régle de §
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etona:

S 5 88 5= KAS —= KA)AK) o RAAK, —= R

Xe £(Uy). 1l en résulte que X est une phrase de £[S’], mais rien ne nous

permet d’affirmer, d’une fagon générale, que X est aussi une phrase de £*.
Ainsi il est possible, par exemple, que dans la grammaire § la régle p ait
été « inefficace », en ce sens qu’elle ne pouvait jamais intervenir dans une
S-dérivation, selon S, aboutissant & une phrase de £[S]... Pour éviter qu’une
régle du type p = (A,A;, AsA,) ne s’applique dans une dérivation selon &',
lorsque A, « termine » (& droite) un mot dérivant de S et A, « débute »
(2 gauche) un autre mot dérivant d’un autre symbole initial S, nous allons
considérer une nouvelle grammaire S, équivalente 3 G :

gl = (CUB CUT’ S’ “R‘l)
définie comme suit :

— VUV, =Vuu
. U’ ne comporte que des symboles nouveaux, i. e. :
VNV =9
. il existe une bijection ¢ de Uy sur V’. On posera :
VA;eVUy : Ai=1{A)

— Le symbole initial S n’a pas changé.

— R, comporte toutes les régles de S, sauf I’unique régle d’une grammaire
linéaire bornée (§ 3.3) faisant disparaitre en cours de dérivation le symbole
initial S et notée ici

(S, Ay

On la remplace dans G, par la régle :
(S, A%)
et a toute régle non terminale de G :
r=(AA;, AA)) ; resp. :r=(A; Ap)
on ajoutera dans G, la régle :
r'=(A"A; A'WA) ; resp. i r'=(A"L, A')
De méme a toute régle terminale de G :
t=(A;, Ay
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s’ajoutera dans G,, la régle
t'=(A";, Ap).

De cette fagon 1’on constate facilement que la grammaire G, est aussi
puissante que la grammaire G, i. e. :
£[S] < L£[S,]
D’autre part :
£[S:] = £[9]
car I’homomorphisme ¢ de £(U;) dans £(VU) tel que :

VA eV : ¢A) =A;
et
VA eV’ : 9oA)=A

est un homomorphisme de grammaires, ce que 1’on vérifierait facilement.
On a donc :

£[8]=¢

Ayant substitué la grammaire S, a la grammaire § nous allons de méme
substituer la grammaire ', 4 la grammaire S’

g’l = (qjlo cUra Sa :K'll)
avec :
Ri=RV{s} s = (S, SS)
Le raisonnement du 1° reste valable, nous avons donc toujours :
£* < C[Fy]
Mais nous avons maintenant aussi :
£[g’,] < £*
car pour toute phrase X de £[S"1]

n—1 i~ ~
’g,‘» S ==X Tref(R)

S

Dans 8, la situation génante signalée au début du 2° ne peut se produire.
G, étant une grammaire linéaire bornée, chaque symbole S de S” ne peut
disparaitre que par application de la régle (S, A’o) et on aboutit ainsi pour
chacun de ces symboles S & un mot de £, i. €. :

/X\=,X\1 oo i,.et”cﬁ*
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REMARQUE. — On constatera facilement que si :
£ =V,
‘U: = £(U1)

Cela explique pourquoi le monoide libre engendré par un vocabulaire
fini U est parfois noté U* au lieu de £(V).

Les résultats établis dans ce paragraphe vont étre complétés par ceux du
paragraphe suivant notamment en ce qui concerne I’intersection et le quo-
tient de deux langages C S.

7. PROLONGEMENT
D’UN LANGAGE DANS UN AUTRE

7.1. Définitions. Propriétés élémentaires.

7.1.1. Quotient de deux langages.

Etant donné deux langages £, et £, sur un méme vocabulaire termi-
nal U; on définit le quotient A droite (resp. & gauche) de £, par £,, noté
£4/€, (resp. £,\Ls), comme suit :

£,/8, ={X|3Bet, : XBef,)
(resp. £\Ly) = { X |3Bel, : BXefy)

S. Ginsburg et E. H. Spannier ont étudié cette opération dans le cas des
langages C F et des langages réguliers ou langages linéaires d’un coté [4].
Nous rappelons qu’un langage linéaire a droite (resp. & gauche) est engendré
par une grammaire, dite aussi linéaire a droite (resp. & gauche), dont toutes
les régles sont de 1’un des deux types suivants :

(Ai, DL Ap) (resp. (A;, AyDy))
(Ais Dk)

ol A; et A, sont des symboles non terminaux et D, un symbole terminal.
Tout langage linéaire a droite étant aussi linéaire 3 gauche, on parle simple-
ment de langages linéaires d’un cdté ou de langages réguliers ou méme de
langages d’états finis car ils correspondent aux automates & un nombre
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fini d’états [3]. S. Ginsburg et E. H. Spannier ont notamment établi les
deux résultats suivants (9 juillet 1962) :

1° Le probléme, de savoir si le quotient de deux langages C F est C F,
est indécidable.

2° Le quotient d’un langage C F par un langage régulier est un lan-
gage CF. Des résultats semblables ont été établis antérieurement pour
P’intersection.

Dans le cas des langages C S, Landweber a démontré la stabilité de 1’inter-
section [6]. Il ne nous semble pas qu’un tel résultat puisse &tre étendu au
quotient. Mais la recherche de ce résultat nous a amené A considérer une
nouvelle opération sur les langages.

7.1.2. Prolongement d’un langage dans un autre.

Etant donné deux langages £, et £, sur un méme vocabulaire terminal VU,
on appellera prolongement 3 gauche (resp. & droite) du langage £, dans le
langage £,, I’ensemble des phrases de £, commengant 2 droite (resp. 3 gau-
che) par une phrase de £,; on notera ce sous-ensemble de £;, £;[L,]

(resp. [£.IL,).
Formellement on a donc :

LGl={A|Aet, , 3BeL, : A=XB} (1)
(resp.[&]ﬁﬁ:{xlxeﬁl , 3Bet, : K=§5§}

On remarquera les rapports existant entre cette nouvelle opération prolon-
gement et 1’opération quotient définie ci-dessus. Ainsi le quotient £,/f,
s’obtient a partir du prolongement £,[€,] en substituant, dans toutes les

phrases A =XB de [£.[€2], & Pextrémité droite B appartenant a £,, le mot

vide, 3. D’autre part le quotient & droite de £; par £, n’est pas modifié
si I’on remplace £, par son sous-ensemble £,[L,], i. €. :

£1/ L2 = ‘:1[’:2]/‘:2
On notera aussi que les phrases de £, N £, sont celles de 5:1[9:2],2 =XB
pour lesquelles on a X = @. Ainsi :

£.NEL < L[L,)

ﬁ,[[tzl] désignant le prolongement strict & gauche de £, dans £,, i. e. :

Lfic]] ={A|Aet, 3Bef, : A=XB, X=#5)



88 JEAN FRIANT

on a :

Lif]=CE L)V (’:l[[ﬁz]])

£, NE, et L,[[L:]] ne constituent cependant pas toujours une partition
de £4[£,], n’étant pas nécessairement disjoints.

EXEMPLES :

1) L,={A"B"C"|neN*} , £,={AY/ieN}
LSl =540t =0
L0 = [[L]]8, = { A¥BY C¥|ieN}

2)L,={A"B"C?|neN* peN*}, £,={AmBIC!|meN* gecN*}
LL] = {A"BrCr [neN*} =£,N L,

Il est connu [3], que £, et £, sont des langages C F tandis que £,[£,] n’en
est pas. Sur cet exemple, on constate que le prolongement d’un langage C F
dans un langage C F n’est pas nécessairement C F.

Nous allons étudier les propriétés de stabilité de 1’opération « prolon-
gement » relativement aux principales classes de langages. Mais auparavant
nous constatons facilement, en partant de la définition, que :

£.[L] =L, N (VE.L,) @
(de méme [£,]L, = £, N (£,.VF))

UF désignant d’aprés une remarque du § 6.4, le monoide libre £(V7).

Sachant d’une part que Uy est toujours un langage régulier et que d’autre
part les opérations produit et intersection sont stables pour la classe des
langages réguliers, la formule (2) permet d’affirmer directement la stabilité
de la nouvelle opération relativement a cette méme classe. Ce raisonnement
pourrait aussi s’appliquer pour la classe des langages C S en tenant compte
du théoréme de Landweber sur l’intersection de deux langages C S. Nous
préférons établir la stabilité de I’opération prolongement relativement aux
langages C S et en déduire le théoréme de Landweber. Mais auparavant
nous signalons quelques autres propriétés de cette nouvelle opération.

7.1.3. Propriétés élémentaires.

Elles s’établissent facilement en partant de la définition ou de la for-
mule (2).

~—~

[tz]£1 = E1[52] (3)
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On rappelle qu’étant donné un langage £, £ désigne son miroir, c’est-
a-dire I’ensemble des phrases de £ écrites & 1’envers. Cette opération miroir
étant involutive et stable relativement 2 la classe des langages C S (ou C F)
(cf. § 6.3) la formule (3) permet de remplacer les prolongements a droite
par des prolongements a4 gauche a 1’étude desquels nous nous limiterons
par la suite.

£, <, implique £,[C;] =2¢, C))
£, < £, implique £,[5;] = £,[g,] &)
(cl v i:25)[’:3] = £1[£8] v gz[ﬁa] (6)
£i[€, U £5] = £4[L,] U £4[L4] M

€1 NEHIEL] = La[Es] N La[Ls] ®
£,[L. N E5] = £4]Ls] N L4 ©))

On peut préciser cette derniére inclusion en remarquant que
£, NE; < L,[L4]
d’o, en utilisant la propriété (5) :
L1182 N £5] < £,[La[La]] = £4[Ca] N £4[E4] 9"

7.2. Langages CF.

Nous intéressant spécialement aux langages C S, nous ne donnerons pas,
dans ce paragraphe, des démonstrations rigoureuses mais 1’énoncé de quel-
ques résultats. Au paragraphe précédent, on a remarqué sur un exemple,
que le prolongement d’un langage C F dans un langage C F n’est pas
nécessairement C F. Mais on peut établir :

7.2.1. Le prolongement d’un langage régulier dans un lan-
gage CF est CF.

On remarquera, tout d’abord, qu’étant donné une grammaire linéaire
a droite, par exemple,

g = (CU! qj’l" S’ :K‘)
il existe une grammaire équivalente §’, linéaire du méme c6té et dont aucune

régle ne contient le symbole initial dans son second membre. Il suffit de

prendre
g’ = (CU" CUT’ SI, “R'I)
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avec :

— U’ =V U {8}, S étant un nouveau symbole,
— R’ comporte toutes les régles de § ; et, de plus, si
‘ S, D A)eR alors (S, DyA)eR.
Soient donc £,, un langage C S, et £, un langage régulier engendrés respec-
tivement par G; et G, :
gl = (cUls cU-r, Sl’ “R'l) gz = (‘Uz, CUT, Sz, ~‘Rz)

ou :
cly1={D1, ...,Dp}

Vy={Ap .-, Ap, Apts, --»An} 3 VUy={By ...,Bn}
S, =A, S, =B
Considérons la grammaire C F
8 = (V, VU, S, R)
ol :
_qu=§c’:f’i,ke(m), jem

(i. e. Uy est un ensemble de symboles a trois indices, dont deux varient
de 0 & m, et ’autre de 1 4 n).

—S=C'r

— R comporte :
. des régles non terminales déduites de celles de la grammaire G, que ’on
suppose normale :

si (A;, AxA)) est une régle non terminale de G,,
(S ciicty)
h h g

est une régle de S, ceci pour tout &, A’ et g compris entre 0 et m i. €., &, I/,
g € (m), avec la restriction suivante : si A = b’ = m on pose aussi g = m;

. des régles terminales déduites des régles de la grammaire S, (d’aprés
la remarque préliminaire on suppose que S, ne comporte pas de régle de la
forme (B;, AjB,,) quels que soient i et j) :

— si (B;, D;By) est une régle de S, (k # m) alors (ij, D,) est une régle
terminale de G;
— de méme si (B;, Dy) € Ry, alors (C:i, D,) € ;.
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— enfin Vie)p) :
(Cri, A)eR.
On prouvera que :
tﬁﬂ==£d£ﬂ

Pour cela on remarquera que la grammaire § est normale et donc si A
est une phrase de £[8], il existe deux suites de regles, re £(Ry) et Te LRy :

~

S=Cn—=> A’ == A
m 8

o]~

De plus si :
A=D11 e D;q VjE)Q) : ije)p).
alors A’ se présente nécessairement sous la forme suivante :

Ar____ me m. jk+1' 0 .
A'=Cliy ... Clix Clrtlipyy ... qu_ltq

avec j, différent de m pour tout r, r >k + 1, étant donné la restriction
imposée aux régles non terminales et la nature des régles terminales. On
pourra alors établir facilement que :

— d’une part A est une phrase de £,,

— d’autre part que B=D ... Dj, est une phrase de £, et donc

i+
A = XB est une phrase de £,[£,].

La réciproque : toute phrase de £,[£,] peut &tre engendrée par S, s’établira
sans difficulté.

Ce résultat a des conséquences immédiates relatives a l’intersection
et au quotient.

10 Si de la grammaire § précédente on élimine les régles terminales :

Vie)p) : (Chi, A)) ; il est facile de vérifier que la grammaire C F qui en
résulte engendre uniquement £, N £,, ce qui nous permet d’énoncer :

L’intersection d’un langage CF et d’un langage régulier est CF.

20 De méme, partant toujours de la grammaire, G, si ’on substitue a toute
régle terminale (C7, D;) la régle (C¥j, B) et & toute régle terminale (C}j, D;)
la régle (C:.’j, 6), la grammaire qui en résulte engendre le quotient £,/L,,
ce que I’on vérifie facilement. Or étant donné un langage C F, £, engendré
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par une grammaire S, contenant en plus de régles C F ordinaires, des régles

de la forme (A, 6), Ajétant un symbole non terminal, on démontre qu’il
existe toujours une grammaire C F, G,, ne contenant pas de telles régles et

engendrant £ — { o }. Ceci nous permet d’énoncer avec S. Ginsburg et
E. H. Spannier [4] :
— Le quotient d’un langage CF par un langage régulier est CF.

Le prolongement d’un langage C F dans un langage C F n’est pas, nous
P’avons vu, nécessairement C F. Mais nous avons plus.

7.2.2. Il est récursivement indécidable de déterminer, pour
deux langages C F arbitraires, £, et £,, si, oui ou non le prolonge-
ment £,[£,] est CF.

Ce résultat va étre établi par une méthode, inspirée de S. Ginsburg et
E. H. Spannier [4], qui permettra de montrer aussi 1’indécidabilité des
problémes de savoir si Iintersection ou le quotient de deux langages C F
est CF.

Pour chaque n-uplet

Z= (21, 22, ceey 2,,)

de mots, non vides, définis sur le vocabulaire { E, F }, on peut considérer
le langage £(2) défini sur le vocabulaire { D, E, F }

£=)=|DZ, ... Z,DEF*EF*-1 ... EF1|k>2; iy iy ..., ic€)m) |

Un tel langage est toujours C F car il peut &tre engendré par la grammaire
ayant pour régles :

.(S,DS)
Vie)n)  .(Si, Z;S,EF)
Vie)n)  .(S, Z,DEF)
S étant le symbole initial, S; un autre symbole auxiliaire.
r=X,Xs ... X) e A=Y ....Y)

étant deux n-uplets de mots, non vides, de £({ E, F }), il est facile de voir que
le probléme, de savoir si :

£(I) [£(A)] = &(T) N £(A)
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est vide ou non, se raméne au probléme de correspondance de Post (§ 1.6)
pour les n-uplets de paires de mots :

{ ()?19 ?1), (ﬁzy ?2), DY (SE,,, ?n) }.

Or un tel probléme est indécidable.
Soient £, et £,, deux langages C F particuliers définis sur le vocabulaire

{A,B,C}(cf. §7.1.2)
£,={A"B"CP| n, peN*}
£,={AmB1C? |m, ge N* }
Les langages £,£(T) et £,£(A), définis sur le vocabulaire terminal
U,={A,B,C,D,E F},
produits de langages C F sont eux-mémes C F (§ 6.2). Or :
M) €L [£a-£(A)] = E:-E(D) N (€2-£(A)) = (2 N L) (U(T) NE(A))

est, suivant que le probléme de correspondance de Post, signalé ci-dessus,
admet une solution ou non, ou bien non C F, ou bien vide. En effet, dans
le 1¢r cas, §’il existait une grammaire C F, supposée syntaxique, engendrant
le langage précédent (1), la grammaire C F qui s’en déduirait en remplagant
les régles terminales (A, D), (A;, E), (Ar, F) par les régles (A, @), (A , ),
(A, 6), engendrerait :

£,N L= {A"B"C"|neN*}

Or ce langage n’est pas C F [3]. On a donc le résultat annoncé ainsi que
le suivant :

— Le probléme, de savoir si I’intersection de deux langages CF
est CF, est indécidable.

S. Ginsburg et E. H. Spannier ont établi [4], un résultat semblable pour
le quotient en procédant de la fagon suivante : quels que soient les langa-
ges £’ et £’, le quotient

£/ -£(I)/L”-L(A)

est égal a £'/L” ou vide suivant que le probléme de correspondance de Post
considéré admet une solution ou non. Ce probléme étant indécidable, il
ne reste donc plus, comme ci-dessus, qu’a trouver deux langages C F parti-
culiers £’ et £” tels que le quotient £/£" ne soit pas C F.



94 JEAN FRIANT

Etant donné trois mots ﬁl, ﬁz, ﬁs sur le vocabulaire { A, B,C}, le
langage

B(M,, My, M) = (M, ... M, DN, ... N, [k>1; 4, ..., ie)3)}

ou N1 A, N2 =B, Ns = C est toujours C F, car il peut &tre engendré
par la grammaire ayant pour régles :

Vie)3) .S, M;SN)
.S, M,DRN)

Il en résulte en particulier que £’ = £(B?, A3, ABC) et £" = £(A, B, C)
sont des langages C F. Or on prouverait que :

L'/£" = { AB, A4, B?, A3, B'A?, B%A, B8, A®B7, ..., A%, ... };
et un tel langage n’est pas C F (cf. § 5.2). On peut donc énoncer :

— 11 est récursivement indécidable de déterminer pour deux
langages C F arbitraires, £, et £,, si le quotient £,/£, est CF ou non.

7.3. Langages CS.

7.3.1. Prolongement.

THEOREME. — Le prolongement d’un langage CS dans un lan-
gage CS est CS.

DEMONSTRATION. — Rappels. — 1° Au paragraphe 3.3 on a établi que
tout langage C S pouvait étre engendré par une grammaire linéaire bornée,
c’est-a-dire une grammaire dont les seules régles comportant le symbole
initial S sont : -

S, SwW) et (S, 8)

W et S’ étant deux symboles particuliers; les autres régles non terminales
étant toutes de la forme (A;A;, AxA)), les régles terminales étant d’ordre un
comme pour les grammaires syntaxiques. Il sera bon d’avoir présent a
Pesprit la remarque du paragraphe 3.3.2 indiquant les caractéristiques
d’une S-dérivation selon une grammaire linéaire-bornée.

2° Au paragraphe 5 on a prouvé la proposition de Landweber énongant
que toute grammaire C S avec marquant est équivalente 3 une grammaire C S
sans marquant.
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Soient £, et £, deux langages C S engendrés respectivement par G, et Gs,

deux grammaires C S linéaires bornées :
G = VU, Uy, S, Ry) 5 G = (V,, Ur, S,, Ro),
avec :
Vy={Dy, Dy, ..., D,}

Vy={Asy ..., Ap, Apts, --., Ay}, Si=A, étant le symbole initial
de §,, S, =A,_, et W,=A,, correspondant aux symboles particuliers
d’une grammaire linéaire bornée (cf. rappels 1°);
Uy,={ By, ..., By, Bpys, ..., B }, S =B, étant le symbole initial
de G,. Ces deux vocabulaires non terminaux sont évidemment supposés
disjoints. Les régles terminales de ces deux grammaires syntaxiques sont :

Vie)p) : 1= (A;, Di) € Ry,
tyi = (Bi, D)) € Ry,
(cf. démonstration du lemme 3.1.2).

Nous allons maintenant définir une grammaire C S, avec marquant, G,
engendrant le prolongement £,[£,] :

g = (CO’, cl)"l‘) S9 #3 “R')~
— G a pour vocabulaire non terminal :

Vy=V, VU, UV U{S,S,, #}
ou :
V' ={CilViem), Vje)p)}
C’; pourra faire penser simultanément aux symboles A; et D s
— S est son symbole initial.
— Les régles de S peuvent étre cataloguées en 5 groupes. Nous indiquerons
apres la description de chaque groupe les dérivations essentielles que per-
mettent ses régles.

_1et groupe: les régles initiales
(#S#, #S:S8: #) et (#S#, #S: #)

débutant toute dérivation aboutissant 4 une phrase de {11[[112]] etdef, N,
respectivement.

2e groupe: Ry, toute régle non terminale de G, est une régle de G. Ces
premiéres régles nous permettent les dérivations suivantes :

#S# —= #5,B, ... BB, #
# S # =g:> #Bjr"' szle#

ANN. INST. POINCARE, B-111-1 7
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pour toute suite (j,, . . ., j,) d’indices compris entre 1 et p, telle que :
B= D;, ... D;, soit une phrase de £,.
3¢ groupe: régles spéciales permettant de passer aux symboles C}

Vje)p), Vi'edp) : (Bj#, Cho,#) (on rappelle que W, = A, )
(By Cl i1 Co1a Gl
(S:Cl41 AnChrr) » (An=S)
(#Cor, #Cat) . (Ap=87)

On peut, grace a ces régles, dériver de # S # les mots de I’un des deux
types suivants :

ir i
) T #A, C;H R O O
@ ' # er;r—l C;r+1 T C;2+1 C;J;1+1 #
avec : B= D; ... D;ef,.

On sait d’autre part (cf. remarque 3.3.2) que toute S,-dérivation selon G,
aboutissant & une phrase A de £, passe par les étapes suivantes :

A
===
S

i

Sl=An =g'=> AnAp+1 e Ap+1 T A,y p+1 -+ Ap+1
1 1

Les régles suivantes, déterminées par celles de §,, vont permettre de pro-

longer les dérivations, comme dans G,, en agissant uniquement sur les indices

inférieurs; les indices supérieurs n’étant pas modifiés, conserveront en cours
~

de dérivations I’information de la production de la phrase B par la gram-

maire G..

4e groupe: Ry, et d’autres régles définies comme suit :

— (An, AsAp4) et (A, A,-y) sont des régles de G, la premiére permet
notamment de prolonger par une dérivation selon G, les mots de type (1)
signalé ci-dessus; .

— a toute autre régle non terminale (A;A;, AxA;) s’ajoutent les (p? + p)

régles suivantes :
Vhe)p) . (A Ch A
Vhe)p), VK e)p) : (Cic), cicl)
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Griéce a ces régles on prolonge les dérivations comme si I’on était dans S,
et I’on dérive de # S # des mots de 1’un des deux types suivants :

r jr j
1) #A,,, ... A, Ci... Ci#

r+s °
@) #CL...Cl#
D,,, ... Dy et Dy ... D, étant des phases de £,.

5¢ groupe: R, toute régle terminale de G,
ti,=(A;, D) , ie)p),

est une régle terminale de S ainsi que la régle associée #;, = (Ci, D;).

On pourra donc appliquer ces régles terminales pour aboutir & une phrase
de £(S) si et seulement si par les régles non terminales des quatre premiers
groupes on a formé un mot de ’'un des deux types suivants :

an #A A

r+1
@ #CH ... Cl

Mais étant donné la nature des régles non terminales, le lecteur verra
facilement que cela aussi est possible si et seulement si :

ir i1
G, ... C;l #

rts *

— d’une part B= D;, ... D;, est une phrase de £,;

— d’autre part :

. danslecas(l”)x= D, ,...D
A ety[Ied],

. dans le cas (2") A =B est aussi une phrase de £, et donc Aec £, Ng,.

Nous avons bien :

L[S] = £4[Fa] = L[ [La]] L (€2 N L)

N
iy4, B est une phrase de £,, mais alors

Un premier avantage de cette démonstration est de permettre d’en déduire
directement le théoréme de Landweber sur Dintersection des langa-
ges CS [6].

7.3.2. Intersection.

CoRrOLLAIRE. — L’intersection de deux langages CS est CS.

En effet, si, de la grammaire § ci-dessus, nous supprimons la régle ini-
tiale (# S #, # S:S; #), les # S #-dérivations, selon la grammaire C S, §’,



98 JEAN FRIANT

qui en résulte, n’engendrent plus que les mots (2), (2'), (2”), et donc d’aprés
la démonstration du paragraphe précédent :

t[g'] = ’:1 N £g

On démontrerait de méme que, si I’on appelle §” la grammaire C S déduite
de la grammaire § par suppression de la régle (# S #, # S, #), on a :

Q[Q”] = SZ1[[‘:z]]

Enfin la démonstration du théoréme précédent va nous permettre d’étu-
dier le quotient de deux langages C S.

7.3.3. Quotient.

Une grammaire engendrant le quotient £,/£, est celle déduite de la gram-
maire G (§ 7.3.1) par substitution a toute régle terminale

ti= (C:9 Di)9 ie )p):
de la régle

Mais une telle grammaire n’est plus CS ; car |6| =0 et |C§| =1,
si bien que ¢’; (i € )p)) est une regle pour laquelle le second membre est
de longueur strictement inférieure 3 celle du premier membre... Dans le
cas des grammaires C F on a déja signalé le résultat suivant (§ 7.2.1) :
étant donné une grammaire C F engendrant un langage £, contenant le

P
mot vide @, on peut lui associer une grammaire C F trés « voisine » engen-
'l -~ . . . .
drant £ — {@}. En particulier la nouvelle grammaire ne contient plus de

régle de la forme (A;, 6). Un tel résultat ne semble pas applicable aux gram-

maires CS...

On peut toutefois généraliser la notion de grammaire CS de fagon &
pouvoir engendrer le mot vide ; c’est-a~dire, étant donné une grammaire C S,
G, engendrant £, on peut lui associer une grammaire, §’, « trés voisine »,

engendrant £ U {6 1. En effet, on peut supposer que § est une grammaire
C S linéaire bornée; pour obtenir la grammaire §' nous ajoutons aux régles
de G I'unique régle (S, 6), S étant le symbole initial. On établira facilement
que la nouvelle grammaire §’ engendre uniquement £ U {’e‘; }, en remar-
quant qu’il n’y a que deux autres régles ou intervient le symbole initial S
(S, SW) et (S, S") (cf. rappels 1°, § 7.3).
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Si des régles arbitraires du type (C, 6) ne peuvent intervenir dans une
grammaire C S, nous pouvons, tout de méme, remplacer dans la grammaire §
ci-dessus (§ 7.3.1) les régles terminales ¢ = (¢, D) (i ,p)) par la régle
(C, D,), D, étant un nouveau symbole terminal que nous supposerons
figurer le « blanc ». La grammaire §”, ainsi définie, n’engendre pas le quo-
tient £,/C, mais un langage, que I’on notera £,//C;, dont les phrases s’obtien-
nent 2 partir de celles de £,[C,], A= )?ﬁ, en remplagant ’extrémité droite ﬁ,
appartenant au langage £,, non par le mot vide, o (comme dans le quotient),
mais par un mot de méme longueur ne comportant que des symboles D,,
ie :

£[8" =£,//8={X|X=D, ... DDy, 3Bef, DAet,
B=D,,, ...Dy,, A=D;...D,B, Vjedg+r) : je(p)

8. EXEMPLES DE LANGAGES CS. APPLICATIONS

8.1. Langages C S artificiels.

Nous allons présenter dans ce paragraphe quelques langages C S définis
sur le vocabulaire terminal, U, = { A }, réduit a une seule lettre. Une phrase
d’un tel langage, A¥, est donc enti¢rement caractérisée par son exposant k.
On sait qu’un tel langage infini, n’est C F que s’il contient un sous-ensemble
dont les phrases ordonnées par longueur croissante est une suite pour laquelle
les exposants forment une progression arithmétique. Le lecteur pourra
ainsi vérifier facilement qu’aucun des langages indiqués ici n’est C F.
Ces langages ont été choisis car ils seront étudiés 2 un autre point de vue
par R. Guedj dans une thése de 3e cycle a paraitre.

8.1.1. 1er exemple :

£h={A"|neN}, ieN i>2

On va décrire une grammaire C S avec marquant engendrant £ (la
généralisation se ferait sans difficulté) :

g(3) = (cU(a)’ cU'n S, #, :R(s))
ol :
_— CII(8) = {S’ #9 A19 A2’ A }’
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— R(s) comporte :

la régle initiale (# S #, # Ay #)
les régles de production (# A,, # A,) (début)

(A:A,, ATA,)
(A, #, A} #) (fin)

la régle terminale (A,, A).
11 est facile de vérifier que :

€[Sl = Lw={ A" |neN}.

En vertu de la stabilité du produit pour la classe des langages C S (§ 6.2)
le langage

Lo Cey={A?"+"|neN, meN }

est C S, mais on peut imposer une « contrainte » plus forte aux exposants.

8.1.2. 2¢ exemple :
t(z,s) = { A2n+sn I neN }
Soit G;,s) la grammaire C S avec marquant

g(2y3) = (CU(!,S)) CU'D S9 #’ 3(2,3))
ol :

- CU(Z,S) = (S’ #s Als A2’ Bl, B29 A)’
— R s, comporte :

la régle initiale (# S #, # A,B, #),
les régles de production (# A,, # A,) (début)

(ASAI’ A:Az) > (Aan A:Bz) 5 (Ban B:Bz) s (Ba #, B: #) (fin)

et les régles terminales (A;, A); (B,, A).
Les dérivations selon cette grammaire ressemblent beaucoup aux dériva-
tions selon la grammaire G5, de I’exemple précédent; on vérifiera que :

L[Ses] = Lan = { A"+ |neN }.
Ce résultat serait évidemment aussi susceptible de généralisation.

8.1.3. 3¢ exemple :
()= {A"|neN*}
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Considérons la grammaire C S avec marquant :
8() = (U(Y), Vs, S, #, R(N).

— U(!) comprend les deux symboles distingués S et 7, les éléments

de U, :
(ljl = {Als AZ’ A3’ B’ Ca Cb Cz: D}

et ceux de
V', ={X'|XeV,} , V,={X"|XeV,} , V" ={X"|XeV,}
et le symbole terminal A.

Nous allons décrire les régles de la grammaire S(!) en indiquant les déri-

vations qu’elles permettent. L’idée directrice est la suivante : on passe
de A" 3 A+D! en « copiant » (n + 1) fois la premiére phrase A" :

A(n+1)! — An!An! ... An!
(n + 1) fois

Ainsi au niveau non terminal le passage de A3!a A*! correspondra a la
dérivation :

# AALAB? # ?5:’ # AAALA B #,

le nombre de symboles A, permet de savoir a quelle étape on est rendu. On
montrera comment les régles décrites permettent de réaliser la dérivation
précédente.

I. — Régle initiale (# S #, # AiA; #).
II. — Régles permettant les dérivations du type :
# A AAB # —== 7 DAA,BY(C,)* #

[0
. (# A, # DA,) (début)
. (AzA,, ALA:C); (A;B, BA,C) : régles de « recopiage »
. (CA,, A,0); (CB, BC) mise en place des nouveaux sym-
(C #,C, #);(CC,, C,C) boles.
. (Aﬁcls C,1C1)
(YX, YX) VX €U, passage a I’étape suivante.
VY eV, —{A;, D}

Par la suite les symboles X et Y désigneront un symbole quelconque
de VU, les restrictions faites seront seules indiquées.
III. — Régles permettant les dérivations du type

# DAllA;|_B8((:],)e # TT)=> # DAlAsBa(C1C3C2)6 #
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. (DA’}, DA";) ou (A;A’;, A,A";) : début de la nouvelle étape.

. X"Y, XY") X # C,.
- (€Y, C,C.Y"), (C"y #, C'4C, #) : régles de « recopiage ».

(Cl #, Cy #).
D’une fagon générale s’il s’agit du passage de A" & AC+D! cette étape
recommence (n — 1) fois.

IV. — Régles permettant les dérivations du type

# DA1A3B8(C102C2)° # ?(!)3 # DA1A1A1B2° #

- (AsC'y, A";A™) ou (A,B’, A";A",) : début, un nouveau symbole A?
apparait en vue d’une nouvelle étape éventuelle.
cX"Y, XY") X#C; et X #C,.
. (C"Y, BY").
. (C",Y, BY") ou (C"; #, B #).
V. — Enfin les régles
. (XA", X"AY),
- (#D", # Ay,
achévent un développement complet (dans 1’exemple choisi on aboutira 2 :
# A;AAA B #), et ’on pourra recommencer un nouveau développe-
ment (on passerait & : # A;A;A,A;A;B!15 # en considérant le méme exem-
ple) ou appliquer les :
VL. — Régles terminales :
(#S #, # A #);
- (A, A);
. (B, A).
On vérifiera que :
E[8(N] = £(1) = { A" |neN*}
8.1.4. 4¢ exemple : Nombres premiers et langages CS.
Nous avons aussi démontré le résultat suivant : le langage

£(p) = {A?|peN, p premier }
est CS.
8.2. Nouvel énoncé du grand théoréme de Fermat.

Le théoréme de Fermat, considéré ici, énonce que les équations :
X"yt =2,
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pour n entier supérieur ou égal 4 3, n’admettent pas de solutions & valeurs
entiéres, i. e. :

ﬁ(x,y,z)eN*xN*xN*: xt4yn=z0 . neN nx=3.

Jusqu’a ce jour, on ne sait si ce théoréme est vrai.
Avant d’en donner un énoncé faisant intervenir certains langages, nous
allons prouver que ces langages sont CS.

8.2.1 £0={A#|neN*}, {ieN,i>3}
On va étudier tout d’abord le cas particulier ot i = 3
£ = {A" | neN*}
en définissant une grammaire C S avec marquant
G® = (VO, Uy, S, #, RO)

I’engendrant. On s’inspirera de la grammaire précédente S(!), et on consi-
dérera comme exemple de génération, la génération de la phrase
A® = (A®)* = A%, en distinguant dans la # S #-dérivation de cette
phrase les étapes suivantes :

# S # —==> #DAAA, #
g® v

= # DAAA,B"? #
= #AIAIAIAIBGO# ?=> #A04 #

g

s®
. Le vocabulaire de la grammaire G'® est le méme que celui de S(!) :
VU = U(!).

. On a distingué dans la # S #-dérivation de # A # quatre étapes;
décrivons les quatre groupes de régles permettant de réaliser chacune de
ces €étapes.

I'. — Reégles permettant les dérivations du type
# S # == # DAIAIAI #
g®
. (S, SA)).
. (S, D).
IT'. — Regles permettant les dérivations du type :
# DAAA, # 73)—‘—’ # DA,AA,B? #

1l s’agit des régles du groupe II, III, IV de la grammaire S(!) seules, la
régle (# A,, # DA,) du début de cette étape est remplacée par :
. (DA,;, DAA,C).
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et les régles (A;C'y, A";A",), (AsB’, A";A",) de IV par :

. (AsC'1, A",C™) et
. (A,B’, A",B").

Les régles (A;B, BA,C) et (CB, BC) du groupe II n’interviendront qu’a
Pétape suivante et la régle (C”, #, B #) doit étre ajoutée au groupe IV.
On peut distinguer dans la dérivation précédente les phases indiquées
ci-aprés :

II
# DAAA, # ?"" # DAALAL(C))* #

oI

?s)» # DAAA4(C,C.Co)t # %; # DA,A,A,B* #

III'. — Régles permettant les dérivations du type
# DAllglelBl2 # __é—(_a)» # AIAIAIAIBSO #

Cette étape commence par application de la régle

. (DA",, A;A;A,C) aprés application des régles,
. (XA, X"AD, X #D

puis on applique les régles de 1’étape précédente II' auxquelles on ajoute
la régle :

(#A", #A);
on peut décomposer la dérivation indiquée de la fagon suivante :

# DAA A, B # —_T??")"* # A AAA,BY¥(C))te #
= # AA1AABY(C,C,C,)te #T"‘)=> # A1AA A BSO #

a3

1V’. — Régles terminales : celles de la grammaire S(!)

(FES#, #AH),

. (Ay, A).

. (B, A).

Dans le cas général, i > 3, il suffit d’introduire des symboles non termi-
naux supplémentaires :

Di—89 Di—b D] D19 D (Pour DO)

de remplacer la régle (S, D) du groupe I, et la régle (DA,, DA;A.C) du
groupe II’, de §'®, respectivement par les régles (S, Di_s) et (D;—sA,,
Di_sAsA.C) et d’ajouter A la régle (DA™, A;A;A,C) du groupe IIT', les
régles (D;A",, D;_;A;A;C) pour tout j, j € (i — 3).
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8.2.2. Théoréme de Fermat.

Les langages C S étant stables pour le produit (§ 6.2) et pour I’intersec-
tion (§ 7.3.2) le théoréme de Fermat peut s’énoncer :

— Pour tout entier i supérieur ou égal a 3 les langages C S
(EO-£O) A £O
sont vides, i. e. :
Vi, ieN i=3: (EOLNNEO =@,
En effet si I’un de ces langages n’était pas vide, il existerait un triplet
d’entiers (n, m, k) tel que :
AMA" = A je: indim= ik

Pour chacun des langages précédents on peut déterminer une gram-
maire C S qui I’engendre. Mais le probléme général, de savoir si le langage,
engendré par une grammaire C S arbitraire, est vide, est indécidable [3]
(le probleéme est décidable dans le cas des grammaires C F). Lever cette
indécidabilité pour les grammaires particuliéres considérées ici, c’est résou-
dre le probléme posé par le théoréme de Fermat.

8.2.3. Cas particulier :

@ ={A"|neN}

11 est facile de voir que le langage £® peut &tre engendré par une gram-
maire déduite de 8® en y remplagant les régles du groupe III' par celles
du groupe V de §(!). Mais on peut définir une grammaire plus simple en
se basant sur le fait que I’on passe d’un carré, n?, au carré immédiatement
supérieur (n 4 1), en ajoutant le nombre impair (27 -+ 1). Soit donc la
grammaire C S avec marquant :

8@ — (U®, U, S, #, R)
ayant pour vocabulaire non terminal :
VR = (S, #, Ay, Ay, B, B)
pour vocabulaire terminal :
Vr = { A }
et pour regles :

- (S, B); (# Ay, # A

. (AzA5, AJA,); (A,B, A;B).

. (BiA;, ABA,); (B,B, A,BB)).

. B; #, A;BBB #).

- (Ay, A); (B, A).
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Dans la # S #-dérivation de # A® #, selon §®, on peut distinguer
les étapes suivantes :

= # AIA1A1BA1A1BA1A1BA1BA1BBB # _'?69 # Al‘ #

g®@

On prouvera aisément que :
L[S®] = £,

En vertu de la stabilité du produit et de D’intersection pour 1’ensemble
des langages C S on peut dire que le langage, non vide :

ECO.LNNELD={A"|neN,A(m, h, )e NXN XN : n=m*=h*4k?}
est CS.

8.3. Langages C S et régles de mariage
dans les sociétés primitives [7].

Dans certaines sociétés, les mariages sont soumis a des régles trés strictes.
Nous ne nous intéressons pas aux clans de ces sociétés, mais aux différents
types de mariages possibles. Les régles de mariage considérées ici sont
caractérisées par les axiomes suivants :

. Axiome 1. — On assigne a chaque individu un type de mariage.

. Axiome 2. — Deux individus ne sont autorisés i se marier que s’ils
ont le méme type.

. Axiome 3. — Le type d’un individu est déterminé par son sexe et par
le type de ses parents.

. Axiome 4. — Deux gargons (ou deux filles) dont les parents sont de
types différents sont eux-mémes de types différents.

Exemple : Dans le syst¢tme Kariera (Australie), il existe quatre types de
mariages, notés M,, M,, M;, M,, attribués selon le tableau suivant :

Type Type Type
des parents du fils de 1a fille
M, M, M,
M, M, M,
M3 Ml Mg

M, M, M,
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Dans le cas général, s’il existe n types de mariage, désignés par les sym-
boles : M,;, M,, ..., M,, les axiomes 3 et 4 impliquent I’existence de deux
permutations g et f de I’ensemble )n) = {1, 2, ..., n} telles que : My
(resp. My(;)) désigne le type des parents d’'un homme H; (resp. d’une
femme F;) de type M;, i € )n). Les parents d’un homme de type M; sont
donc parfaitement définis quant a leur type et se noteront Hg)F,q) ; de
méme les grands-parents pourront &tre désignés par le symbolisme suivant :

HrginFateinH riganF rigans

on a tenu compte de 1’axiome 2, et on a toujours écrit le pére a gauche, la
mere a droite. En fait le type des parents de H;, 4 la deuxi¢me génération
est parfaitement défini par le symbolisme : Mgy M sy D’une fagon
précise, étant donné un individu de la société on désignera sa « signature
clanique » d’ordre k par la suite des 2%~T types de ses 2% ancétres a la kitme
génération; c’est un mot, de longueur 2%-1, défini sur le vocabulaire :

CUT‘_':{MlaMzs '--9Mn}'

Le langage considéré sera donc I’ensemble de toutes les « signatures
claniques » possibles pour une telle société. Montrons que ce langage est C S
en esquissant une grammaire C S avec marquant I’engendrant :

g = (CU, clea S’ #9 “R')

ou :

—Vy={M, M, ..., M,}

J— clTN = {S, #, H,‘, F,', H’i, F’i I VI . le)n)}

— R comporte trois groupes de regles définies Vie Yn), Vje )n) :

. Régles initiales :

. (S, H); (S, F).

. Regles de développement (permettant de considérer les ancétres d’un
individu) :

*(#Hy, #HeoFew)  ou  (#Fy, # HpoF o)

- (FiHi, FHyoF'e)  ou  (FF, FHF s)

: (F’J' #, F.i #)

. Régles terminales :

* (Hi, M)

- (Fi, Myq)-
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On remarquera que ’homme H; de type M;, et la femme F; de type M;,
ont mémes signatures claniques de tous ordres, si et seulement si :

8@ = f0)-

Il en résulte que le nombre de signatures claniques distinctes d’ordre k,
est toujours égal & n, le nombre de types de mariage, quel que soit k. Ainsi,
dans le systtme Kariera, les quatre signatures claniques d’ordre k = 4
sont :

M, M, M. M; M M\ M; M;
M, M; M; M, M; M;: M: M,
M, M, M, M; M, M; M; M,
M, M; M; M, M; M, M, M,.

9. UNE GENERALISATION
DES GRAMMAIRES CONTEXT-FREE DE CHOMSKY

9.1. Composition et expression [I].

Nous avons vu (§ 3.1.3) qu’a toute grammaire de constituants
=V, YV, S, R)

on peut associer une grammaire syntaxique équivalente ol ’on distingue
les régles non terminales des régles terminales, R = Ry U R;. En linguisti-
que, au lieu de parler de régles terminales, on dirait que I’on a groupé les
mots de la langue (qui constituent le vocabulaire terminal

Vr={D:|ie)p)}

suivant les différentes parties syntaxiques qui constituent elles le vocabu-
laire non terminal : Uy = { A;|i € (n) }, Ay = S; ainsi a chaque symbole
de Uy, A;, se trouve associé un sous-ensemble de U, que I’on notera { A;} :

{Al}={DiJ|Dtj€cU1‘, (Ai,D,j)E.‘RT}

Ainsi { S} serait ’ensemble des phrases d’un seul mot : oh !, bonjour !,
silence !, viens !, etc. Les mots du vocabulaire terminal ayant ainsi été
classés suivant les diverses parties syntaxiques, la grammaire se trouve
caractérisée par I’ensemble des régles non terminales qui sont essentiellement
des régles de syntaxe. On peut, comme Chomsky, partir de I’unité la plus
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grande, la phrase (S), pour la diviser en unités de plus en plus petites :
c’est le point de vue de la dérivation; ou au contraire, partir des éléments
pour construire avec eux des unités de plus en plus grandes : c’est le point
de vue de la composition. Ce point de vue intéresse le codeur, le locuteur :
avec des membres de phrase faire des phrases. Les deux points de vue sont,
d’ailleurs, proches I’un de 1’autre, si

A ——>B est une régle de dérivation (notée encore (X, ﬁ)),
B

——>Aestla régle de composition correspondante.

11 suffit d’inverser les fléches.

Mais dans les grammaires de constituants de Chomsky on ne considére
qu’une opération d’assemblage c’est le produit de juxtaposition, et on ne
peut donc par ce formalisme qu’étudier les textes présentant un caractére
strictement monoidal. Or I’étude de textes (linguistiques, mathémati-
ques, ...) fait apparaitre fréquemment des mots fortement liés entre eux
bien que ne se suivant pas immédiatement dans la chaine; d’ou I'idée,
considérée notamment par J. P. Benzécri, d’introduire dans le formalisme
linguistique des mots non connexes ou mots a plusieurs composantes,
comme : « ne ... pas » en frangais, « bring ... up » en anglais, et des
signes a plusieurs insertions comme les parenthéses (_), le 1'-_"3 de
Bourbaki, ceci en plus des mots et symboles ordinaires considérés alors
comme des mots & une composante, des signes 4 une insertion... Au lieu de
pouvoir simplement juxtaposer symboles et mots, on imbriquera signes et

B

mots 3 plusieurs insertions de diverses fagons.

Cela nous permet de distinguer dans la langue 2 niveaux : celui de la
composition décrit ci-dessus et que 1’on peut concevoir suffisamment général
pour convenir & plusieurs langues et celui de ’expression variant d’une
langue a ’autre. En effet si la régle de syntaxe : une phrase se compose d’un
sujet et d’un verbe, se trouve dans plusieurs langues, cette régle s’exprimera
différemment suivant chacune. Ainsi en anglais le verbe devra sans doute
étre considéré comme un mot 4 deux composantes : le verbe lui-méme et
sa postposition (éventuellement absente, auquel cas la deuxiéme composante
serait réduite au mot vide) par exemple : C L I M B-U P; le sujet sera aussi
un mot 4 deux composantes, par exemple : H E-S.

Ainsi « il grimpe » s’exprimera en anglais :

! | |
HE CLIMBS UP.
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Le cadre mathématique adapté a de telles structures est celui des catégo-
ries. Ainsi J. P. Benzécri a étudié [2] une catégorie, appelée S E G, qui
permettrait d’approcher la structure de I’expression. Nous allons nous inté-
resser tout d’abord au point de vue de la composition.

9.2. Catégorie S Y N.

9.2.1. Définitions.

On ne trouvera ici sur les catégories que les définitions qui nous sont
nécessaires (pour une étude plus développée du sujet on se rapportera aux
divers ouvrages spécialisés).

10 Catégorie. — Une catégorie C est la donnée :

1) d’une classe non vide d’objets;

2) pour tout couple (A, B) d’objets de C, d’un ensemble noté Hom (A, B)
et appelé ensemble des morphismes de A dans B. On parle aussi de morphis-
mes de source A, de but B et on les désignera par des lettres grecques en
précisant généralement la source et le but en indice supérieur et inférieur

respectivement, ainsi : «p € Hom (A, B);

3) pour tout triple d’objets A, B, C de C d’une application de
Hom (A, B) X Hom (B, C) dans Hom (A, C), I’application de composition
notée

A B B A
(“xa Bc) ~~m> Boo o
satisfaisant aux axiomes suivants :
a. L’application de composition est associative :
C B A C B A
(YD° BC) °dg = Yp©° (Bc ° “n)

lorsque ceci est défini;
b. Pour tout objet A de C, il existe un élément de Hom (A, A), que nous

noterons 3 et tel que :
Vasc Hom (A, B) et ;€ Hom (B, A)
aGpoSi=ay et Srofr=0py

EXeEMPLES. — Ainsi nous avons la catégorie E N S dont les objets sont les
ensembles et les morphismes les applications ensemblistes munies de la loi
de composition usuelle. Mais les objets ne sont pas nécessairement des
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ensembles. Dans ce cas la catégorie peut étre considérée comme un dia-
gramme : les points sont les objets et les fléches reliant ces points sont les
morphismes. Soit par exemple la catégorie DI A G

1

2
5 (1} %2 oL

réduite a deux objets, notés 1 et 2, et A trois morphismes avec les compo-
sitions évidentes; ici Hom (2, 1) est vide.

20 Catégorie 2 produit direct. — Etant donné deux objets A et B
d’une catégorie C, on dira qu’un troisiéme objet C est produit direct de A

et de B par les morphismes (projections) m, et 75 si quel que soit 1’objet X
et les morphismes o) et Py, il existe un morphisme unique v tel que :

Cc X x
Tao Yo = Uy
C . X__ X
g 0 Yo = P

OnnotetraC=A X Bety=a X B.

La catégorie C sera dite a produit direct si pour tout couple d’objets (A, B)
on peut trouver un troisiéme objet C qui en est le produit direct par des
projections convenables que nous noterons désormais 85*° et 85%%.
E N S est une catégorie ou le produit direct de deux objets correspond au
produit cartésien de ces deux ensembles.

C étant une catégorie & produit direct on pourra définir sur les morphismes
une nouvelle opération, appelée produit.

Soient deux morphismes quelconques,

a et B

le morphisme produit, noté « ® B, élément de Hom (A X B, C x D)
est défini comme suit :

0 @B = (g0 83°%) X (B30 55").

Le lecteur remarquera que 1’on a noté comme un produit cartésien, X,
le produit de deux morphismes de méme source et comme un produit

ANN. INST. POINCARE, B-I111-1 8
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tensoriel, ®, le produit de deux morphismes de sources non supposées
identiques. Ces notations varient d’un auteur & I’autre. Celles adoptées
ici correspondent a celles suggérées et choisies par J. P. Benzécri.

30 Foncteur. — Soient C et C’' deux catégories. Un foncteur  de C dans
C’ est la donnée :

1) pour tout objet A de C d’un objet F(A) de C,
2) pour tout morphisme . de A dans B d’un morphisme F(i) de F(A)
dans (B) tel que :

Fpeop)=F (W) F(p)
F(s8) = 554

D’autre part, les foncteurs considérés par la suite seront toujours supposés
compatibles avec le produit direct, c’est-3-dire, que si C est produit direct
de A et B par les projections = et ', alors F(C) est produit direct de F(A)
et F(B) par F(x) et F(="). .

Nous sommes maintenant en mesure de définir une structure type corres-
pondant 3 la composition dans une langue.

9.2.2. Catégorie S Y N.

Etant donné une grammaire de constituants de type context-free, sup-
posée syntaxique (§ 3.1.3)

S =(V, Vs, S, R)

la catégorie S Y N qui lui est associée est définie de la fagon suivante :

— elle a pour objets les mots du monoide libre £(Uy).

Tout élément A de V) s’appellera objet-base. Le produit direct défini
sur les objets de S Y N correspond au produit de juxtaposition défini
sur les mots de £(U)) et se notera de la méme fagon ; les morphismes projec-

AN ~
tions associées s’écriront sous la forme 8%'; 32 désignant le morphisme

identique de Hom (K, K) pour tout Ae £(Vy) ;

— en plus des morphismes-projections ainsi définis il y a les morphismes-
générateurs en bijection avec les régles non terminales de la grammaire G,

~

y.:, sera le morphisme correspondant a la régle A — Bdela grammaire.
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Enfin il y a & considérer tous les morphismes se déduisant des précédents
par composition et produit.

Cette catégorie S Y N peut étre imaginée comme un diagramme dont
les sommets correspondent aux mots de £(U)) et les fléches aux morphismes.
Nous nous intéressons spécialement aux morphismes de but S car a chacun
de ces morphismes correspond une structure syntaxique de phrase, correcte -
relativement & la grammaire § associée. Ainsi nous allons définir la catégo-
rie S Y N associée a la grammaire S, quelque peu modlﬁée, ayant servi
d’exemple au § 1.5.2.

EXEMPLE. — Les objets-base de la catégorie correspondent aux éléments
du vocabulaire non terminal de la grammaire §

= { S, N, V, Ar, Aj, Ads V}

chacun de ces symboles désignant la partie syntaxique indiquée au § 1.5.2.
— Les morphismes-générateurs déduits des régles de G sont :

NV, A.NA;, AgA;. VN, VAZ. v
% > BN / YAj ’5 & > Ny ™ ev'

La phrase, dont la génération par G avait été décrite a 1’aide d’un arbre :
UN ETUDIANT TRES DOUE NE RESOUT PAS TOUJOURS UN
PROBLEME DIFFICILE, aura dans S Y N une structure syntaxique
définie par le morphisme suivant de but S :

o { [ (@) o ere (e (o)) os)] |

Dans la grammaire en question les régles terminales étant peu nombreuses,
les ensembles { N }, { V }, etc. (notation définie au § 9.1) se réduisent 3 un
ou 2 éléments. On peut évidemment lever cette restriction et nous intéresser
4 ’ensemble des mots de la langue frangaise catalogués suivant les diffé-
rentes parties syntaxiques. Il en résulte que le morphisme précédent repré-
sente la structure syntaxique de toutes les phrases béties sur le modele de
celle indiquée ci-dessus. Ainsi en passant dans la catégorie EN S par un
foncteur convenable les morphismes «, B, ... apparaissent comme des fonc-
tions a 2, 3, ... arguments respectivement et le morphisme composé précé-
dent peut s’écrire sous la forme fonctionnelle suivante :

“{[ﬁ(9 . Y('s '))]9 [5(‘4(9(), ))$ B(’ LX] ')]}

Plus précisément 1’on passera de SY N dans E N' S par I'intermédiaire
d’une troisiétme catégorie convenable, E X P ou catégorie d’expression.
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9.3. Catégorie E X P.

9.3.1. Définitions.

Nous allons nous intéresser uniquement aux langages pour lesquels au
niveau de ’expression interviennent des constituants non connexes (cf. §9.1 :
CLIMB-UP). La catégorie adéquate est la catégoric S E G que nous ne
décrirons pas ici d’une maniere formelle (cf. [2]).

1o Catégorie S E G. — Les objets-bases sont dénombrés par les entiers
1,2, ... il y en a autant que de type de mots, c’est-a-dire, que de nombres
possibles d’insertions. On parle de « peignes » 4 1, 2, ... dents, que ’on

note:|,| I,

. Les morphismes correspondent a tous les procédés pour fabriquer un
mot a plusieurs insertions (ou une liste de tels mots) & partir d’une liste de
mots de types donnés. Nous allons considérer deux morphismes qui inter-
viendront par la suite.

. Morphisme p :

-

N\ ——

Par un foncteur de S E G dans E N S, 4 ¢ correspondra un procédé permet-
tant de fabriquer d’une liste de deux mots ayant chacun deux composantes
un troisi¢éme mot & deux composantes. En désignant aussi par p cette appli-
cation ensembliste, on écrira :

o(A—B/C—-D)=A—CBD;
le tiret — sépare les composantes d’un mot non connexe, et la barre / les
mots d’une liste.
Dans le schéma ci-dessus, la 17¢ (resp. la 3¢) ligne désigne la source (resp.
le but) du morphisme p. La 2¢ ligne indique comment se fait ’imbrication

et la juxtaposition des dents de la source : on ’appellera le graphe du mor-
phisme.
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. Morphisme 2, :

.
ri
|

C’est un morphisme simple que 1’on appellera liaison d’ordre 2. Dans
ENSona:

Mn(A — B)=AB

Le morphisme A, ayant pour source le but du morphisme p, ces deux mor-
phismes peuvent se composer, ainsi dans EN'S :

A o o(A — B/C — D)= ACBD.

20 Foncteur d’expression. — Etant donné une catégorie S Y N trés
générale, une langue sera essentiellement caractérisée par un foncteur
de SY N dans EXP (ici SE G). A chaque objet-base de SY N (symbole
non terminal) correspond un objet-base de S E G (ainsi, pour la langue

anglaise & V (verbe) correspondrait le peigne 4 deux dents I ') De méme

4 chaque morphisme de S Y N (régle de grammaire) correspond un mor-
phisme de S E G qui régit I’assemblage considéré en tenant compte de la
langue étudiée.

3° Grammaires context-free 4 peignes. — On a vu comment 3 une
grammaire de constituants de type C F, définie par N. Chomsky on associe
une catégorie SY N (cf. 9.2.2). La catégorie d’expression associée est la
catégoric M O N que I’on trouvera décrite dans [I]. Cela revient 3 dire
que les mots considérés ne possédent qu’une composante et que la seule
opération définie sur les mots est le produit de juxtaposition.

. Si la catégorie d’expression est la catégorie S E G signalée ci-dessus, on
parle de grammaires context-free & peignes (C F P, par abréviation). Dans
une telle grammaire les symboles non terminaux sont des symboles 3 plu-
sieurs insertions; les régles ayant un premier membre défini par un symbole
a n insertions ont un mot & n» composantes comme second membre, ce mot
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est défini par une liste de symboles de base et un morphisme de S E G.
Nous allons préciser ces notions sur un exemple tiré de [] et revenir, par
les régles, au point de vue de la dérivation.

9.3.2. Exemple : Construction des formes modales des verbes
anglais.

La grammaire ci-dessous (inspirée de N. Chomsky) vise & construire les
formes modales des verbes anglais. Elle comprend les régles non terminales :

S — Ao p(N/V)
V>V, ie (3
Vi = oM;/V)) (i <))

et les régles terminales :
S - #THEY- ; S - #HE-S ; S — # THE # LINGUISTS-
Ici # représente le « blanc » d’un texte.

Vo — # INSERT-# ; V, — # CLIMB-UP #
M, - #BE-EN ; M, - # BE-ING ; M; — # HAVE-EN

Dans ces régles V; (verbe), N (sujet), M; sont des symboles & deux inser-
tions.

p et A, correspondent (dans E N S) aux morphismes de S E G décrits
ci-dessus (§ 9.3.1).

Pour engendrer une phrase selon cette grammaire, partons du symbole
initial S (symbole a une insertion) et appliquons successivement les régles
de la liste suivante :

S — Ao p(N/V)

N — # THE # LINGUISTS-
V>V,

Vs = o(Ma/Vy)

Ve = o(My/Vo)

Vo — # INSERT- #

On aura I’arbre de dérivation ci-contre.
Dans cet arbre, les fleches représentent des substitutions : au symbole
placé en haut de la fléche, on substitue I’expression qui est en bas, ou, si
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S
l)“2° P
N/v
F THE FELINGUISTS - vy

H HAVE-EN /v,

#BE—ING/VO

# INSERT- H£

cette expression est une liste, le résultat de I’opération sur cette liste du mor-
phisme indiqué & droite de la fleche. On obtient ainsi la phrase :

Az p(#THE#LINGUISTS/o(# HAVE-EN/o(#BE-ING/#INSERT-#)))
c’est-a-dire :
# THE # LINGUISTS # HAVE # BEEN # INSERTING #
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9.4. Conclusion.

Dans ce dernier paragraphe nous avons associé & une grammaire de consti-
tuants de type context-free une catégoriec S Y N. Cela nous a permis d’obte-
nir une généralisation des langages de type C F en considérant, au niveau
de I’expression, la catégorie S E G (au lieu de M O N). Dans le cas d’une
grammaire de constituants de type 1 ou de type 2 on pourrait aussi envisager
de lui associer une catégorie S Y N adéquate...

Les langages C F P (langages engendrés par des grammaires C F P)
constituent déja une extension importante des langages CF au sens de
Chomsky. On se contentera de faire remarquer que les langages C S sui-
vants, déja mentionnés dans cette étude, sont C F P (cf. R. Guedj, These
de 3¢ cycle, a paraitre) :

. £ ={A"B"C"|neN*} (§7.1.2)

. £, = {AB, A4, B2A? B¢A2, B®A, B3, A’A7, ..., A%, ...} (§5.2)
. Lo={A"|neN} (§8.1.1).

Cependant nous avons démontré le résultat suivant :

TaEOREME. — Tout langage CFP est CS.

Ce résultat a été complété par R. Guedj qui a montré qu’il existe des
langages C S qui ne sont pas C F P. R. Guedj donne pour exemples des
langages C S étudiés au § 8. 1.

Mon désir est de consacrer un travail ultérieur 4 exposer le théoréme précé-
dent et étudier les grammaires a peignes.
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