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RÉSUMÉ. - On montre l’existence d’un prolongement méromorphe de
la matrice de scattering pour un potentiel à longue portée analytique à
l’infini. Ce prolongement existe comme opérateur continu sur des espaces
de Gevrey sur dont l’indice critique dépend du taux de décroissance
à l’infini du potentiel. On utilise une définition semi stationnaire de

l’opérateur de scattering due à Isozaki et Kitada, à l’aide de modificateurs
indépendants du temps. On montre que les pôles de la matrice de scattering
coïncident avec les résonances de l’opérateur.

ABSTRACT. - We prove the existence of a meromorphic extension of
the scattering matrix for long range potentials analytic at infinity. This
extension exists as a bounded operator on some Gevrey spaces on S" -1,
with critical depending on the rate of decay of the potential at infinity.
We use a semi-stationary définition of the scattering operator due to
Isozaki-Kitada, using time independent modifiers. We show that the poles
of the scattering matrix coïncide with the résonances of the Hamiltonian.
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82 C. GÉRARD ET A. MARTINEZ

o. INTRODUCTION

On s’intéresse dans ce travail à l’étude des propriétés analytiques de la
matrice de scattering S(~)(~&#x3E;0), pour des opérateurs de Schrtidinger à
deux corps P= - h2 0 + V (x), où V est un potentiel à longue portée.

Les physiciens associent les résonances quantiques, i. e. des particules
de durée de vie finie qui sont observées sous forme de pics sur la section
totale de diffusion d’une réaction (pics de Breit-Wigner), à des pôles
(appelés aussi résonances) pour des valeurs complexes de Â de la matrice
de scattering S (~).

Cette correspondance est justifiée dans la théorie physique (indépendante
du temps) du scattering ( voir par exemple [La-Li]), par l’existence d’un
prolongement méromorphe en Â des amplitudes partielles de diffusion
dans le cas d’un potentiel radial.

Mathématiquement, on n’a pas, j usqu’ à présent, de définition intrin-
sèque des pôles de la matrice S, sauf pour un potentiel à support compact
via la théorie de Lax-Phillips. (Voir [L-P] et [Re-Si]).

Par contre, depuis les travaux fondamentaux de Aguilar-Combes
[Ag-Co] et Balslev-Combes [Ba-Co], étendus ensuite et généralisés par
beaucoup d’auteurs (cf par exemple Simon [Sim 1], Hunziker [Hu], Cycon
[Cy], Helffer-Sjöstrand [He-Sj], etc.), on sait définir des résonances comme
pôles d’un prolongement méromorphe de la résolvante (P- ~,) -1 à partir de
3~&#x3E;0, à condition que le potentiel V vérifie des hypothèses d’analyticité à
l’infini.
On sait aussi, d’après Helffer-Martinez ([He-Ma]) qu’une large classe

de définitions de résonances donne lieu en fait aux mêmes résonances (c~:
aussi [Ge-Ma] pour une correspondance avec les pics de Breit-Wigner).
Le problème naturel qui se pose alors et qui a été énoncé par B. Simon
dans [Sim 2] est de montrer l’existence d’un prolongement méromorphe de
S (À) et ensuite d’identifier les pôles de S (Â) avec ceux de (P- Â) -1, c’est-
à-dire de montrer qu’ils coïncident et ont même multiplicité algébrique.

Pour une classe de potentiels essentiellement à décroissance exponentielle
à l’infini, le problème du prolongement a été résolu par Shenk-Thoe [S-
T], Simon [Sim 2], Babbit-Balslev [B-B], celui de l’identification par
Jensen 

Pour des potentiels à courte portée dilatables analytiquement, et pour
des sommes de potentiels à courte portée, dilatables analytiquement, et de
potentiels exponentiellement décroissants, les deux problèmes ont été
traités par Balslev ([B 1], [B 2]).

Enfin, pour des potentiels à courte portée, dilatables analytiquement en
dehors d’un compact, Agmon a également traité les deux problèmes [Ag].

Pour des systèmes à N corps, il n’y a que des résultats très partiels.
Citons les travaux de Balslev [B 3] (prolongement et identification pour
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83MATRICE DE SCATTERING

des problèmes à 3 corps à courte portée), [B 4] (prolongement pour des
problèmes à N corps à courte portée sous le seuil des décompositions à
3 corps), Hagedorn [Ha] (prolongement pour des problèmes à 4 corps à
décroissance exponentielle dans le cas de décompositions 2 corps
--+ 2 corps).

Sigal dans [Si 1] a obtenu le prolongement de S(Â) pour des systèmes à
N corps à courte portée n’ayant qu’un seul canal de réaction. Ce résultat
est étendu dans [Si 2] à des schémas de réaction plus généraux.

Enfin, Derezinski [De] a étudié les singularités de S (Â) au voisinage des
seuils et montré qu’elles sont du type Â 1/2 ou Log Â.
Pour des problèmes à deux corps à longue portée, la principale difficulté

est qu’il faut introduire des opérateurs d’onde modifiés pour définir la
matrice de scattering.
A notre connaissance, le problème n’a été abordé que par Agmon et

Klein [Ag-Kl] pour un potentiel radial à longue portée. (Voir la remarque
suivant le théorème 1.1). Nous avons été motivés par leur travail qui
indique en particulier que la matrice de scattering d’un problème à longue
portée ne peut se prolonger à des énergies complexes qu’en remplaçant
L2(sn-1) par un espace de Gevrey Agmon et Klein obtiennent
d’ailleurs exactement l’indice critique 
Dans un travail particulièrement intéressant, Isozaki et Kitada [I-K 1]

ont introduit des modificateurs indépendants du temps pour définir la
matrice S (Â) dans le cas à longue portée, en utilisant des idées géomé-
triques déjà présentes dans les travaux de Enss et de Mourre.

Ils utilisent ces modificateurs dans [I-K 2] pour étudier les singularités
de S (Â) sur la diagonale de S" -1 et pour résoudre le problème de
scattering inverse. En particulier, ils donnent une formule de représentation
de S (Â) pour en fonction des valeurs au bord qui
ressemble beaucoup à la formule usuelle dans le cas à courte portée.
Un autre avantage de cette formule est que l’on peut obtenir le prolonge-

ment méromorphe de S(Â) sans avoir à démontrer un principe d’absorption
limite pour les opérateurs dilatés, ce qui est l’ingrédient essentiel des
démonstrations précédentes dans le cas à courte portée.
Grâce à cette formule de représentation, nous montrons dans cet article

que pour un potentiel à longue portée, décroissant à l’infini comme  x )~,
pour 0pl, et analytique à l’infini, la matrice de scattering S (~) se

prolonge méromorphiquement en Â dans un voisinage conique du réel,
comme opérateur continu de l’espace de Gevrey dans lui-même
pour !~(l2014p)’~, avec des pôles exactement égaux aux résonances de
P (voir théorème 1.1). Dans le cas coulombien où p = 1, on peut remplacer

par Notre résultat dans ce cas s’applique par exemple
à l’hamiltonien d’un électron dans une molécule avec des noyaux de masse
infinie.

Vol. 51, n° 1-1989.



84 C. GÉRARD ET A. MARTINEZ

Le plan de l’article est le suivant :
- Dans la section I, on introduit les hypothèses et on énonce le résultat

de ce travail (théorème 1.1 et Corollaire 1.2). On rapelle aussi quelques
résultats obtenus par Isozaki et Kitada qui seront utiles dans la suite.
- Dans les sections II et III, on construit dans des voisinages complexes

de des fonctions de phase et des amplitudes solutions des équations
eiconales et de transport. On montre des estimations du type « symbole
analytique » sur les amplitudes. 

’

- Dans la section IV, on démontre le Théorème 1.1, en utilisant une
caractérisation à la Hunziker des résonances, et des résultats de continuité
Gevrey des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre infini.
- Dans la section V, on démontre le Corollaire 1. 2, à l’aide d’identités

classiques de la théorie stationnaire du scattering.
Nous tenons particulièrement à remercier J. Sjöstrand pour de nom-

breuses et intéressantes discussions. Nous remercions aussi J. -M. Bony,
E. Balslev, S. Agmon et M. Klein pour des conversations fructueuses.

1. Notations et résultats. Formule d’Isozaki-Kitada

Dans cette section, on énonce le résultat de ce travail et on fait quelques
rappels sur la formule de représentation d’Isozaki-Kitada. On commence
par fixer les hypothèses :
- On considère l’opérateur de Schrôdinger sur 

où 1] est un paramètre et V est une fonction réelle qui s’écrit sous
la forme suivante :

et

(1.1) ~03C1~]0, 1 [, 8o&#x3E;0, Ro &#x3E; 0 1 tels que 
- VL se prolonge holomorphique-

ment dans et vérifie :

Ici on a noté x&#x3E;=(1+|x|2)1/2 pour x~Cn.
( 1. 2) est un potentiel à support compact tel que Vs (.~ + i) -1 est

compact.
Sous ces hypothèses, on peut définir pour ~, &#x3E; 0 la matrice de scattering

S(~): L 2 (sn -1) ~ L 2 (sn - 1) à l’aide de modificateurs indépendants du
temps. On rappelle plus bas les résultats de [I-K 1] et [I-K 2].
On notera l’espace des fonctions Gevrey d’indice s sur 

défini par : est dans si 3 C&#x3E;O t. q. :

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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où désigne les dérivées sur On notera le dual topolo-
gique de qui est un espace d’ ultradistributions.
On dira qu’un opérateur M ( 7~) défini pour de dans

GS (sn - 1) se prolonge méromorphiquement dans un ouvert complexe ~ si
M (Â) a une extension comme opérateur continu de GS ( S" -1 ) dans

holomorphe en Â en dehors d’un ensemble discret et si
V Xo E r, M (Â) s’écrit au voisinage de Âo sous la forme :

où Mo (À.) est holomorphe continu de GS ( S" -1 ) dans GS ( S" -1 ) et Ei est
un opérateur de rang fini pour 1 ~ i ~ n (~,o) . n (Ào) est appelé l’ordre du
pôle À.o.
On utilisera les définitions analogues obtenues en remplaçant GS ( S" -1 )

par coo(sn-l), GS (S" -1)’ et 
Le résultat de ce travail est alors le suivant:

THÉORÈME 1.1. - (0 Sous les hypothèses ( 1. 1 ), ( 1. 2), il existe un

voisinage complexe U de R* conique à l’infini (i. e. contenant { À. E C 19t 03BB~ 1,
13 À.I  õ 9t À.} pour un certain 03B4&#x3E; o) tel que la matrice de scattering S (À)
se prolonge méromorphiquement en À. dans ~ comme opérateur de GS (S"-1)
dans GS(S"-1) et de dans GS(S"-1)’ pour tout sE]1, (l-p)-l[.

Si p =1, S (À.) se prolonge méromorphiquement en À. de COO (Sn-1) dans
C°° (S"-1) et de D’ (Sn-1) dans D’ (S"-1).

(ii) ~ peut être choisi indépendant de h E ]0, 1] et de s E l, (1- p)-1[.
(iii) Les résidus de S (~,) en un pôle Ào ont des noyaux analytiques sur

Sn-1 X Sn 1.

(iv) Le noyau S (À, ro, de S (À.) est analytique en dans ~ ~ ~ ~’ ~.

COROLLAIRE 1. 2. - Sous les hypothèses ( 1,1), ( 1,2), les pôles de S (~,)
dans ~ sont exactement les résonances de P dans ~ avec même ordre.

Faisons maintenant quelques remarques sur ce résultat:
- Les hypothèses ( 1. 1), ( 1. 2) entraînent que P n’a pas de valeurs

propres plongées dans le spectre continu, sauf éventuellement 0, c’est-à-
dire pas de résonances dans R;. (Voir [Re-Si] Section XIII-13).
- Comme annoncé dans l’introduction, Agmon et Klein ont étudié ce

problème pour un potentiel V à symétrie sphérique. Dans ce cas, la matrice
S (À.) se diagonalise sur les harmoniques sphériques Yi. Agmon et Klein
obtiennent une croissance des valeurs propres de S (À) sur la base des Ym
en exp ( ll - p), ce qui correspond exactement à l’indice critique 
dans notre théorème.

Vol. 51, n° 1-1989.
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- On remarque aussi que si l’on ne peut plus faire agir S(~) pour
sur des fonctions de on peut tout de même appliquer S(À)

à des « paquets d’ onde » car pour contient des
fonctions C~.
- La notion de résonance utilisée dans ce théorème est celle obtenue

par la méthode des distorsions analytiques de Hunziker [Hu].
D’après [He-Ma], ces résonances coïncident avec celles définies par

Helffer et Sjôstrand dans le cadre semi-classique (voir [He-Sj]).
On décrit maintenant brièvement la formule de représentation de S (À)

d’Isozaki-Kitada et les constructions qui l’accompagnent.
Dans toute la suite, on supposera que V = VL. La présence de VS

n’intervient pas dans la construction des modificateurs. Suivant [I-K 1],
on définit les opérateurs d’onde de la manière suivante :
On se donne construit une fonction de

phase 03C3(x, 11) et un symbole

tels que [en notant cos (x, 1] :
1. 3. (i) Il existe R &#x3E; 0 tel que soit C°° et réelle dans

et y vérifie : (Vxp)2+ V(x)=1l2, ainsi que :

1. 3. (iii) Il existe 03B4&#x3E;0 tel que -103C3--03B403C3++03B41 et :

pour

1. 3. (iv) Le symbole

vérifie :

pour tout NeN dans cos (x, 11) e[2014 1, 0’- -ô] U [a + +8, 1]..
Remarque 1. 2. - Dans [I-K 1], seul le cas h= 1 est traité. Pour pouvoir

utiliser aussi notre résultat dans le cadre semi-classique, on modifie de
façon standard les constructions de Isozaki-Kitada pour contrôler l’uni-
f ormité en h.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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On note ensuite ~ l’opérateur intégral de Fourier suivant :

[on note ici encore a une réalisation de a (x, 11, ~ï)].
Si I c ]2 d2, + oo [, on définit les opérateurs d’onde modifiés par :

où et désigne le projecteur spectral de Po sur I. Dans

[1-K 2], Isozaki et Kitada montrent que, sous les conditions 1. 3 (i) à

1. 3 (iv), (I) existent, sont complets [au sens que si est le sous-

espace continu de P, on a : et sont isomé-

triques sur 
De plus, W:t (1) ne change pas si on change les constantes ~ -, ~

qui définissent les domaines intervenant dans 1. 3 (i), ...1. 3 (iv), et les

réalisations de a.
En particulier, dans le cas à courte portée p&#x3E; 1, les opérateurs 

sont égaux aux opérateurs d’onde usuels.
L’opérateur de scattering associé est :

et on pose, pour f E LS L2 (R");  /~ L2 (R")} avec s &#x3E; 1 /2 :

où

~o(~) est alors borné de Ls (R") dans et admet pour adjoint

*/

dS~ étant la mesure de volume sur S" -1. La matrice de scattering se définit
pour par :

Pour obtenir leur formule de représentation de S(Â.), Isozaki et Kitada
considèrent deux choix possibles pour le couple ((p, a), notés ( cp 1, et

(P2’ a2). Ils sont associés à un choix de ~~ , j =1, 2 tel que :
-1 aï  0  a2  1. On a aussi par construction : Pl == ?2

pour cos (x, 11) proche de ± 1.
On notera J~(/= 1, 2) les opérateurs de la forme ( 1. 4) associés à (pj, ~),

ainsi que 11, h) la fonction introduite dans 1. 3 (iv).

Vol. 51, n° 1-1989.
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Tj désigne l’opérateur suivant :

et on a : 

La matrice de scattering vérifie alors (cf. [I-K 2], Théorème 3 . 3) :

où R (Â + i 0) désigne la valeur au bord usuelle de la résolvante de P.
On remarque ici que si p&#x3E; 1, on peut prendre J 1 = J 2 = 1 et on retrouve

la formule de représentation habituelle. (Voir [Ku]).
Un des intérêts de la formule ( 1. 9) est l’apparition de l’opérateur

Ti R (~, + i o) T2, où T2 microlocalise dans la région sortante

cos (x, 11) ~ cr 2" - õ &#x3E; 0, alors que T1 microlocalise dans la région entrante
cos (x, 

D’autre part, seul le deuxième terme du membre de droite dans ( 1. 9)
porte les singularités du noyau de S(X), alors qu’il paraît clair que c’est le
dernier terme qui portera les pôles de S(~).
La preuve du Théorème 1.1 va maintenant consister à construire sous

les hypothèses ( 1.1), ( 1. 2) des fonctions 03C6j et des symboles aj de telle
sorte que l’expression ( 1. 9) garde un sens pour des valeurs complexes
de ~,.

II. Construction des fonctions de phase

Pour R &#x3E; 0 assez grand, ~&#x3E;0, e&#x3E;0, ~ ae]0, 1 [, on note :

(les intersections de r t (R, d, E, a) avec sont exactement les régions
sortante et entrante considérées dans [I-K 1] ).
On notera aussi, pour XE C" :

Le but de cette section est d’établir:

PROPOSITION 2 . 1. - Pour tout d &#x3E; 0, cr E ]0, 1 [ et E &#x3E; 0 assez petit, il
existe R &#x3E; 0 et deux fonctions ~ ± (x, 11) holomorphes dans r:t (R, d, E, a),

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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réelles sur n R2 n, telles que : .’

uniformément dans (R, d, E, ~).

Remarque 2. 2. - Par des inégalités de Cauchy, il est clair que l’estima-
tion ci-dessus implique que  t - x . 11 vérifie aussi les estimations de 1. 3 (i)
sur le réel.

On note Ut (x, Tl) _ (z (t; x, 11), ç (t; x, 11)) le flot (x, Tl) H exp t Hp (x, rl)
où p (x, 11) = 112 + V (x), et on commence par établir des estimations sur

Ut, t &#x3E; o. (L’étude pour t  0 se fait de même).

LEMME 2 . 2. - V d &#x3E; o, b’ cr E ]0, 1 [, V E &#x3E; 0 assez petit et 03B4 E ]0, min (d, cr,

1- a, E)[, il existe C1 &#x3E; 0 telle que pour R &#x3E; 0 assez grand, on ait:

et

uniformément pour t&#x3E; 0 et (x, (R, d, s, a).
Démonstration. - E &#x3E; 0 1[ étant donnés, commençons par fixer

Eo &#x3E; 0 ~ assez petit et Co &#x3E; 0 ~ assez grand ’ pour que :

uniformément pour t &#x3E; 0 et cos(9tx, 9t11)~ -o,

On a par définition, pour (x, (R, d, E, cr) :

et donc :

Vol. 51, n° 1-1989.
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ainsi que :

où C2 &#x3E; 0 est définie par pour tout x dans D.
Posons alors :

On a donc T(x, ~)&#x3E;0, et on va montrer que pour R &#x3E; 0 assez grand, et
(x,~)er~(R, ~ 8, a), onaT(x, ~)=+oo.

D’après (2 . 4), on a sur [0, T(x, ~)[:

et donc, en reportant dans (2. 3) et en intégrant :

On en déduit à l’aide de ( 2 . 2) :

si on a pris R assez grand (en fonction de Co, C2, Eo, d et p).
D’où, toujours d’après (2.2) :

ce qui montre, par un calcul élémentaire, que z (t; x, 11) reste à l’intérieur
d’un compact de D pour te[0, T(x, 11)[, et donc z ((t; x, pour
te[0, T (x, 11) + Õ avec 8&#x3E;0 assez petit.

D’autre part, à l’ aide de ( 2 . 5) et ( 2 . 6), on a pour te[0, T (x, 11)[ :

si R &#x3E; 0 est assez grand.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique . théorique _
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On en déduit que 2j~(t; x, x, 11) 12 reste plus grand que
2(1-~0)|~|2 sur [0, T(x ,~)+03B4[ pour 03B4&#x3E;0 assez petit, et donc que
T (x, 
Le lemme résulte alors facilement de (2. 6) et (2. 7). 0

LEMME 2 . 3. - Quitte à augmenter Ci, on a aussi pour R&#x3E;O assez

grand, et pour tout xe{!9Ïx!~R, !3x!~8(9Ïx)} :

est la projection (z, 0 ~-~ 0.
(ii) Deplus, l’application

est un difféomorphisme ’ global sur son image.
Démonstration. - Du fait que ~ (t; x, 11) est holomorphe en rl, on déduit

de ( 2 . 6), par une inégalité de " Cauchy, que " l’on a :

ce qui montre (t; x, 11) est un difféomorphisme local. Utilisant
ensuite la formule de Taylor à l’ordre 2, on voit facilement [toujours à
l’aide de (2. 6)] que pour R assez grand x, Tl) est injectif sur
rx (R, d, E, o). C’est donc un difféomorphisme global sur son image, et
qui diffère de l’identité par un (9 (R -P). On en déduit le (ii), puis le (i) en
considérant l’image du bord de rx (R, d, E, a) par ce difféo-

morphisme. 0
On note maintenant; x, 11) la restriction à rX (R, ~+8, s20148, 

du difféomorphisme réciproque de r x + 1 R, d, ~, 03C3)  ~ ~ 03B6 (t; x, 11). .

On a donc 03B6(t; x, 03BE(t; x, pour tout t&#x3E;0, (x, d+03B4,
~201403B4, 03C3-03B4),
et, d’après (2.6) :

Comme dans 1], on pose aussi :

de telle sorte que l’on a :

(On a ici simplement paramétré la relation canonique t par les
variables qui apparaissent naturellement lorsqu’on la représente à l’aide
d’une phase (p(t; x, r~ ) - y . r~ ).

Vol. 51, n° 1-1989.
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D’après les lemmes 2 . 2 et 2. 3, on a en particulier

LEMME 2 . 4. - Tl) est borné , uniformément pour (x, r~)
8-8, o-8).

Démonstration. - On écrit pour 1

Comme dans le Lemme 2.2, et grâce à (2. 7), on voit que :

avec C&#x3E;0, d’où Fon déduit, d’après ( 2 . 8) :

et donc :

On utilise maintenant les inégalités de Cauchy dans le secteur

ce qui donne :

pour (x, d+ô, 8-8, a-8).
On a aussi :

d’où, d’après ( 2 . 10) :

En réutilisant cette estimation dans l’expression de V~ [z Cs; x, ~ (~; x, 11))]

obtenue à partir de (2.8), on obtient ( pourvu que 03C1~1 2, ce que l’on peut
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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toujours supposer ) :

ce qui améliore (2 .10). En reportant à nouveau (2.12) dans (2.11), et en
itérant le processus, on obtient finalement (quitte à diminuer un peu p
pour que ce qui est loisible eu égard aux hypothèses et aux

conclusions du théorème 1.1) :

d’où le résultat en prenant s = t. D
On peut maintenant terminer la construction des fonctions 03A6± solutions

de l’équation eiconale.
En suivant toujours [1 - K 1], on pose :

avec

Par la théorie d’Hamilton-Jacobi,  est alors solution de :

x, r~) -y . r~ paramètre donc la relation canonique U _ t].
Soit F (t; x, ~) _ ~ (t; x, ~) - ~ (t, 2R~). Un calcul simple donne :

avec

Utilisant ensuite (2 . 9) avec s = t, on voit que
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d’où Fon déduit que a (t; x, r) = (9 ( ~ t ~ -1- P); puis, grâce au lemme 2.4 :

uniformément pour t&#x3E;0, et localement uniformément en (x, r~).
En particulier, lim F (t; x, 11) existe dans r + (2 R, J+8, s20148, o20148),

et en posant ~+(x, 11) = 2 R 112 + lim F (t; x, 11) on a, grâce à (2.13) et

De plus :

ce qui donne, en utilisant (2.14), (2.15), et le lemme 2.4 :

Ceci, et la construction analogue faite pour dans r - ( R, d, 8, a),
termine la preuve de la proposition 2.1 D

III. Construction des symboles

On se donne maintenant d&#x3E;0, 8&#x3E;0 assez petits et

Fixant IL on

note 0~ les fonctions définies par la proposition 2.1 dans r~(R, ~ s, cr)
pour R&#x3E;0 assez grand.

1,2, on pose alors :

Les fonctions CPj vérifient donc 1.3 (i) et sont holomorphes sur leur

domaine de définition. On a aussi (pi =«&#x3E;2 pour cos(x, 11) proche de ± 1.
On va maintenant établir
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PROPOSITION ~.1. - Pour R assez grand, E assez petit, il existe pour
j = l, 2 des fonctions b J (x, 11, (uniformément pour
h E ]0, 1] et (x, 11) E r:t: (R, d, E, + holomorphes en (x, 11) dans

(R, d, E, + telles que:

avec So&#x3E;0, uniformément pour h~]0, 1] et (x, d, E, + 
Démonstration. - On cherche b~ (x, 11, h) sous forme de réalisations

de symboles formels : b~ (x, 11, h) ~ ~ où le sens du signe
k&#x3E;_0

« ’" » sera précisé plus loin.
On obtient de façon classique le système d’équations de transport :

Ici on cherche de la forme 1 + 0 « x ~ -P).
On va traiter seulement le cas de r+(R, d, E, ( le cas de

étant analogue), aussi on va oublier dorénavant les
indices ± et j.
Remarquons également que dans (3.2), on a adopté un schéma de

résolution « semi-classique ~, différent de celui utilisé dans [I2014K2].
Posons r~-(R, ~ E, E, o)}.
Notons p(~; x, 11) le flot de ~) . V x tel que p (o, x, ~} = x.
En utilisant la même méthode que dans la preuve du lemme 2.2, on

montre que si ( R, d, E, on a :

Pour résoudre (3.2), on commence par une réduction classique :
Soit: .

Comme ~x cp = (~ (~ x ~ ~ 1 ~ p), et en utilisant (3.3), on voit que
r~~ = ~. + a (~ x ~ -~) dans ~’,~ (R, ~, 6, a).bo(x, 11) est alors une solu-

tion holomorphe dans 0393+~ ( R, d, E, a) de la 1re équation de (3.2). On pose
ensuite, pour ~0 : obtient les équations :

Les nouvelles équations de transport peuvent s’écrire de façon condensée
en posant u (x, ~) (x) ~k ;

j~o
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où A est de la forme :

et les f a sont des fonctions holomorphes et bornées dans r~ (R, d, E, a),
uniformément par rapport à ~3r~8(9~)}.

Pour résoudre le système (3. 5), on introduit la fonction suivante :

où on va choisir les paramètres plus bas. On pose

Notons que pour Ro assez grands, 1 S  1, et J~ assez petit en fonction
de Ro, âSZ est non caractéristique pour le champ de vecteurs sur 

On vérifie d’abord que Q contient et est contenu dans des domaines du

type 0393+~ ( R, d, E, Si x~03A9, on a :

En choisissant Ri, R o assez grands, et s proche de a, on est sûr que
pour tout d - Eo, s+So, d+So) pour Eo &#x3E; 0 assez petit,
et donc que cp (x, 11) est définie et holomorphe dans Q.

D’autre part, si (R, d, E, cr), on a :

En prenant R assez grand et E assez petit, on peut donc trouver un
tel que r~(R, ~ E, 6) c S2.

La f onction m (x) a les propriétés suivantes :

LEMME 3.2. - Pour Ro assez grands, s  so  1 et E assez petit,

uniformément en XE Q, et 11 E D.
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Dans r~ (R, d, E, o R assez grand, E assez petit, on a :

Démonstration. - Prenant R 1 assez grand, et grâce au fait que
~P=T1+~«~~~ il suffit de vérifier ( 3 . 6) pour On a alors

en prenant R o assez grand, et

E assez petit.
- ( 3 . 7) est immédiat et laissé au lecteur. Montrons maintenant ( 3 . 8) :

Il est clair que m (x)~Co~(~,  11). Il suffit de noter que m = 0 sur
âS2 et que ~&#x3E;-1~xm est uniformément borné. Soit maintenant x~03A9 et
x0~~03A9 tels que x = p (t, xo, 11). On utilise ici le fait que ~03A9 est non

caractéristique pour 2 Ox (p. ~x.
D’après (3.6) on a :

ce qui termine la démonstration du lemme. 0
En s’inspirant des techniques introduites par Sjöstrand pour l’étude des

singularités analytiques [Sj], on introduit l’espace de symboles formels
suivant : M== ~ est dans d (n) si les ~ sont holomorphes dans n

~o

et vérifient : |uk (x) |~f(u, k) m(x)kkk dans n. (Nous devons à J. Sjöstrand cette
définition de symboles analytiques à l’aide de la fonction ~(~c) qui est
particulièrement agréable à utiliser).

Si /(M, ~) est la meilleure constante pour XE Q, on dira que M est un
symbole formel analytique si

croissance au plus exponentielle. 
’

On note (2V~(p.VJ’~ l’opérateur de primitive (défini sur les
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On va maintenant montrer le lemme " suivant, qui est fondamental pour
la démonstration de la Proposition 3.1 :

LEMME 3. 3. - Il existe ’ C1 &#x3E; 0 tel que ’ pour tout u E d (Q) et pour tout
a :

Démonstration. - (i) on a : et

m  x )  11) dans Q, ce qui donne :

On a donc / (~ ~) ~ Co / (~ ~ -1)  11 ), ce qui entraîne (i).

(ii) Si r= 20142014, on a : ~(x)= 2014~~(x) et grâce à (3.8), on peut trouver
~~ ~~

un cercle r de rayon ~m(x)~&#x3E;-1 de centre x~03A9, et qui est inclus
dans Q.

Par la formule de Cauchy, on a :

Comme  11 &#x3E; - 1 est uniformément borné, on a sur

pour une certaine constante C &#x3E; 0.

On obtient :

1 ~-1
Si on prend E= 2014, on a - =~, et

C~ 1-Ce

On en déduitf(v, ce qui démontre (ii).
(iii) 

D’où :
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(T après ( 3 . 6) . On a donc :

On en déduit : / (~) ~ C~ (M,~ +1)  ~ ) ’ ~ ce qui démontre (iii).
Fin de la démonstration de la proposition 3.1. - Montrons d’abord

qu’on peut résoudre ( 3 . 5) dans A (D) = { u E A(03A9)|~u~  + ~ } si Il est
assez petit.
On cherche u sous la forme u =1 + v et v doit vérifier l’équation :

On remarque ici que si r=A 1, alors =0, ce qui donne un sens à
D’après la forme de A et le lemme 3. 3, on a :

si Jl est assez petit.

On peut donc inverser dans ~~ (SZ) par une série
de Neumann, ce qui donne une solution de (3. 9).

Il s’agit maintenant de ressommer le symbole formel
b (x, r~, h) _ ~ ~) hk solution du système (3 . 2), de telle sorte que la

k?0

somme soit holomorphe en (x, ~). Rappelons que grâce à (3.7), les
bk (x, 11) vérifient :

où C est une constante.
On commence par se donner Xo == 1 près de 0.
Alors, pour C1 &#x3E; 0, la somme

est localement finie, et définit une fonction COO en (x, 11) dans
r~(R,~,8,a). De plus, grâce à ( 3 .10), on voit comme dans [Sj]
paragraphe 1, que si C 1 est pris assez grand, on a :

avec uniformément dans r + ( R, d, E, a).
Quitte à agrandir h + ( R, d, E, o) près de l’origine pour obtenir un

domaine pseudoconvexe et à étendre 5 par 0 de façon C°° dans un
voisinage de l’origine, on voit qu’on est exactement dans le cadre du
théorème 3.2 de [La] (voir aussi [Hô]). On sait donc qu’il existe une
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fonctiong(x, 11, h), sur r + ( R’, d, E’, o) pour R’ &#x3E; R, 8’~, telle que :

Il résulte aussi des constructions de [Hô] que l’on a alors

ce qui permet de résoudre le système en 

avec ~&#x3E;0, sur r+ (R", d", E", a) et holo-
morphe en x.
En posant ensuite b(x, 1~, on obtient bien une fonction

vérifiant la proposition 3.1. La construction analogue dans r- (R, d, E, cr)
termine alors la démonstration. D

IV. Fin de la preuve du théorème 1.1

A partir des fonctions bJ construites dans la section III, on définit
maintenant pour (x, ç) E R2n :

où xl, x sont des fonctions C°° telles que :

Fixant s dans 1, 
20142014 , , 

on impose aussi que soient toutes

Gevrey d’indice s.
D’après la section III, a~ vérifie les propriétés 1.3 (il) à 1.3 (iv) avec

P = On peut donc appliquer la formule ( 1.9) de représentation
d’Isozaki-Kitada, et on voit que l’amplitude de scattering s’écrit f ormelle-
ment sous la forme (pour o, 
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avec :

où j =1, 2, et tj est défini à partir de aj par 1.3 (iv).
D’après [1 - K 1 ], on sait que pour ~&#x3E;0, f et g sont les noyaux d’opéra-

teurs bornés sur 

IV.1. Cas de g (~,, h, 0), w’)

On va employer ici une méthode due à Hunziker [Hu], qui consiste à
conjuguer R ( ~, + i o) par une distorsion analytique :

Pour J1 assez petit, on note U~ l’opérateur défini par :

où ~2 = 0 pour x2 =1 pour

est le jacobien de l’application|x | ~4R, et où J (x)=det
(

03B4i,j+ ~vi ~xj) est le J pp

UJ1 est donc un opérateur unitaire sur et on sait d’après [Hu]
(cf. aussi que se prolonge analytiquement comme
opérateur sur L 2 (Rn) pour  complexe, I assez petit. On note

sa résolvante, qui est définie et méromorphe
pour À complexe, 13 À ~ ) 

D’autre part, on voit sur l’expression (4.1) que, après passage en
coordonnées polaires pour x et pour ç, les symboles et â J se prolongent
holomorphiquement en les variables r = ( x ~ 1 et cr = 1 ç 1 pour a dans

et r dans {9Ïr&#x3E;2R, (6)0
assez petit).
En particulier on peut appliquer aux fonctions

h) y compris avec À complexe. Par construction, on
a aussi pour un certain E1 &#x3E; 0 :

dans cos

et uniformément pour 1].
En particulier t2 (x, ~, h) est exponentiellement petit pour x ~ &#x3E;_ 2 R en

dehors de cos(x, ~)~o~20148&#x3E;0, et grâce aux propriétés de on en
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déduit facilement que pour on a :

avec £2&#x3E;0, uniformément pour ffiEsn-l, et

13ÂI ~ (3J.1) 91Â).
On a aussi une estimation analogue à (4.4) pour

/~ ~ ce qui permet d’écrire:

expression qui garde un sens pour 3~&#x3E;0, ~3~~(3~)(9t~, et donne
une fonction méromorphe en ~,, Gevrey s en (o, co’), et dont les pôles en
Â sont nécessairement des pôles de R~(~) ( au sens de [Hu]), i. e. des
résonances de P.

IV.2. 

D’après les propriétés des on peut écrire :

où le (9 « dépend aussi ( quoique de manière uniforme) de ~,, o, ~’.
On décompose cette intégrale sous la forme fl +f2 avec :

expression qui se prolonge holomorphiquement en À comme fonction de
x 

Posant ensuite, pour tout v E N* :

on décompose f2 = f3 +f4 pour 03BB~039303BD n R avec :

expression qui se prolonge commet pour du fait que 
" 

al et t2 sont
des fonctions holomorphes de " I x près 2 R}.
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Il reste donc à examiner :

Soit Il s’agit de donner un sens à

On écrit la phase intervenant dans f4 sous la forme

( w - c~’) y + r (~, y, co, w’) ( avec r (~,, y, o, c~’) = C~ (  y ~ 1- p) uniformément).
Du fait que r est une fonction analytique de (y, o, o’) et que sont

Gevrey s, on voit facilement que pour tout a, on a :

avec C&#x3E;0, et uniformément pour veN*.

On remarque ensuite que si 5~ désigne le gradient en w’ sur S" -1, on
a :

Comme - de plus t2 (~,- ~~2 y, ~1~2 ~’, h) est ’ avec s&#x3E;0 ’ dans

cos (y, co’)6[2014l, 1], on peut écrire f4 sous la forme -

f5 +f6 avec fs holomorphe en 03BB, Gervery s en (03C9, 03C9’), et :

où

Grâce à (4. 6) et (4. 7), on peut alors appliquer à f6 (~,, h, ~, c~’) les

résultats de Cattabriga-Zanghirati sur les opérateurs Fourier- intégraux
d’ordre infini (cf [Ca-Za, théorème 1.2.2), qui donnent ici que

~(~~0153,o/) se prolonge pour comme le noyau d’un opérateur
borné et 
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IV. 3. Démonstration de (iii) et (iv) du théorème 1.1

Introduisons, pour un intervalle ouvert F c c R, et une suite 
de réels strictement positifs, la classe de Denjoy-Carleman CM (J) consti-
tuée par les fonctions telles qu’il existe C&#x3E;O vérifiant : 

On considérera dans la suite uniquement des suites Mk logarithmique-
ment convexes et telles que :

La classe correspondante est appelée alors une classe non quasi
analytique, et on sait qu’elle contient des fonctions de troncature (cf. par
exemple [R o], prop. 2, § 1. 2) . On voit aussi immédiatement qu’il existe
~i&#x3E;0 tel que ce qui veut dire que contient
les fonctions analytiques sur ~.
On considère maintenant la formule de représentation (4.2) où, pour

définir ç, h), on a pris cette fois X 1 et dans une telle classe 
avec (Mk) vérifiant (4.8). Du fait que P2 est holomorphe, on voit alors
par la formule de Leibniz que, pour ~ ~. &#x3E; 0 fixé assez petit, on a :

uniformément pour xeR", et 03BB dans l’ensemble U du théorème.
On en déduit de manière élémentaire, grâce à (4. 8) :

avec C 2 ( h, ~)&#x3E;0.
Une estimation analogue étant vérifiée par on en conclut,

d’après (4 . 5), que g (~,, h, co, co’) est (avec ce nouveau choix de fonctions
de troncature) dans la classe non quasi-analytique x S~: 1) (définie
de manière évidente).

Toujours avec choix de troncatures, le noyau f (~, h, o, co’) ne sera plus
nécessairement celui d’un opérateur continu sur GS ( S" -1 ). Néanmoins, on
sait déjà que S(A) est continu sur de sorte que Fon a de toute

façon, près d’un pôle 03BB1 ~ 0393 :

où Si (À) est continu sur GS ( Sn -1 ), et les E j sont de rang fini, indépendants
du choix de et, d’après ce qui précède, sont nécessairement les
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résidus de l’opérateur de noyau g (~,, h, o, o’) ainsi construit (agissant par
exemple sur l’espace des fonctions analytiques sur 
On en déduit que le noyau de Ej est dans toutes les classes

X où M vérifie (4 . 8).
D’après un théorème de Bang [Ba] (dont on trouvera une démonstration

dans [R o] théorème 1, § 2 . 2), on en conclut que le noyau de Ej est

analytique sur S" -1 x S" -1.
Pour démontrer (iv), plaçons-nous près d’un point

 Sn-1 avec On choisit alors les paramètres 03C3±2 et
õ, dans la formule de représentation de S(~), de telle sorte que 0"2 -2õ
soit assez proche de 1 pour que pour cos (y, co’)~~ 201428 et
(o, G)’) assez voisin de (Oo, 
On voit alors que dans l’intégrale définissant f6 (~,, h ; c~, (cf IV. 2)

on intègre sur un domaine où :

pour assez voisin de 

On peut alors faire un changement de contour d’intégration (du type
avec pour

~ y I &#x3E;_ 3 R’, et c &#x3E; 0 assez petit), le long duquel on a :

avec C &#x3E; O. Ce changement donne donc une intégrale absolument conver-
gente, dont l’intégrande est dans une classe non quasi-analytique ~M près
de 

Du fait que les autres intégrales intervenant ( fl à fs et g) n’ont pas de
singularités ( i. e. sont dans x on en déduit que

S(~; co, est dans toute classe non quasi-analytique  M vérifiant (4. 8),
et donc est analytique près de (c0o. par une nouvelle application du
théorème de Bang. D

V. DÉMONSTRATION DU COROLLAIRE 2. 2

On utilise une formule de représentation pour la transformée de Fourier
généralisée associée à P, due à Isozaki. (Voir [1] Définition 2 . 4).
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On a d’abord les relations suivantes, qui se démontrent comme le
théorème 3. 3 dans [1- K2] :

Dans la suite, on oubliera de mentionner la dépendance en 1 des opérateurs
d’onde.
On déduit de ( 5 .1), ( 5 . 2) que, pour 

Pour et s &#x3E; 1 /2, la trans-
formée " de " Fourier généralisée " de f est définie " 

par :

Les fonctions propres généralisées associées à IF sont donc données par

Si on pose aussi :

on voit qu’à une constante multiplicative près (dépendant de Â et de h) e2
est le noyau de W2 ~ ô (~,) et el celui de Wi ~ ô (~)~
On a aussi le lemme suivant :

LEMME 5.1:

Démonstration. - II est facile de vérifier grâce à la phase stationnaire,
qu’on obtient les mêmes opérateurs d’onde en prenant un modificateur F
avec une amplitude a dans ( 1. 4) identiquement égale à 1. On voit alors
facilement comme dans [I-K1] est compact. ( 5 . 5) se déduit
alors du théorème de R.A.G.E. (voir [Re-Si]). D
Grâce au lemme 5.1, on obtient les relations suivantes :
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En composant les deux membres de ( 5 . 6) à gauche par la mesure

spectrale de P, on obtient (pour ~&#x3E;0) :

Comme W±i entrelacent P et Po sur leurs sous-espaces spectraux absolu-
ment continus, on a :

D’autre part, comme dEo~ _ ~ ô ~ ~) ~ o ~ ~) d~, on en tire :

en utilisant ( 1. 7).
Compte tenu des remarques faites plus haut, on en déduit donc :

D’ autre part, d’après les résultats de [1], on a, en notant 
ae 
x ~, h

aa, 
C ~ .Y&#x3E; &#x3E; )

le noyau de la fonction spectrale 
aE 

de P : our Â &#x3E; 0 :

Ici c (~, h) est une constante non nulle, holomorphe en À.
On peut maintenant démontrer le corollaire 1. 2.

D’ après la formule de représentation (4 . 2), il est clair que les pôles de
S (À) sont des résonances de P.
On appellera vecteur analytique pour UJ! une fonction de la forme

où q est un polynôme.
En définissant

pour 3 J.l &#x3E; 0, 1 J.l1 assez petit, on voit que ( e2 ( . , ~, 7~, h), a un prolonge-
ment méromorphe dans 3~0, à valeurs dans GS ( S" -1 ).

Enfin

donc  é2 (x, co, Â, h), (p ) admet aussi un prolongement holomorphe dans
3~0 à valeurs dans GS ( S" -1 ), ( avec comme  e 1, (p) des pôles de rang
fini dans 3~&#x3E;0).
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Soit maintenant À1 Ed/J, 3~i0, une résonance de P. Ceci signifie
exactement qu’il existe cp et W, vecteurs analytiques pour U~ tels que
 (P- À) -1 W, (p) a un pôle en À = À1. (voir [Hu]).
En utilisant la formule de Stone :

et la formule ( 5 .10) qui garde un sens pour 7~ complexe d’après ce qu’on
vient de voir, on en déduit que  e2 ( . , 0)) ~,, h), un pôle en À1.
Notons P2(ro, À, h) cette fonction qui est méromorphe dans 3~0, à

valeurs dans et cp 1=  e 1 (., co, À, h), (p ).
Grâce à ( 5 . 9), on a, pour ~&#x3E;0 :

cette identité se prolonge méromorphiquement dans
3~0, grâce au théorème 1.1, et au fait que (pi appartient à 
pour On en déduit que S(À) a un pôle en À1 comme
opérateur de dans ce qui démontre la première partie
du corollaire.

On termine la démonstration en suivant la même méthode en remplaçant
et S (À) par
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