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Géométrie des équations différentielles
du second ordre
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REsuME. — Nous montrons que pour les systémes dynamiques généraux
du second ordre, méme dissipatifs, on peut définir des notions analogues
a celles de la géométrie riemannienne telles que dérivation covariante et
courbure. Cet article contient les fondements de ce nouveau formalisme ;
Papplication a la théorie ergodique se trouvera dans des articles a paraitre.

ABSTRACT. — In this article, we show that in a kinematic approach to
second order dynamical systems, including dissipative ones, one can define
notions analogous to covariant derivatives and curvature, which are so
powerful in the study of ergodic properties of geodesic flows on Riemannian
manifolds. This paper presents the foundations of this new formalism,
leaving applications to subsequent articles.
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INTRODUCTION

L’espace des mouvements d’un systéme physique est un objet fonda-
mental d’é¢tude en mécanique. Comme un systéme peut avoir une grande
variété de comportements et méme suivant le choix des conditions initiales
passer de régulier 4 chaotique, la résolution de ce probléme est forcément
délicate. De nombreuses approches ont été proposées (lagrangienne,
hamiltonienne) avec des succeés tout a fait remarquables. Cependant bien
des questions restent ouvertes. Ainsi, pour un systéme donné, il est difficile
avec les méthodes actuelles d’écrire toutes ses intégrales premiéres.

Dans cet article, nous nous proposons d’aborder I’étude de I’espace des
mouvements par un cheminement géométrique qui n’exclut pas les sys-
témes dissipatifs.

Notre but est de dégager les structures mathématiques qui résultent de
la donnée d’une dynamique du second ordre. En ce sens, notre approche
peut s’interpréter comme lintroduction d’un point de vue Newtonien
dans I’étude de la dynamique. En utilisant les outils modernes de la géo-
métrie différentielle, en particulier le calcul différentiel extérieur et les idées
de la géométrie riemannienne, nous pouvons mettre clairement en lumiére
les propriétés de la dynamique qui ne dépendent pas du fait que le systéme
est lagrangien.

Comme notre attention est concentrée sur les trajectoires du systéme
en tant qu’objets géométriques, il est naturel que le temps soit inclus parmi
les coordonnées de notre variété de base. Grace a la notion de « vitesse
intrinséque » (en chaque point d’une courbe, il s’agit de la demi-droite
tangente a la courbe en ce point), on voit que l'information tangentielle
pertinente sur une trajectoire est contenue dans un fibré sur la variété
de base M dont la fibre en chaque point n’est rien d’autre que la sphére
des demi-droites tangentes au point. Ce fibré gy : HM — M que nous
appelons le fibré homogéne, est le cadre de notre travail. Chaque mou-
vement s’y reléve de fagon unique.

Pour étudier I'espace des mouvements, nous nous donnons sur HM
un champ de vecteurs X dont les orbites sont précisément ces relévements.

Comme nous souhaitons rester dans le cadre des mouvements d’un
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GEOMETRIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE 3

systtme mécanique, nous ne considérons que ces champs de vecteurs
spéciaux et nous les appelons équations différentielles du second ordre sur
le fibré homogéne.

Cet article doit donc étre considéré comme un article de fondements.
Un certain nombre de notions classiques de la géométrie riemannienne
existent déja dans la « géométrie newtonienne » que nous développons et
surtout elles donnent des informations tout a fait pertinentes sur le systéme.

Pour motiver I'approche de ces éléments techniques, permettez-nous
de citer quelques résultats nouveaux qu’on peut obtenir en utilisant a fond
ce formalisme. Les plus directement perceptibles sont ceux qui ont trait
a une extension de résultats déja connus dans le cadre de la géométrie
riemannienne. Il en va ainsi du Théoréme de Osserman et Sarnak, 1984
[Os, Sk] qui fournit a ce jour la plus fine minoration de I'entropie métrique
du flot géodésique d’une variété riemannienne compacte a courbure
négative. En ce qui nous concerne, nous obtenons I’extension suivante [F. 4].

THEOREME. — Sur une variété compacte M, soit L un lagrangien convexe
dont I'équation d’Euler-Lagrange X est a endomorphisme de Jacobi 0x
négatif. Pour I'entropie métrique h,; (¢) du flot (¢),.r de X on a la minoration

(@) = ‘[ T((— 0x)')dp.
HM

avec égalité si et seulement si Oy est invariant par le flot.

D’autre part, 'endomorphisme de Jacobi 0x que nous savons associer
a toute équation différentielle du second ordre, et dont la définition appa-
raitra au travers des lignes de ce texte, joue un role fondamental notamment
dans la généralisation de I’équation de Jacobi. Bien que nous ne puissions
ici pour des raisons évidentes de notation écrire proprement les choses,
disons qu’on obtient aussi une extension du théoréme de A. Freire et
R. Mané [Fe, Ma] au cas des lagrangiens convexes sans points conjugués,
sur une variété compacte.

Le théoréme obtenu fournit dans ce cadre une formule exacte de I’entropie
métrique a 'aide de grandeurs locales déduites de I’équation de Jacobi
(Cette équation apparait dans un cas particulier a la fin de I’article). Enfin
les problémes du calcul inverse des variations et notamment le probléme
de I’équivalence des Lagrangiens nécessitent cet appareillage. Les grandeurs
associées a une équation différentielle du second ordre permettent de
trouver [F.3] les contraintes locales que doit satisfaire une équation
d’Euler-Lagrange X pour qu’elle admette plusieurs lagrangiens équivalents
mais non triviaux.

Que le lecteur nous pardonne; il ne trouvera pas ces théorémes dans
ce document restreint. Cependant, a notre avis, il était nécessaire de fournir
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4 P. FOULON

un texte contenant les fondements d’un formalisme qui, nous I’espérons,
permettra de développer d’autres idées que celles déja citées.

Nous rentrons maintenant dans une description des principales notions
et des principaux résultats contenus dans l'article.

1. De I’¢tude de la structure du fibré homogéne on tire une définition
précise des équations différentielles du second ordre. Toutes les équations
différentielles du second ordre qui sont colinéaires admettent les mémes
orbites. On appelle le 1-champ (champ de droites) qu’elles engendrent
systéme dynamique. Par caractéristiques d’un systéme dynamique, on entend
ici les grandeurs qui ne dépendent que des orbites et non de leur paramétrage.
L’étude de ces objets a un sens naturel puisque toutes les variables intéres-
santes y compris le temps sont déja incluses dans la variété de base et donc
le paramétrage ne doit pas avoir de signification du moins pour la physique.

2. L’intérét des équations différentielles du second ordre sur le fibré
homogéne provient essentiellement de leur comportement particulier
vis-a-vis des champs de vecteurs verticaux. Ceci s’exprime dans le théo-
réme de verticalité.

THEOREME I1.1. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur HM et deux champs de vecteurs verticaux Y, et Y,. Si en un point z du
fibré homogeéne, il existe une relation de dépendance de la forme

aX(z) + Y,(z) + b[X, Y,](z) =0,
ou a et b sont des réels alors nécessairement
bY,(z) =0 et a=0.
De plus. si Y5(z) # 0, alors b = 0 mais on a aussi Y,(z) = 0.

Ce théoréme a pour conséquence que chaque fois qu’on veut étudier
un opérateur différentiel sur 'espace des sections tHM on peut se contenter
de I’évaluer sur X, sur les champs de vecteurs verticaux Y et sur les crochets
de Lie [X,Y].

3. Dans III.1, on montre qu’a toute équation différentielle du second
ordre X sur le fibré homogéne est associé un endomorphisme vertical vx.
De plus si X et mX sont deux équations différentielles du second ordre

1
colinéaires alors v,,x = — vx.
m
Grace 4 vy on construit une dérivation verticale
dyy = iy d — diyy .

4. Toujours a I'aide de vx on peut construire un nouvel opérateur Ky
dont le noyau est un sous-fibré vectoriel hyHM, dit sous-fibré horizontal.

Annales de I’ Institut Henri Poincaré - Physique théorique



GEOMETRIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE 5

En présence d’une équation différentielle du second ordre il apparait
donc une décomposition de THM, le fibré tangent au fibré homogeéne,
en trois sous-fibrés supplémentaires

THM = RX ® VHM @ hxHM..

RX
57

>

5. Cette construction nous permet de généraliser a toute équation diffé-
rentielle X du second ordre sur HM une notion qui joue un réle important
dans Iétude des géodésiques en géométrie riemannienne celle d’endo-
morphisme de Jacobi 0.

Pour la recherche des invariants d’un systéme dynamique V.1 nous
fournit le résultat important suivant

V.1 Les sous-espaces propres verticaux de Ox sont des caractéristiques
du systéme dynamique.

6. On introduit ensuite la dérivation dynamique yx qui est un opérateur
différentiel d’ordre 1 qui préserve la décomposition

THM = VHM @ hxyHM @ RX.

Parmi les opérateurs différentiels qu’on peut construire avec Oy et 7y,
le champ d’endomorphisme de THM, [0x, Lx0x] a une loi de transfor-
mation particulierement simple puisque pour une équation différentielle
du second ordre mX, [0,,x, LnxOmx] = m’[0x, Lx0x]. 1l joue d’ailleurs
un role fondamental dans les applications.

7. Pour éclairer la signification physique de 0x et yx, on donne leur
expression dans des exemples tirés de la mécanique classique : systéme
classique dans un potentiel, chaine linéaire d’atomes dans I'approxi-
mation harmonique, particule dans un champ magnétique uniforme.
On trouvera dans cette partie une écriture en coordonnées locales.

8. Applications.

On présente un premier résultat qui montre le lien de 0y avec I'existence
d’intégrales premiéres. Il généralise un fait bien connu sur le flot géodésique
des variétés riemanniennes compactes a courbure sectionnelle négative.

ProposiTioN VIII.1. — Soit M une variété compacte de dimension 2
et X une équation différentielle du second ordre sur HM.

Vol. 45, n° 1-1986.



6 P. FOULON

On suppose que

i) lendomorphisme de Jacobi Ox est strictement négatif,
ii) il existe un champ de vecteurs vertical Y sans singularité tel que yx(Y)=0
dans THM.

Alors ce centralisateur de X dans THM est trivial. (i.e. si £€ ©HM et
PxE =0, alors £ = aX, aeR).

) I. FIBRE HOMOGENE
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Considérons une variété M de dimension n et notons TM son espace
tangent privé de la section nulle. Le fibré homogéne HM de M est le fibré
en sphéres S"~! des demi-droites tangentes & M; autrement dit, HM
s’obtient en identifiant deux vecteurs tangents & M au-dessus d’un point x
qui se déduisent par une homothétie de rapport positif.

Si on désigne par ryy : ™ - HM Papplication qui a tout y de ™
associe la demi-droite qu’il engendre, on peut former le diagramme commu-
tatif

™ 2™ HM
M | ™
‘M

ou py et oy sont les projections sur la base.
Le fibré homogéne HM est naturellement une variété différentielle.
Le fibré tangent (THM, pyy, HM) au fibré homogéne est un fibré vec-
toriel de rang 2n — 1 sur HM pour lequel nous avons

Tom

THM — TM
pHMJ lPM
oM

HM — M

Le noyau de Tay est constitué des vecteurs tangents aux fibres de HM.
C’est un sous-fibré vectoriel de rang n— 1, dit sous-fibré vertical et noté VHM.
Equation différentielle du second ordre sur le fibré homogéne.

La mécanique et de nombreux autres problémes font constamment
intervenir des équations différentielles du second ordre. Convenablement
adaptée au fibré homogene, cette notion est particuliérement riche de
conséquences géométriques.

DEFINITION 1.1, — Un champ de vecteurs sur HM est une équation

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique
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différentielle du second ordre sur le fibré homogéne si X est aussi une section
pour ryyo Toy, i.e. si on a la relation rygy e Toy e X = pum o X = Iduwm.

Remarques.— i) L’application r o Toyn’est définie qu'en dehors de VHM.
ii) Par définition, une équation différentielle du second ordre sur le
fibré homogéne est sans singularité.

On peut représenter assez simplement I'ensemble des équations diffé-
rentielles du second ordre sur HM. Pour cela, considérons-en deux X et X'.
Pour chacune on peut écrire

rHMOTGMOX,= IdHM=rHMOTO'MOX.

11 existe donc une fonction réelle m sur HM jamais nulle et telle que
Tou(X’) = mTow(X). Ainsi X’ — mX = Yxx  est un champ de vecteurs
vertical. Toute équation différentielle du second ordre sur HM est donc
de la forme X' = mX + Yxx -

Dans toute la suite m désignera une fonction réelle sur HM jamais nulle.

Si nous voulons nous intéresser seulement aux propriétés des orbites
d’une équation différentielle nous devons remarquer que deux équations
différentielles du second ordre X et mX admettent les mémes orbites.

ProposITION 1.2. — Si la variété M est paracompacte, il existe sur le
fibré homogéne au moins une équation différentielle du second ordre.

Preuve. — Pour cela rappelons (cf. (G1)) que si une variété M est para-
compacte, il existe une structure riemannienne M. On peut alors consi-
dérer sur TM le Lagrangien positivement homogéne de degré + 1 défini
par Pélément de longueur. On sait alors d’aprés (F.1) qu’il s’agit d’un
probléme régulier du calcul des variations et que le champ géodésique est
une équation différentielle du second ordre. [ ]

Nous appellerons systéme dynamique [X] associé a une équation diffé-
rentielle du second ordre X sur le fibré homogéne le champ de directions
dont X est un représentant. De cette maniére X et mX définissent le méme
systéme dynamique. On dira que X’ = mX et X ont méme dynamique.
Nous appellerons caractéristiques dynamiques des grandeurs qui ne dépen-
dent que du systéeme dynamique considéré et non de ses représentants.

Expressions locales.

Considérons dans le voisinage d’un point x de M des coordonnées
adaptées (x"); <, < €t, pour un point (x, u) de HM, des coordonnées adaptées
(xv3 ua)1<v$n,1<a<n—1- 0

Pour un vecteur z de T, ,,HM qui s’écrit z = z* — + z* — on a dans
TxM ox ou

Tou(z) = 2"

ox’

Vol. 45, n° 1-1986.



8 P. FOULON

et donc tout vecteur vertical Y s’écrit localement

0
Y=Y"—.
ou*
Quant a une équation différentielle du second ordre elle est de la forme
[/ 0
(I.3) X(x, u) = X¥(x, u) + X%x, u) —
ox" ou®
avec

0
rHM<XV(x, u) 5;) = (x, u).

II. LE THEOREME DE VERTICALITE
ET SES CONSEQUENCES

Sur le fibré homogéne, toutes les équations différentielles du second ordre
ont un comportement particulier vis-a-vis des champs de vecteurs verticaux.

TuEOREME 11.1. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur le fibré homogéne et deux champs de vecteurs verticaux Y, et Y, diffé-
rentiables. Si en un point z du fibré homogéne il existe une relation de dépen-
dance de la forme

aX(z) + Yi(z) + b[X, Y,](z) = 0,
ou d et b sont des réels alors nécessairement
bY,(z) =0 et a=0.
De plus si Y,(z) # 0, alors b = 0 mais on a aussi Y,(z) = 0.

CorOLLAIRE II.2. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur le fibré homogéne. Supposons que I’on se donne dans le voisinage d’un
point z de HM une famille libre de n — 1 champs de vecteurs verticaux Y,
(1 < p < n — 1) différentiables. Dans ce voisinage, la famille constituée par

i) Péquation différentielle du second ordre X ;
ii) les n — 1 champs de vecteurs verticaux Y,,(1 < p<n—1);
iii) les n — 1 champs de vecteurs [X,Y,], 1 < g<n-—1),

est libre et maximale.

Preuve. — Pour prouver ce théoréme a caractére local, on va considérer
une carte adaptée utilisant les coordonnées homogénes. Rappelons que
les coordonnées homogénes sont obtenues a partir d’une carte locale (x*, £°),

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Physique théorique



GEOMETRIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE 9
v (o] . r
0<v,p<n—1de TM. Localement on peut toujours numéroter les &°
de telle maniére que £° # 0. On pose alors, pour 1 < a < n — 1,
6&
@
=%

Suivant la méthode habituelle, nous avons, si z = (x, u)

u

0 - 0
X(x,u)=X”(x,u)av-+X“(x,u)ﬁ, O0<vgsn—1, 1€a<<n—-1

0 0
Yilow) = Yibow) oo et Yolxu) = Yilx, )~

Le fait que X soit une équation différenticlle du second ordre sur HM
s’écrit localement
Xix, u)=wXx,u), 1<j<n—1.
D’ou s
X(x, u) = X°(x, u) 520 + XOx, up’ pw + X%x, 1) P
avec X° non nul.
Pour [X, Y,], il vient

oX%\/ @ .0
X, Y, = - Y8 )Ly L
X, Y21 g((’)u"’ )<6x° T 6x’>

XY} 0 + LyY# d Y# S
? oxi X0 oub 2 ouf T our
Supposons qu’il existe deux nombres réels a, b tels quau point (x, u)

aX(x,u) + Yi(x,u) + b[X, Y, (x, u) = 0.

En utilisant I'expression précédente pour les termes en — et en — on
obtient 0x 0x’
0

X
(IL.3a) aX® — be(—) =0,

ouf

o oX° o
(IL.3b) aX® — bYS| — ) pw/ — bX°Y] =0
ouf

d’ot bYi(x,u) =0 et a = 0. Si maintenant on suppose que Y, est non
singulier en ce point, alors bien siir b = 0 et il ne reste que Y;(z) = 0. [ |

Preuve du corollaire. — 11 suffit de supposer qu’en un point z de HM on a
une relation

aX(z) + Z %,Y,(2) + Z B.1X, Y,)z) =0

Vol. 45, n° 1-1986.



10 P. FOULON

ou les a, a,, B, avec 1 < g, p < n — 1 sont des nombres réels. Un calcul
tout a fait semblable a celui de la preuve du théoréme nous conduit aux

relations a=0, z B,Yi(z)=0 pour tout j et donc Z B,Y,(z) = 0. D’ou

B,=0. 1l ne reste alors que Za,,Yp(z)zo. Les o, sont donc nuls eux

aussi. ] =~

III. ENDOMORPHISME VERTICAL
ASSOCIE A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU SECOND ORDRE SUR LE FIBRE HOMOGENE

Sur le deuxiéme fibré tangent a une variété, il existe comme J. Klein
I’a montré un endomorphisme vertical canonique. Sur le fibré homogéne
les fibres sont homéomorphes a S"~! et il n’y a pas a priori sur THM
d’objet aussi canonique.

Cependant, en présence d’une équation différentielle du second ordre X,
une telle construction redevient possible (Pour une construction plus
intrinséque voir F. 1).

ProposiTION III.1. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur HM. I existe alors sur THM un endomorphisme vertical vy associé a X
tel que pour tout champ de vecteurs vertical Y sur HM, on ait

i ) Ux(X) = 05

i) w(X,Y)=-Y

iii) vx(Y) =0

Preuve. — Considérons au-dessus d’un point z de HM un vecteur &.
D’aprés le corollaire (I1.2) on peut choisir localement une famille libre
de champs verticaux (Y,) telle que

n—1

¢ = aX(z) + Zapr(z) + z B X, Y, 12).

p=1

D’aprés la définition de vy, on doit avoir

UX(&) = - Z ﬁqu(Z) .
q=1

Pour montrer qu’on définit bien ainsi une opération linéaire sur T,HM

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



GEOMETRIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE 11

qui est a valeurs dans V,HM, il suffit de prouver que le résultat ne dépend pas
du choix de la famille.
Prenons-en une autre. On a

¢ =aX(z) + Z w0, Y, (2) + ) BalX, Yg1(2)
- i

= a'X(z) + Z a,Yy(z) + Z BalX, Y31(2).
p=1 q=1

Soustrayons les deux derniers termes et prenons les coordonnées homogénes.
On n’a plus qu’a calquer la démonstration du théoréme de verticalité et on

obtient
n—1 n—1
a—a= 0, Z Bqu(Z) =S Z B;Y;(Z) .
q=1 q=1

Mais la deuxiéme égalité nous dit justement que vx(¢) ne dépend pas du
choix de la famille. [ ]

Remarque. — Des démonstrations précédentes, il résulte que nous pour-
rons toujours vérifier les propriétés d’un opérateur différentiel sur X
sur les sections verticales et sur leurs crochets de Lie avec X.

On peut caractériser assez simplement tous les endomorphismes ver-
ticaux sur HM.

ProposiTION III.2. — Soient X et X’ deux équations différentielles du
second ordre sur HM, vy et vy les endomorphismes verticaux associés. Si
X" =mX + Yxx, alors

mvyx = Ux.

Remarque. — 1l résulte de cette proposition que HHM Ile fibré homo-
géne de HM est muni d’une application verticale canonique v dont vy
est un relévement.

Preuve. — Nous avons déja observé qu’il existe une fonction m # 0
et un champ de vecteurs vertical Yxx tel que X' = mX + Yxx-.
Bien siir vk et vy coincident sur les sections verticales puisque

vx(Y) = vx(Y) = 0.

Mais on doit avoir vx(X) = 0 et vx(mX + Yxx)) = 0 d’oit vx(X) = 0 et
donc vy et vx coincident aussi sur X.
Il ne nous reste plus qu’a évaluer vy sur [X, Y]. On a

v [X, Y] = — Y =vx [mX + Yxx, Y],

Vol. 45, n° 1-1986.



12 P. FOULON

soit encore
vx (X, Y] = — (Lymvx(X) + mox [X, Y] + vx [Yxx»» Y].
Il ne reste que
vx [X, Y] =mox [X, Y] = = Y =vx[X, Y],

d’ou mvx. = vy puisqu’ils ont méme noyau. [ ]

Différentiation verticale sur HM en présence d’une équation différentielle
du second ordre.

On suppose donnée une équation différentielle du second ordre X sur HM.

On peut définir une dérivation de degré O sur 'ensemble des formes diffé-
rentielles définies sur HM en posant pour w € AYHM, Z,, . . ., Z, dans THM

k
Iy O(Zy, ..., 2Z) = Zw(zl, e Ux(Z), .. Zy).
i=1
DErINITION  II1.3. — L’opérateur défini par
dyy = [ivy, d]

est une antidérivation de degré 1 de l'algébre QHM des formes différen-
tielles sur HM. On lappelle différentiation verticale associée a I'équation
différentielle du second ordre X.

IV. LA DISTRIBUTION HORIZONTALE
DEFINIE PAR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU SECOND ORDRE

La donnée d’une équation différentielle du second ordre nous permet de
définir canoniquement un endomorphisme de THM que nous notons Ky
dont le noyau sera appelé le sous-fibré horizontal. L’opérateur qui inter-
vient pour la mise en place de ce formalisme est I'opérateur dérivée de Lie
de 'endomorphisme vertical par I’équation différentielle du second ordre.

Commengons par étudier les propriétés de I'endomorphisme Lyvy:
THM — THM. On vérifie immédiatement les relations suivantes

(IV.1) i) Lxvx(X)=0;
ii) pour toute section verticale Y de HM, Lxvx(Y) =Y
i) Lxvx([X, Y]) = — [X, Y] — ox([X, Y]).
Montrons par exemple la derniére relation. A partir de vx([X, Y]))=-Y,
on utilise la formule de Leibnitz
Lx(wx([X, Y])=Lxvx([X, Y]) + ox([X, [X, Y]) = Lx(— Y).
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On peut maintenant introduire un champ d’endomorphismes Kx de THM
en posant

1
(IVZ) Kx = E [Lxe + IdTHM] .

Toujours par un calcul élémentaire, on vérifie aisément pour K x les relations
suivantes

Iv.3) i) Kx(X)=X/2; ‘
ii) Kx(Y) =Y pour toute section verticale de HM,

1
iii) Kx([X, Y]) = = S ox([X, [X, Y1)

L’endomorphisme Ky a pour image VHM @ RX. Son noyau est donc
en chaque point un sous-espace vectoriel de dimension n — 1.

DEFINITION IV.4. — Le sous-fibré Ker Ky associé 4 une équation
différentielle du second ordre X sur le fibré homogene est un fibré vectoriel
de rang n — 1. On Trappelle le sous-fibré horizontal associé a X et on le
note hyHM. Bien évidemment au-dessus de chaque point (x, u) de HM,
les sous-espaces vectoriels hx HM, V,  ,HM et RX(x, u) sont supplé-
mentaires.

Nous pouvons donc représenter la structure de l’espace tangent au
fibré homogene en présence d’une équation différentielle du second ordre X
de la maniére suivante

Remarques. — Cette structure géométrique va étre trés pratique pour
définir de nouveaux opérateurs. A

Si au lieu de considérer X, on prend une équation différentielle de méme
dynamique mX, le sous-fibré horizontal associé est comme nous allons le voir
différent en général.
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14 P. FOULON

Construction explicite.

A T'aide de 'endomorphisme vertical vx nous sommes en mesure d’asso-
cier a tout vecteur un vecteur vertical. On peut inverser la démarche et
construire un isomorphisme Hx de VHM sur hxHM, en posant pour toute
section verticale Y telle que S?(x, w=Y

~ 1 ~
(Iv.5) Hx(Y) = - [X, Y](x,u) - 5 ox([X, [X, Y Dixw -

Considérons I’extension HX(?).

Par construction, Hx(ﬁ?) est dans le noyau de K. C’est donc un champ
de vecteur horizontal. Il s’agit bien d’'un opérateur différentiel d’ordre 0
puisque si 4 est une fonction de classe C?

~ ~ ~ 1 ~ ~ ~
Hy(1¥)= ~2[X, Y]~ LAY — S 0x(L32. ¥+ 2LyA X, Y]+ 41X, X, Y1)

Soit d’apreés les propriétés de vy (IT1.1)

Hx(1Y) = ZHx(Y)

et d’apres le théoréme de verticalité le noyau de Hy est réduit a la section
nulle.

Remarques.— i) Le sous-fibré horizontal h,,xHM associé a I’équation mX
est 1ié a hxHM par la relation

1
(IV.6) H,.x(Y) = mHx(Y) + (Lym)X + 3 (Lym)Y .
Pour le voir, il suffit de développer ’expression

1
H,x(Y)= — mX,Y] — 5 Vux([MX, [mX, Y]])

et d’utiliser les propriétés de vy.
ii) On vérifie aisément que

Hy o vx/neum = Idp v, vx © Hx = ldyum
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et que par conséquent hxHM @ VHM est muni d’une structure complexe I*
donnée par
IX(Y) = — Hx(Y), Ye VHM

X(h) = vx(h), he hyHM .

V. ENDOMORPHISME DE JACOBI

Nous noterons Idyy = Ax + X tpx la décomposition de I'identité

associée a la décomposition de I'espace THM=VHM® hxyHM @ RX.
Le crochet de Lie d’'un champ de vecteurs horizontal h avec I’équation
différentielle du second ordre X n’est pas en général un champ de vecteur
horizontal. Sa composante verticale va nous permettre d’associer a h
un champ de vecteurs vertical. Combinant ceci avec 'opérateur Hy nous
sommes en possession dun opérateur différentiel d’ordre 0 sur hyHM.
Cet opérateur peut étre étendu a tout THM et nous obtenons ainsi ce
que nous appelons I'endomorphisme de Jacobi (la terminologie sera
justifiée plus tard).

DEFINITION V.1. — L’endomorphisme de Jacobi 0x associé i une équa-
tion différentielle du second ordre X sur le fibré homogéne est 'opérateur
différentiel d’ordre 0 défini par

i) 0x(X)=0;
ii) 0x(Y) = Ax[X, Hx(Y)], pourY vertical;
i) Ox(h) = HxAx[X,h] pour A horizontal.

Par construction, les sous-tibrés horizontaux et verticaux sont stables
par 0x. Pour s’assurer qu’il s’agit bien d’un opérateur différentiel d’ordre 0
il suffit par exemple de calculer 0x(Ah) ou A est une fonction C! sur HM.
11 vient

0x(4h) = HxAx [X, Ah] = HxAx { (LxA)h + A[X, h]},

mais Hy et Ay sont différentiels d’ordre 0 et Axh = 0, d’ou Ox(Ah)=20x(h).
II est immédiat de vérifier les deux propriétés suivantes qui résultent
de la stabilit¢t de VHM et hyHM

(V.1.1) [0x, vx] =0, [0x, Hx] = 0.

Dans un autre texte (F. 1) nous montrons que dans le cas ou X est le flot
géodésique d’une métrique riemannienne donnée sur la base, 'endomor-
phisme de Jacobi coincide aprés projection avec I'endomorphisme de
Jacobi v — R(},v) 7 habituel de la géométrie riemannienne le long d’une
géodésique y ce qui justifie notre terminologie.

Cette notion permet donc de généraliser 4 toute équation différentielle
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du second ordre sur le fibré homogéne une partie de la courbure rieman-
nienne classique.

Nous allons maintenant mettre en évidence un fait intéressant.
Que se passe-t-il si, au lieu de prendre X, nous prenons mX une autre
équation différentielle du second ordre ayant mémes courbes intégrales
que X? Nous avons la proposition suivante

PROPOSITION V.2. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur le fibré homogéne HM et mX une équation de méme dynamique. Alors
sur VHM

1 1
omx . m29x + I:E ng(m - Z (Lxm)2:|IdVHM .

COROLLAIRE V.4, — Les sous-espaces propres verticaux de I’endomor-
phisme de Jacobi associé a une équation différentielle du second ordre sont
des caractéristiques du systéme dynamique [X], Cest-d-dire si Y vérifie
0x(Y) = aY alors 0,,x(Y) = «’Y pour toute fonction m de classe C? partout
non nulle.

Cette proposition confére aux directions propres de 0x, lorsqu’il est
simple, un sens géométrique intrinséque puisque celles-ci ne dépendent pas
du choix du paramétrage des courbes intégrales.

Ainsi si on avait pris pour X par exemple le flot géodésique d’une métrique
riemannienne, on aurait pu montrer (voir F. 1) que 0x est diagonalisable
et évaluer ses directions propres. Si maintenant on change de paramétrage
avec une fonction m, alors le champ mX n’est pas en général le flot géodésique
d’une métrique. Cependant, bien que les valeurs propres changent, les
directions propres sont toujours les mémes. Dailleurs les valeurs propres
d’'un endomorphisme de Jacobi ne se transforment pas d’une maniére
quelconque. La transformation trés simple pour 0x permet en dimension
supérieure ou égale a quatre d’associer a X des fonctions et on a le corollaire
suivant.

COROLLAIRE V. 5. — Soient { 6% } les valeurs propres d’un endomorphisme
de Jacobi. Alors, lorsqu’elle est définie, une expression de la forme

O -0k,
= ==l
0% — 0%

est une caractéristique du systéme dynamique [X], c. d. d. ne dépend que des
propriétés géométriques des courbes intégrales de X.

Remarque. — Cette invariance par rapport au changement de para-
métrage permet en outre des calculs simples.

Preuve de la Proposition V.3. — Soit Y un vecteur vertical. Notons de
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la méme maniére une extension verticale C'. Ce qui change notablement
quand on considére mX au lieu de X, c’est la distribution horizontale.
On veut évaluer 0,x(Y) = Anx [mX, H.x(Y)]-
Rappelons que ‘

1
H,.x(Y) = mHx(Y) + LymX + 3 LyxmY .
Si nous développons I'expression pour 6,,x, nous obtenons
1
(V.3.1)  0.x(Y) = Apx[mX, mHx(Y)] + A,,,x|:mX, 3 Lme]

I1 faut maintenant contrdler Popérateur A,x. Il est défini par A,x(Y) =Y,

1 .
Anx(X) = 0, Ax(H,,x(Y)) = 0, d’ou mA,x(Hx(Y)) + 5 LxmY = 0, soit par
définition de H\(Y) <

mA([X, Y]) = — g o [X, [X, Y]] + %Lme.

L’évaluation de chacun des termes de droite de (V.3.1) n’est plus qu'un
calcul élémentaire. ]

VI. DERIVATION DYNAMIQUE
ASSOCIEE A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
DU SECOND ORDRE SUR LE FIBRE HOMOGENE

DErmNiTION VIL 1. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur le fibré homogene. On peut lui associer un opérateur yx, différentiel
du premier ordre agissant sur GHM en posant

i) yx(@X) = (Lxt)X pour toute fonction a de classe C!;

1
ii) yx(Y)= — 3 vx [X, [X, Y]] pour tout champ de vecteurs vertical ;
i) yx(h) = > [X, h]. pour tout champ de vecteurs horizontal.

On l'appelle la dérivation dynamique associée a I'équation différentielle du
second ordre X.

Remarques. — i) Par construction la décomposition

THM = RX @ hyHM @ VHM
est stable par yx.
ii) Avec ces notations, on peut réécrire que Hx(Y)= — [X, Y]+7yx(Y)
ce qui souligne ’analogie avec le calcul riemannien de la dérivation cova-
riante de Lévi-Civita.
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18 P. FOULON

iii) 11 faut vérifier que yx est différentiel d’ordre un. Considérons Y un
champ de vecteurs vertical et A une fonction C? sur HM. On a

Px(AY) = — % vx [X, [X, AY ]]=2yx(Y)— %Ux {(LAAY +2(LxA) [X, Y]} .

Puisque vx(Y) = O et vx([X,Y]) = — Y, on obtient
x(2Y) = Zx(Y) + (LyA)Y.

Pour un champ de vecteurs horizontal 4 et une fonction de classe C' sur HM,
il vient de méme

() = > (LxAh + A[X, h]) = 4 > [X, h] + (LxA)h.
Nous pouvons dés maintenant réunir quelques propriétés immédiates de yy.

PROPOSITION VI.2. — Soit X une équation différentielle du second ordre
et yx sa dérivation dynamique. Alors

i) [yx>vx] =0 ou [,] désigne le commutateur des opérateurs,
i) yx(Hx(Y)) = Hx(yx(Y)) pour tout champ de vecteurs vertical.

Preuve. — i) Sur X, c’est évident. Pour un champ Y de vecteurs vertical,
on a d’apres la stabilité vxyx(Y) = 0 et yx(vx(Y)) = 0.
Sur un champ de vecteurs horizontal h, il vient

vxyx(h) = Ux(; [X,h]) = vx[X, h].

Mais tout h s’écrit h = — [X, Y]+7yx(Y) avec Y = vy(h). Par suite
X A] = X, X Y11 = 3 [X, 0 [X, X, Y111,
En utilisant: les propriétés de vy, il vient
vx([X, h]) = — ox([X, [X, Y]] + %”x( (X, [X,Y]])

= yx(Y) = yx(vx(h)) .
ii) Puisque vxyx(Hx(Y)) = yx(vx(Hx(Y)), on peut écrire
Hy ~vx o yx(Hx(Y)) = Hx o yx(Y).

Il n’y a plus qua tenir compte du fait que Hy o vx = Idy, py- n
Pour I’étude des caractéristiques du systéme dynamique, on a I'impor-
tante proposition suivante.

ProposITION VI.3. — La dérivation dynamique associée d une équation
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différentielle de second ordre mX de méme dynamique que X vérifie sur les
champs de vecteurs verticaux

1
Pmx = Myx + 35 Lymldyyy -

Preuve. — Si on considére Y un champ de vecteurs vertical nous savons
que

oY) = = 3 X, (X, Y11

1
et que v,x = —vx. Il n’y a plus qu’a développer ce double crochet. [ ]
m .

Conséquences.

Si un sous-fibré vectoriel vertical de rang p est invariant par yy, il I'est
aussi par y,x.
Sil existe un champ de vecteurs sur HM tel que yx(Y) = 0 alors

Ymx(m™12Y) = 0.

A Taide de endomorphisme de Jacobi et de la dérivation dynamique
on peut construire d’autres opérateurs. Au niveau des applications ceux
qui interviennent le plus sont Ly0x et [0x, Lx0x].

LEMME VI.4. — Pour LxOx on a lidentité suivante.

(Id — px)Lxbx = [yx, 0x].

Montrons par exemple ceci pour les champs de vecteurs verticaux. On uti-
lise la formule de Leibnitz

[X, 0x(Y)] = Lx0x(Y) + 0x([X, Y]).
Mais le premier terme se réécrit
[X, 0x(Y)]= — Hx(0x(Y)) +7x ° 0x(Y)= — Ox(Hx(Y)) +7x ° 0x(Y) .
Pour le second il vient
Lx0x(Y)+ 0x([X, Y ))=Lx0x(Y)+ Ox(— Hx(Y))+ 0x > yx(Y) .

Le cas des champs de vecteurs horizontaux est tout a fait semblable. Et
pour X, cette relation est évidente. [ ]

Le plus intéressant est 'opérateur [0y, Lx0x] parce que sa loi de trans-
formation a l'intérieur d’une dynamique est trés simple.

PROPOSITION VI.5. — Soient X et mX deux équations différentielles du
second ordre sur le fibré homogéne de méme dynamique.

Le champ d’endomorphismes de THM [L,,x0mx, Omx | associé a I’équation
différentielle du second ordre mX est tel que sur VHM

[LouxOmx> Omx] = m® [LxOx, 0x].
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Remarque. — A ma connaissance, c’est 'opérateur différentiel d’ordre 0
se transformant le plus simplement lors du changement de représentant
dans un systéme dynamique.

Preuve. — D’aprés (VI.4), L,x0nx = [Omx,> Ymx]- En utilisant (V.3)
et (VI.3), il vient

1 1 1
LMXBmX = |:m20x + {5 m(Lg(m) - Z(]_an'l)2 }IdVHM’ myx + E LmedVHM:I

1 1
LoxOmx = m? [0x, yx] — 2m2(Lxm)-0x+mLx<§ mLim - Z(Lxm)z)IdVHM'

Appelons ¢ld le dernier terme de droite. On obtient
[LinxOmx> Omx ] = [m*LxOx —2m*(Lxm). Ox + ldy v, m*0x

1 1
+ (5 m(Lim) - Z (Lxm)2>IdVHM:|
d’ou le résultat. |

Non intégrabilité de la distribution horizontale hx HM Courbure horizontale.

Nous avons pu jusqu’a maintenant observer une grande ressemblance
entre les sous-fibrés vertical et horizontal. Cependant, alors que VHM est
intégrable, hyHM ne l’est en général pas. Cette non-intégrabilit¢ dépend
bien naturellement de ’équation différentielle du second ordre X que I'on
considére. Sa mesure nous fournit un moyen simple pour construire un
opérateur différentiel d’ordre 0 qui I’évalue. Considérons deux champs de
vecteurs horizontaux h; et h, et formons le crochet [h;, h,]. Sa compo-
sante verticale Ax[hy, h,] est bien siir une opération bilinéaire antisymé-
trique mais en plus elle ne dépend que des valeurs au point considéré des
champs h; et h,. Comme toujours on peut considérer deux champs de
vecteurs verticaux Y; et Y, dont les images par Hy sont h; et h,.

On définit ainsi la courbure horizontale associée a I'équation différentielle
du second ordre X par

(VI -6) Nx(Yu Yz) = Ax [Hx(Y1), Hx(Yz)]-

C’est un opérateur différentiel d’ordre zéro antisymétrique qui laisss VHM
stable. On peut étendre sa définition aux champs de vecteurs horizontaux

NX(hl, hz) = Hx °e Ax [hla hz] .

VIiI. QUELQUES EXEMPLES

Pour faire le lien avec la géométrie riemannienne, rappelons sans démon-
stration un théoréme qui se trouve dans (F. 1).
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TutoREME VII.1. — Soit X une équation différentielle du second ordre
sur le fibré homogéne et 0x son endomorphisme de Jacobi. Si X est la dynamique
déterminée par I’élément de longueur d’une métrique riemannienne g* donnée
sur M, alors

Ta(0x(Z)) = + R*(Ta(X), Ta(Z))Ta(X)

pour tout champ de vecteurs Z semi-basique pour X.
Aprés ce premier exemple, passons a la représentation newtonnienne.

La représentation newtonnienne.

Cette représentation locale est bien adaptée aux exemples tirés de la
mécanique classique. Elle permet d’écrire les équations du mouvement
sous forme newtonnienne.

Considérons la forme locale (I.2) d’une équation différentielle du second
ordre X sur HM. 1l est toujours possible par changement de représentant
de supposer que X° est égal a 1. Dans ces conditions, X s’écrit localement

0 . -
(VIL.1.1) X=—+u——+X*
Nous disons que nous utilisons alors une représentation newtonnienne
du systéme dynamique [X].

Quelques formules.
Si nous considérons le champ de vecteurs vertical qui s’écrit locale-

0 0 .
ment — et que nous formons le crochet | X, —; | il vient
ouf : oub

(VIL.1.2) [x,i}= —i—<§> O U<a<n—1.
ouf

ox* ouf ) ou*

Nous pouvons en déduire I'action de vy qui vérifie

0 0 0
vX(Eﬁ) =0, UX[X, 51:3] =37 et vx(X) = 0.
On obtient
0 0 0 .0
Pour calculer yx<~a~>= —1 vx<[X, [X, iﬂ) on commence par
ou? 2 cul

[ 2 0 8 gad @ <ai"> a]
|7 ouf axd o ou®  oxP ouf ) ouk|
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et on obtient

(VIL.1.3) 0 B 1/6X* 0
o ™ot ) T T\ ot ) ok’
L . 0
On peut ainsi donner ’expression locale de Hx(g-,,)
u
a0 [y ] (0 >
X (3u/’ - 5 au/’ Yx 5u” )
soit -
0 0 1/0X*¥\ 0
VII.1.4 Ho —)=—+ =) —.
( ) X<6u”> oxk 2 <6uﬂ > ou*

Plutdt que de donner une formule générale pour 'endomorphisme de
Jacobi nous allons passer a quelques exemples.

VII.2. Systéme classique dans un potentiel.
Sur une variété M x R, si nous considérons un systéme ayant un lagran-
. 1 . . .
gien de la forme L = 3 mu? — V(x* x°), ou x*, x° désignent respectivement

les coordonnées spatiales et temporelles, alors dans la représentation new-
tonnienne nous savons que localement les composantes de ’accélération

vérifient

— 1 oV

X* = 1<a<gn—1.

m ox*
Nous sommes dans le cas particulier ou celles-ci ne dépendent pas des

vitesses, ce qui a pour conséquence d’apres (VII. 3) 'annulation des yx<~>.

Dés lors 5 ; ou?
0
Hx<m> = 5_;5 et donc Ax<a—xﬁ> = 0,

autrement dit la distribution horizontale est intégrable.

0 0
Pour évaluer 0x<— = AX[X, Hy| — :I, il n’y a qua développer
oub ouf

0 a\ A 0 e 0 10V 0 6]
Nowf) X ox° . oxi mox* ou* ouP
et on obtient

(VIL2) o 0 _1<6ZV) 0
' Nouwf) ~ m\oxPox*)  our

Dans cette base la matrice de 'endomorphisme de Jacobi coincide donc avec
la matrice des dérivées secondes du potentiel.
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Pour obtenir les directions invariantes de 0x, il n’y a qu'a diagonaliser
cette matrice. Donnons dans ce cas particulier expression de [Lx0x, 0x]
quon obtient par un court calcul

n—1 n—1
0 1 0
[Lx0x, HX]<_87) = ;13 z “k< E (V[Iijja—Vﬂijja) ﬁ)
k=1 ja=1

S (1,202 )
m? b ot o ) ow
ja=1
01‘1 V =__a3—v__
ke T axkoxiox®

VIL.3. Chaine linéaire d’atomes dans I approximation harmonique.

Pour mieux comprendre la signification des directions propres de 0x
on pourrait considérer une chaine linéaire d’atomes identiques de masse m
reliés dans 'approximation harmonique par des ressorts tous identiques
de constante de raideur k. On travaille alors dans RN x Retonaunlagran-
gien qui s’écrit

Daprés la formule précedente, on est conduit a

9(6>dk(2 0 0 0 )
XNowr ) ™ m\"our ourt! ourt)

On sait que les directions propres et les valeurs propres de cette matrice
conduisent aux modes propres du systéme.

VII.4. Champ magnétique.

Toujours dans le cas de la représentation newtonnienne, on peut consi-
dérer I'exemple d’une particule de charge g placée dans un champ magné-
tique B si on considere M = R* avec des coordonnées locales (&, x, ¥, 2)
et pour HM(t, x, Y, z, Ux, Uy, v.)et B = (B, By, B.).

Xedotv > + 21 w8 B +(v.B B~
= A - VB, —V; - Dx—UxDz) 7
ot o om Y DBy Cry v v vy,

¢
+ (vay - vyBx) BU—Z } 5
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soit d’aprés (VII.1.3)
[ 0
n{)-
0
)’x(a—vy>=
0 0 0
“(az>= (‘Bya—vx”xa—%)

> 0 0 0
ce qu’on peut écrire formellement en posant V, = <— — —>

I
Fls ¥l= Fls
w
2o
de
2lo
N—

9 b
or, Cr, O,

yX(Vu) = 2_ A Vu'
m

De ceci on déduit par exemple

Hy (2 a+q<Ba Ba>
X\ov,) ~ i) “ov,)”

On est alors en mesure de calculer

0 0
o) = x|
et on obtient Ovy Ovy

d q\? F 0 0
s = | = B2+B2) — —B,B,— —B,B
x(@vx> <2m> [( B 5 ov, *ov, "avy:l
o . . d F 0
—ia—(va).vv) (ao+ —> 4 <B —>.

m Ox ox') 2m\"* 0vv ¥ o,
Ceci conduit par exemple a

1 (¢B)? >
Trace 0 =_(q_> +g .fot B.

2\m m
Cas particulier.

Supposons que B est uniforme et que B= (0, 0, B). Alors

0\ g0 a9\ -—q_ 0 9 )
yx(@v) 2m 6v ’ yx(@v ) 2m 60; )’x(avz

. gqBt .
Si nous posons ¢ = — et nous effectuons un changement de repére en
posant 2m

Y —si o, )
( 1) = <C?S ¢—sa (p> v , alors on obtient yx(Y;) = yx(Y,) =
Y, sin @ Cos @
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Vérifions-le pour Y;. D’aprés les propriétés de yx, on a

(Y)L<. d a)+ qBa+~ gB @
= —sin@— —cosp — |+cos¢pp— B — +singp. — —
X x@ (pﬁvx "’avy (p2m ov, ¢ 2M ov,
q
et Ly = —.
x® om

Il y a donc dans cet exemple encore un champ de repéres ou yx s’annule.
Pour 6 un calcul élémentaire conduit a

0 B\? ¢ 0 B\? o 0
) D) (T ()
0vy, \2m/ Ov, ov, 2m/ ov, ov,
et donc aussi a

: B2 qB\? 0
Ox(Yy) = (j—m> Yy, 0x(Yy) = (55) Y., 9x<av ) =0.

Nous sommes dans un cas ou
Lx0x = [yx, 0x] =0, d’ou [0x, Lx0x]=0.

Cette derniére relation est comme on le sait (voir VI.5) invariante par un
changement de paramétrage X — mX.

VIII. APPLICATIONS : ETUDE DU CENTRALISATEUR DE X
ET PROBLEME INVERSE

On va étudier I'existence de champs de vecteurs ¢ commutant avec une
équation différentielle du second ordre X.

Pour présenter nos premiers résultats, nous allons nous placer dans le
cas particulier d'une variété M compacte de dimension deux

PrOPOSITION VIII.1. — Soit M une variété compacte de dimension 2
et X une équation différentielle du second ordre sur HM. On suppose

i) Pendomorphisme de Jacobi strictement négatif

ii) Pexistence d’un champ de vecteurs vertical Y sans singularité tel que
7x(Y) = 0.

Alors le centralisateur de X est trivial (i. e. si ¢ € THM et Lxé = 0, alors
¢ =aX, aeR).

Remarque. — L’hypothése ii) qui porte sur yx est vérifiée pour une trés
large classe de systémes dynamiques notamment tous les cas lagrangiens.
Cette proposition admet dans le cas lagrangien convexe une généra-
lisation naturelle en dimension quelconque. On obtient ainsi une extension
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d’un résultat connu pour les variétés riemanniennes compactes d courbure
négative.

Preuve. — Tout champ de vecteurs ¢ sur HM se décompose naturelle-
ment sur VHM @ hyHM @ RX en £ = aX +.h + v.
La relation [X, £] = 0 conduit a

0 = (Lxa)X+px[X, h]+0x(vx(h)+7yx(h) + — Hx(v)+yx(v)

ou l'on a utilisé les définitions de yx et 6x.
Il en résulte aprés projection les trois équations

i) 0 = (Lxa)X + px[X, h],
if) 0 = Ox(vx(h)) + yx(v),
iii) 0 = yx(h) — Hx(v).

Puisque [yx, vx] = 0, on obtient pour iii)
0 = yx(vx(h) — v,
soit en reportant dans ii), on obtient I’6quation de « Jacobi ».
0 = (Ox + yx o yx)vx(h).

Nous allons nous concentrer sur cette équation qui tient une place impor-
tante dans toutes les applications. Ici nous sommes en dimension deux,
donc le fibré VHM est de rang 1 et il existe une fonction C!, « :M — R
telle que

vx(h) = aY.

On obtient dés lors puisque yx(Y) =0
0=0u+ L.

ou 0 désigne I'unique valeur propre de 6x.
Ceci nous permet aussi d’écrire que

Oa? + alia = 0.
On développe

1
Oo* + 3 Lia? — (Lx2)> =0
puisque nous sommes sur une variété compacte o atteint son maximum
. . . 1
en au moins un point. En un de ces points, 0a? = — ELf(ocz. Comme
1 .
0 <0et — 3 L%a? = 0, a? est nul en ce point et donc est nul partout. |

Pour montrer I'importance de la deuxiéme condition dans VIII.1,
citons une proposition qui a un lien avec le probléme inverse du calcul
des variations.
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ProposITION VIII.2. — Soit M une variété de dimension 2 et une équa-
tion différentielle du second ordre X telle qu'il existe un champ de vecteurs
vertical Y sans singularité vérifiant yx(Y) = 0

Alors il existe sur HM une 2-forme fermée W invariante par X i. e.,

i) dW =0,
i) LyW =0.
Preuve. — On construit une 2-forme W sur HM en posant ixiyW = 0,
ixi[X,Y]W = 0, iyi[X’Y]W = 1
Cette 2-forme est fermée puisque
dWX, Y, [X, Y]) = Ly(W(Y, [X, Y]) — Ly(W(X, [X, Y])
+ Lixy(WX, Y)) — WX, Y, X, YD)
+ W(IX, X, Y]LY)
Il ne reste par construction que
AWX, Y, [X, Y]) = W(IX, X, Y]LY).

En fait, seule compte la projection de X, [X, Y]] sur [X,Y]. Mais comme
on peut écrire localement

X, X, Y]] =aY + b[X, Y] + X,
on obtient
vx[X, [X, Y]] = — bY = — 2yx(Y).
Or yx(Y) = 0 et Y est sans singularité, dou b = 0 et
i) dWX Y, [X, Y] =
Par construction ixW = 0 et donc
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