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Construction de revétements du groupe conforme
d’un espace vectoriel muni d’une « métrique »

de type (p, q)

par

Pierre ANGLES

U. E. R. Mathématique Informatique Gestion, Université Paul Sabatier,
118, route de Narbonne, 31077 Toulouse Cedex

I. INTRODUCTION

On s’intéresse, en physique, au groupe des transformations conformes
globales de la variété espace-temps, espace-temps de Minskowski en rela-
tivité restreinte, variété hyperbolique normale de dimension 4 en relativité
générale.

Cest Elie Cartan [4] a), b) qui, le premier, trouva par une analyse des
racines que le groupe O (4, 2), groupe de Lie pseudo-orthogonal classique,
simple, est localement isomorphe au groupe SU (2, 2) des transformations
complexes conservant la forme hermitienne

(2,2) > (2,2 ) = 2,2} + 2,25 — 232 — 2,2,

La correspondance, depuis devenue classique, entre le groupe O(4, 2)
et « le groupe conforme », id est « le groupe d’invariance des équations de
Maxwell » a été étudiée notamment par I. Segal [/7] qui souligna I'iso-
morphisme entre O(4, 2) et le groupe de Lie simple non compact conforme
pour l'espace-temps, qui sera noté plus loin Cj ;.

B. L. Van der Waerden avait créé, en 1929, une « algébre » dite « spino-
rielle », en relation avec le groupe de Lorentz [/8].

Y. Murai [/3] et d’autres physiciens, tel Hepner [7], ont souligné I’homo-
morphisme entre SU(2,2) et la composante connexe de l'identité de
O(4, 2) et étudié les représentations du groupe conforme restreint.
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34 P. ANGLES

R. Penrose [14] a), b), c) a créé, en 1966, une « algebre », dite « algebre
des twisteurs » et un formalisme adapté, d’apreés lui, a décrire la covariance
conforme.

A. Crumeyrolle [6] a), b), ¢), d), partant des résultats algébriques exprimés
par C. Chevalley [2], a étudié les structures spinorielles et les liens entre
les fibrations spinorielles et les twisteurs généralisés. Plus récemment,
P. Lounesto [/1] a), b), a construit un revétement du groupe conforme
et explicité les idempotents d’algébres de Clifford associées aux espaces
considérés. M. D. Maia a étudié [/2] b) les champs spinoriels conformes
en relativité générale.

L'objet de ce travail est de trouver a I'aide du formalisme développé
dans [6] a), b), ¢) des revétements du groupe conforme d’un espace vectoriel
euclidien ou pseudo-euclidien.

L’auteur tient & exprimer sa profonde gratitude a P. Lounesto pour
d’utiles indications, et au Pr. A. Crumeyrolle qui a examiné le manuscrit,
pour sa bienveillante patience, son aide et ses conseils précieux.

II. RAPPELS ET DEFINITIONS

1° Soit E,=RP*9 muni d’une « métrique » de type (p, q). (p+q=n)n>2).
(Pour x€E,, on pose Q(x)=(x;)*+ ... +(x,)> —(xp+1)* ... = (Xp+g)").
B étant la forme bilinéaire symétrique associée, on trouve commode de
prendre B(x, x) = Q(x) comme dans [6] a).

On notera ici : CL(E,) ou CL, (E,) l'algébre de Clifford de E, associe
a4 Q, quotient de I’algébre tensorielle (E,) de E, par I'idéal bilatére engendré
par les éléments de la forme x ® x — Q(x). 1.

Soit pq (ou p quand aucune confusion n’est possible) I'application cano-
nique de @(E,) dans Cl, ,(E,). I est classique [3, 5] d’identifier les élements
de R et de E, a leurs images par p dans Cl, (E,), les restrictions respectives
de p 4 R et E, étant injectives.

L
Ainsi x? = B(x, x) et x™' = x<—2> pour x # 0 sont bien définis dans
p,q(En)' x

2° Les objets classiquement notés [/}, [1 bis], [3], [6] a), [8], [9]

0(Q) SO(Q) r'Q G(Q Go(Q) Go(Q

Cl

groupe groupe a-groupe groupe groupe groupe
orthogonal spécial de Clifford de Clifford de Clifford de Clifford
pour Q orthogonal ou groupe réduit spécial
pour Q de Clifford réduit
tordu

SO + (Q) ou [ SO(Q) |, composante connexe de I'identité de SO(Q) seront
désignés ici, respectivement, par O(p, g), SO(p, q), T(p, 9), G(p, 9), Golp, 9),

G4(p, 9), SO.(p, g) ou [ SO(p, q) |.
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REVETEMENTS DU GROUPE CONFORME D’UN ESPACE VECTORIEL 35

On sait [I bis), [6] a), [9] qu’il existe une base orthogonale de R?*7:
(e;) 1a base canonique telle que (¢)? = + 1l pour 1 <i<pet(e)Y=—1
pour p+ 1 <i<p+ q=mn On introduit de méme [I], [6] a), [9] les
groupes Pin Q et Spin Q notés respectivement, ici, Pin (p, q) et Spin (p, q).
On a dés lors, les deux suites exactes suivantes :

1 > Z, > Pin(pg) > Olp,q) — 1
I > Z, > Spin(p,q) > SO, ) — 1

On note si 'on pose dans Cl(p, q) ex = eje, ... ey que
nn—1)
2
(en)? =(= 1) (=1
3° a) Pour n = p + q impair
Le centre des algébres Cl,, est isomorphe & C si p — g = 3 [mod 4]
(ek = — 1), respectivement R @ Rsip — g = 1[mod 4] [} = + 1].
On a donc, respectivement, les 2 suites exactes :
I - C* G(p,q9) - SO(p,q) — 1

1 - R*x R* - G(p,q) - SO(p,q) = 1

Dans tous les cas pour n impair, le centre Z de Cl, , est R.1 + Rey.

b) Pour n = p + q pair

L’algebre de Clifford Cl,, , est centrale i. e. de centre R.1 et on a la suite
exacte )

1 - R* > Glp,g) » O(p,q) — 1.

4° On sait déterminer un revétement de O(p, q), respectivement de
SO, q) [1], [5), [6] a), [9]. On introduit le groupe Clifford tordu ou
(x-groupe) I'(p, g) et 'application notée ici Y, : x — a(g) xg~ ' [« désigne
'automorphisme principal de Cl, (E,), x€E,(p, q); g€ I(p, q) — ¥, est,
ainsi, une représentation de I'(p, q) dans E,(p, q).] Introduisant alors
respectivement Pin (p, g) et Spin (p, g), on montre [I], [6] a), [9] que
(¥, Pin (p, q)), respectivement (y, Spin (p, g)) donnent des revétements a
deux feuillets de O(p, g), respectivement de SO(p, g). Dans ce qui suit, on
notera i, lapplication telle que pour xeE\p, q), g€ G(p, q), on ait
Yi(x) = gxg™!'; (Y, est une représentation de G(p, q) dans E,(p, ) et
B Tantiautomorphisme principal de Cl,, [/], [5], [6] a), [9].

III. LE GROUPE CONFORME DE E,
MUNI D’UNE METRIQUE DE TYPE (p.gq), n>2
1° Définition.

a) Liouville [20] considére le plan euclidien R? définit et étudie les
applications continiiment différentiables conformes d’un ouvert § de R?
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36 P. ANGLES

dans R2. 1l est classique que les seules transformations conformes de R?
dans R?, étales sont les fonctions holomorphes.

b) Soit f une application continiment différentiable d’un ouvert %
de E(p, q)dans E(p, q); f estdite(cf.[1]] c)) conforme dans U si et seulement
si il existe une fonction continue A de U dans R* = R — {0} telle que pour
tout x € U et pour tous a, be E,, B[(D, f)a, (D, f)b] = /3(x) B(a, b) ou B
de51gne la forme bilinéaire symétrique, associée a Q définie sur E

D, f, lapplication linéaire tangente en f a x.

L’ensemble des transformations conformes de E,(p, ¢) muni de la loi o
de composition des applications est un groupe noté C,p, q) [2],
[10], [10 bis].

En utilisant le théoréme de Liouville [/0], [12] b), [20], on montre que
pour les espaces E,(p, q), ce groupe C,(p, q) est le groupe « des inversions-
similitudes-translations » de E, muni de sa « métrique ».

2° L’algébre de Lie conforme

(n+1Yn+2)
2

champs de vecteurs suivants [/ ter], [6] d) ou les notations sans rapport
avec celles qui précédent sont évidentes :

a) Lalgebre de Lie conforme est obtenue en considérant les

ox’

E, = <5%> (translations)

(0
E, = x‘(—.) (dilatations)
ox'

0 0 .
E;; = X/ ) Xl — (correspondant aux rotations)

F R (2 transf tions spéciales conformes)
0= 52\ 5 ) = e 55 (transformations sp )

On vérifie alors que :
[Es» Ej]l = Eqgjr + Erj8a + B 8js + Ejs i
(table de l'algébre de Lie des isométries de E,)
[E,, Fi] = glkE, + Ey
[Ew E] = [F, Fe ] =0

[Ew. Eo] = E;

[Fi, Eol = — Fy

[Ejw Ei]l = — g;E + guE;
[Ejka Eo] =0

[Ejk’ F] =F;g, — Fkgjs-
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REVETEMENTS DU GROUPE CONFORME D'UN ESPACE VECTORIEL 37

Si comme dans [6] ¢), on introduit un espace vectoriel E, de dimension 2
sur R muni d’'une métrique de type (1, 1) et si on pose

En+2(p + 15 q + 1) = E2(17 1) @ En(pv q)

avec comme « métrique » g, = 0, g5, £, = — 1, &, =g = 0 (les indices «
et B sont relatifs a E, et fixés) en posant
E, =E, F,=F kB> E, = Eaﬂ, E. = —E,,
Fiyy = —Fp Ey = —Ey

on verifie ainsi que la table de I'algébre de Lie du groupe conforme C.p, q)
s'identifie a celle de I'algébre de Lie £O(p + 1, + 1) ou de lalgébre
de Lie ZSO(p + 1,9 + 1) (avec E, . o(p + 1.g + 1) = E.(p, q9) ® Ex(1, 1)).

Dans tout ce qui suit, on note (ey, .. ., e,) une base orthogonale de E.p. q).
(e’ =1 pour 1 <i<pet ()= —lpourp+1<i<p+gq=n)et
(€0, €,+1) une base orthogonale de E,(1, 1) avec donc,

(eo)’ =1 et (e,4))*=—1.

(€0 €n+15 €15 - . -, €,) est donc une base orthogonale de E.ixp+ 1,9+ 1)
A la différence de [//] a), on se place ici dans Cl,, ,(p + 1, ¢ + 1).
Utilisant donc les résultats généraux de [/6, chap. 1V, p. 128-187], on

obtient dans I'algebre de Clifford Cl,,,(p + 1, ¢ + 1) que :

1 1

aux E; correspondent 3 e = Eejek 1<j<k<n
. 1
a E, correspond - —2-e0e,l+1 ;

1 ‘
aux E, correspondent —~ E(e,,Jr1 + eg)ey 1<k<n

1
et aux F, correspondent - E(enﬂ — €p)e; (I1<k<n.

Ces résultats sont aussi obtenus dans un cas particulier dans [7], [8]
et dans [/2] b).

IV. REVETEMENTS
DU GROUPE CONFORME C,(p, q), n> 2

1° Construction d’un revétement du groupe conforme C.(p, 9).

OnseplacedansCl,, , ;. (E,, ,) pour les raisons déja indiquées ci-dessus.
On va construire :
a) une application u injective de E,(p, q) dans E,..(p + 1, g + 1) qui envoie
tous les points de E,(p, ) dans le cone isotrope Chi2deE,  o(p+1,qg+1)
telle que toute application feC,(p, q) puisse étre décrite dans
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38 P. ANGLES

Cl,41,4+1(Es+2) au moyen d’¢léments de Pin (p + 1, ¢ + 1). Plus préci-
sément, pour tout xe€ E,(p, q) et pour tout f e C,(p, q), on a:

l
Aughux)g™" = o (x)ulf(x)] J (A)

o,(x) étant un facteur multiplicatif réel a préciser, gePin(p+1,g+1);

b) un homomorphisme de groupes ¢ a noyau discret de Pin (p+1, g+1)
sur Cn(ps q) )

Ainsi, par abus, u(x) — g (x)u[f(x)] = a(g)u(x)g”' pourra étre noté
o~ ()

2° Détermination de u.

Pour déterminer u, on est conduit, tout naturellement, & considérer
u(x)—x comme élément de E,(1, 1) et donc de la forme u(x) — x =aeq + be,, , 1,
(a, b)e R, id est u(x) = x + aey + be,, . Or, pour tout x € E,(p, q), (u(x))
doit &tre nul. Et, (u(x))* = (x + ae, + be,,,)* = x* + a*> — b

Donc : (u(x)* =0 = x* =b? — a>.
On peut donc choisir :

1 1
a=§(x2—1) et b=§(1+x2).

Posons donc, pour tout xe E,(p, q) :

u(x) = %(x2 — 1eg + x + ;(1 + xe, 14 (B)

ou, si 'on veut,

1 1 .
u(x) = E(en+l + eo)xz +x+ ’2‘(‘3“1 — €p) ’ By)

3° Détermination de ¢.

On va montrer successivement :

a) quil existe ¢ application de Pin(p + 1,q + 1) dans lensemble &
des applications de E(p, q) dans lui-méme, qui a gePin(p+ 1,9+ 1)
associe f = ¢(g) unique telle que pour tout x € E,(p, g), il existe a,(x)e R

unique associ¢ a g :
A Qu(x)g”" = o (ulf(x)]; (A)

b) que @ est un homomorphisme de groupes de Pin (p + 1, q + 1) dans
(€, 0), ou « o » désigne la composition des applications ;

c) que @ (Pin (p + 1, ¢ + 1) est un groupe qui est le groupe des « inversions-
similitudes-translations » de E,(p, q);

d) que @ est a noyau discret o/ que I'on déterminera.

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section A



REVETEMENTS DU GROUPE CONFORME D’UN ESPACE VECTORIEL 39

NOTATION. — Pour g,(x) # 0, on notera A(x) = (o(x)) ™.

a) Par définition méme, pour tout z€E, .+, pour gdonné e Pin(p+1,q+1),
w(g)zg™! = Y(g).z. On sait que ¥ est un homomorphisme de groupes du
groupe Pin (p + 1, g + 1) sur le groupe O(p + 1, q+1).

Posons donc pour gePin(p + 1, g+ 1): ¥(g) = fi(); fi(g) (noté
aussi f; sl n’y a pas de confusion possible) est une isométrie de E,, ,
parfaitement déterminée. La considération de la formule (A) fondamentale
conduit a étudier la restriction de f;(g) & u(E,) = C, ., puisque :

(Qux)g ™ = fi(g). [u(x)];

f1(g) . u(x) € E,,,; écrivons :  fi(g).u(x) = X%, + X""le,.y + X ;
(X% X" e R?; X e E,(p, q). Pour tout xe E,(p, g), X, X°, X"*1 sont donc
connus.

Donc,

1
(A) = Eag(x) [f2(x) — 1]eg + 0,(x)f(x)
+ %og(x)[fz(x) + 1le,r; = X%y + X + X" e, ,

%Gg(x)[fz(x) -1]1=X° 4x) = X"*1 — XO

had %Ug(x)[fz(x) +1]=X""1 » ax)f3(x) = X"*! 4+ XO

O'g(X)f(X) =X O'g(.‘C)f(X) =X (Al)

Ainsi pour g,(x) # 0,4 gePin(p + 1, g + 1) est bien associé une appli-
cation f de E, dans E, parfaitement déterminée pour xeE,. On peut
noter, aussi que, a priori, cette application ne dépend pas de « Iécriture »
de g dans Pin(p + 1, q + 1);

pour X"l %X, o f(x)

X
= Xn+1 _ XO :
Remarque. — On peut remarquer, aussi, que si f existe, associé a

gePin(p+ 1,9+ 1), f(x)et a,,7(x) sont définis sans ambiguité. Supposons
que a g donnéePin (p + 1, g + 1) soient associés 2 éléments f et f.

(V) o U [f(X)] = o pLu[f(x)] = ulf(x)]

(xeEn(p,q)

et u[f"(x)] colinéaires (Vx)(x € E,).
Or,

u(x)iEfR* Ju(x’) }
1, 1 1, 1
< S (¥ =Deg+x+ 5%+ Degy =2 5 (% =T)eo +x" + E(x'2+1)en+1
x = x
=>{ =27 =x? = l=1= x= .

x? = ix"?
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40 P. ANGLES

Donc, pour tout xeE,, f(x)= f'(x) et par suite o, (x) = g, (x) noté
g,(x). On a donc construit une application ¢ de Pin (p + 1, ¢ + 1) dans &.

b) Montrons, maintenant, que pour tous g, g e€Pin(p+1,q+ 1)

tels que ¢(g) = f et o(g’) = f', on a ¢(g'g) = f'- f.
En effet :

(V) )Of(g)u(x)é"1 = o (ulf(x)] et Agu(x)g' ™" = oo x)uf"(x)]

(xeEn(p.q)

= a(g'ghux)g's) " = a(g) [ u(x)g g " = g { ag(X)gJ[cﬁs);)n} 1g!

= a(g'Qu(x)g'g)”" = o (o (x)ulf"o f(x) (Vx)NxeE,).

Doncag'gestassociépar ¢ : f'< f etdeplus, (Vx)(x € E,)a,(X) = g,(x)a,(x).
¢) Onsait [6]a)quege Pin (p + 1, g + 1) siet seulement si g= v, ... v,
~eR*; vy, ..., v, vecteurs non isotropes de E,.,(p + 1,4 + 1) et

N(g) = pB(g).g = £ 1.

On est donc conduit, en utilisant le résultat b) précédent a étudier ¢(v) ou
veE, . o(p+1,q + l)avec v? = N(v) = + 1.

Ecrivons v = v, + v, + 03 avec v; = 20¢; v, =""e, , v3€E,;
(A% ""Tye R%. Notons que v? = (v;)* + (1,)* + (v3)> =e = + 1. II est
classique (par exemple 1) que

a)u(x™" = fi(v).ulx) = ulx) —

2B(u(x), v)
N(v)

aveg, ici, N(v) = ¢ (f,(t)e O(p + 1, ¢ + 1)).

On posera, comme en 3° a), av)u(x)p~! = X%, + X" le,,, + X,
XeE,; (X° X""HYeR2

En développant et en utilisant la bilinéarité de B, on obtient :

-

XO 28{(;10)2%(1 _x2)__()vn+1)2%(x2_1)

@l S = 1)+ (1 + x2A%T Y — 20B(x, v3)}

B =

Xm+ = g{uO)Z%u +x%) + (,1"“)2%(1 +x7)

+ (v*)? :21~(x2 + 1) + (1 — xHA%4"+ T — 2 "+ 1B(x, v3)}
X =e{x[(2% — (") + (0;)7]

AN 1]2 S
— v3[2B(x, v3) — A%1 — x?) — "1+ x3)] )
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REVETEMENTS DU GROUPE CONFORME D'UN ESPACE VECTORIEL 41

et vu le systéeme (A;) donné au 3° a), on obtient :
ag(x) — Xn+1 _ XO =¢ { x2(/1n+1 _ /10)2 + (03)2
— 2B(x, v3)(A"* Y — 2%} = e[x(A"T — 19 — 15]?
a(x)f(x) = & { x0* — v3[2B(x, v3) + x*(A° = 2""1) — (A° + A" 1)] }
0(x) f2(x) = e {v3x* + (A° + 2" H[A° + A" — 2B(x, v3)]

On est conduit tout naturellement & considérer dans E,(p, q) I'’hyper-
quadrique définie par :

0x) =0 < [x(""' =29 — 03] =0

Pour o,(x) # 0;

o9 = xv? — v3[2B(x, v3) + x3(A° — A" — (A° + ArT )
- [(A7* 1 = 2%) — v3]?
0x) = e {x(A""1 — Oy }2; P =c¢
® a1 io =0
V=e=0]+ A - (") =03, ox)=exe=1;
— v3[2B — (A9 4 a1
) = ex — v3[2B(x, v3) — (4" + 2"1)] — x — 2B(x. vy)

& — &A% + A"y, avec A0 = n*1

Donc f(x) = x — 2B(x, v3)(ev3) — 2A%ev;). On remarque que :

X - X — 2B(X, U3)(SU3) = u(gv;)(x)

en notant de maniere générale (cf. [/]) pour tout vecteur a non isotrope
de E,(p, q)u,, la symétrie orthogonale par rapport a (a)* définie par

U () = x 2B(x, a)a
(@) - T AN
Donc, Qa)
F(X) =t (x) — 22%er3)

Comme, d’apres le théoréme dit de Cartan-Dieudonné, toute isométrie
ue O(p, q) peut se décomposer en produit d’au plus n symétries par rapport
a des hyperplans non isotropes, et que ¢ est un homomorphisme de groupes,
on obtient, en notant que — 21%ev;) = y décrit E,, « ’élément générique »
du groupe de Poincaré P(p, g). On vérifie que pour ces éléments on a
0g(x) = 1. (Dans le cas particulier ou A"*! = A° =0, on trouve que
() =t () et f € O(p, q) avee o,(x) = 1)

@ L - ).0 #0 2 =g = (10)2 _ (/‘Ln+ 1)2 + (03)2.

Vol. XXXIII, n° 1-1980.



42 P. ANGLES

On a O'g(.\’) = 8(;."+l - ;_0),‘( — vy }2;
o) = xv? + (A% + A" oy 03[2B(x, v3) + X2(A° = ) + 0]
[(2° = 27 )x + v, P [(A° = 2" x + 0, 2

_ [(20)2 _ ()»"+1)2]X + (/10 + /1"+1)U3
[(10 _ l"“)x + 03]2
vix — v3[2B(x, v3) + x3(A° — A"*1) + v3]
[(/10 — nt l)x + 03]2

- (0 4 gnet [(A° — A"*YHYx + v,] V3 5

f) ="+ 2 ) [(10 _ )’n+1)x + 03]2 + (X + (/10 _ ,1"”1))03
y 1 03[ 2B(x, o)A = A"+ X2 [A° = 2" ]+ 03]

(0= 2" x40, [A0— A" (2B, 03)(A°— 27 V) x2(A0— 27 1)+ 03]

= f(x)

1 03
- = (40 n+1 3
f(X) ( +’1 )[(/10—1"“)x+v3]+(10—/1"“)
y 1 B U3
([/10 _ /'Ln+1]x + vs) (/10 _ An+1)
- — 1 2 _(gn+1y2 4 2 1 Y3
f(X) (Ao_ln+1)[(/10) (/‘L ) +D3]X [(/10—1"+1)x+v3]_(J.O—A”“)
I € 1 v
- ! _ _ 3
f(X) (10 _ /1"+1)2 X vy (/10 _ /1"+1)
<X+W>

qui est la forme la plus générale de f(x).

On trouve les inversions de pdle I'origine et de puissance quelconque.
En notant que les homothéties de E, sont associées aux ¢léments
de Pin(p + 1, g + 1) de la forme exp (nege,+ 1), 1 € R*, et que ¢ est un
homomorphisme de groupes, il en résulte que ((Pin(p + 1,q + 1),0)
est le groupe des « inversions-translations-similitudes » de E,(p, q).

On convient donc d’appeler, par définition [p[Pin(p + 1,9 + 1)],0]:
groupe conforme de E,(p, q). (On peut, grace au théoréme de Liouville [/0],
[20], identifier ce groupe obtenu ici avec le groupe déja défini C,(p, q)
au III) 1°.

On appellera groupe conforme restreint [@[Spin (p + 1,9 +1)}, 0].

Remarques (sur la formule obtenue au D).

o o . A%+ mI 1 € )

1° Si v = 0,0on obtient f(x) = <W e m X p :inver-
sions de pdle l'origine et de puissance quelconque. Les cas particuliers
(A° =0, A"*1 = 0); (A° = 0, A"*! = 1) donnent respectivement les inver-
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sions de pdle 0 et de puissance 1, respectivement — 1, associées donc
respectivement a eg, ¢, ;.
2° Si vy # 0 et (v3)> = 0, on obtient, comme

(,‘LO)Z _ (/1"+1)2 =g < =8(;LO + )."+1)

,{0 _ /1"+1

+1 1 _
f(x) =%+ 2 )|:x(),° ) 1o 803].

3° Notons que le cas ou v; est isotrope et (v, + v,) isotrope est exclu,
puisqu’alors E, ,, serait totalement isotrope.

d) Montrons, alors, que le noyau o/ de ¢ est discret.

Déterminons &/ = ker ¢.
ged < (Vx) (xe E,u(x) est colinéaire a

a(gu(x)g™" = fi(g). u(x)(fi(g) = W(g)eO(p + 1, q + 1)).

1 1
Rappelons que pour tout x € E,, u(x) = E(x2 — ey + x + 5(1 + x%)e, 4 1.

On a défini C(p, q) comme le groupe ¢(Pin (p + 1, ¢ + 1)). Rappelons,
de plus, que pour g = v,v = A%y + A"" e, | + v5, (A% A" ) eR%, v3€E,;
v? = ¢, on a trouvé que a,(x) = e[x(A""! — 1°? — 0313, et que

Ogre(X) = 0g(x) X 0,(X).

(¢ est un homomorphisme de groupes). En cherchant dans le groupe des
inversions similitudes-translations de E, comment obtenir I'identité, on
vérifie immédiatement que pour tout g € o, g,(x) = 0,(— x) = ¢, (Vx) (xeE,).
On notera, par abus, pour tout g € &, 0,(x) = 614(x) = & Le choix successif
de xeE,(p, q) et de (— x)€E, tels que x> =1 et (— x)?> = 1 permet de
vérifier que pour tout ge .o/ :

A(gen+18” ' =te,1q et (¥x) (xeE,): (x})=1, a(g)xg”'=ex (Vg) (g€ ).
En effet
{)c:x2:1:>u(x)=x+e,,Jrl }
—xi(=xP=1=uU-x)= —x+ e,
- { a(g)x + ‘3n+1)g_1 = o (X)[x + €,41]
Ul — x + € 1)8 ' = 019(— X)[— X + €y
N {a(g)en+1g_l = €€, (Vg)e o : (Vx): x* =1.
agxg ! =ex.
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De méme, le choix de x : x> = — 1 et de (— x) tel que (— x)*> = —
pour lesquels, respectivement, u(x) = — ey + x et u(—x)= —ey — x
permet de montrer que a(g)eog = eey, (Vg) (g € o) et que a( gxg ' =ex;

Vge.of; (Vx) (x* = —1). De plus, pour x : x> =0, u(x) = ———+ 4+ — Cnts

2 2
et on obtient (Vx) (x* = 0), (Vg) (g€ ) a(g)xg™ ' = ex.
Il en résulte aussitdt que pour tout zeE,,,, z = 1%, + 2271 + x.

xeE(p, q), (A°% 2" eR? (Vg) (ge o), a(g)zg™' = fi(g).z = ¢z avec
e==*1,doncges <= fi(g)=1dg ,,ou fi(g) = —Idg .,

avec file) =g et fi(g).z=oglg .
Or on sait [/ bis], [5], [6]a)que Keryy = { + 1, — 1 }idesty(1) = Idg, ,,
et y(— 1) = Idg, ,,. Cherchons y ™' { — Idg, ,, } .

Notons d’abord que y(ey) = —Idg,,, et Y(—ey) = —Idg,,,, ou
eN = eoen+ 1e1 e en.

gePin(p+1,q+1)} .

- = = —1Id

ge l//l { _ IdE"+z} B W(g) En+2
= Y(gen) = Y(g).¥(ex) = Idg,,, = geneKery ={ — 1, + 1]
=>gen=11=>g=(+1)ey) ' =cey ol ¢=+1.

vu [5], [6]a)

Il

-1
Donc ¢ { —Idg,,,} = {ex, —ex}.
Donc o = { + 1, — 1, ey, ey }. # est donc discret. On vérifie immeédia-
tement que suivant que (ey)? = + 1, respectivement (ey)* = — 1, I'on
trouve pour .o soit la structure du groupe de Klein Z, x Z,, soit, respec-
tivement, la structure du groupe Z, ; de plus, pour tout xe E,,

u(x).1 = o u(x)1)™";  ux).1= o= Du(x)— D",
(= 1).(u(x)) = alex)ulx)Nen) " et (= 1).(u(x)) = a( = en)u(x)— en) ™.

4° Compléments.
a) Conformément aux résultats indiqués en III 2° ¢), on peut vérifier

directement que a g=exp< (en+1 +e0)y)er (p+1L,g+1)ou yeE,
1
soitag=1+ E(e,,+l + ¢o)y, avec a(g) =1 + < (e,,ﬂ + ep)y et

g =1+ g(enﬂ + €p)

est associé la translation de E, : x > x + y. On vérifie, en effet que pour
tout x € E,, u(x + y) = a(gu(x)g™"; [o,(x) = 1].
b) On peut obtenir les « rotations orthochrones » de E,, éléments de
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SO, (p, q) comme dans [/6]. Toute rotation t € SO, (p, q) est décrite par :
1 .

H(x) = gxg~' avec g = exp (— —2—b"e,-j>. En effet, teSO_(p, q) s’écrit

t =exp h ou h est une transformation antisymétrique de E,. De plus a

h est associée un bivecteur b unique tel que hx = bx — xb, b= zbi"eii

I l .
ou b = Eh” et, dés lors, t = Y,(g) = ¢(g) ou g = exp(— Ebue”) Car,

pour X=x A y,expX =1+ Xetexp(— X)=1— X = (exp X)~!. For-
mant, donc, of g)u(x)g ~ ' et développant, comme geog ™! = e, ge, . 187 1=¢,4
et (t(x))*> = x%, on trouve que a(gu(x)g"" = u[t(x)] et que o,(x) = 1. Ce
résultat est signalé dans [//].

¢) On a noté comment obtenir les homothéties de E, images par ¢ des
éléments exp (nege,+ 1), (1 € R*, de Pin (p + 1, ¢ + 1). Utilisant les résultats

1
du III 2° ¢) pour A = expyn, Ae R**, g = exp (5 neoen+1>, on vérifie que

¢(g) est 'homothétie positive x — Ax de E, On trouve, en effet que :
wu(x)g™ ! = A7 u[Ax] = o (x)u[ix] avec o (x) = 1! =exp(—1n). Ce
résultat a été trouvé dans [//], dans un contexte différent.

d) Soit aeE,. Considérons la transformation conforme spéciale de
E, x — f(x) = x(1 4+ ax)™'. Cette transformation n’est pas définie pour
Y appartenant au cone d’équation (1 + ax)? = 0 si @ # 0 et a I'hyperplan

1
d’équation B(a, x) = — 3 si a*> = 0. Conformément & [I6] et vu les résul-

tats du III) 2° ¢), pour

1 1
g = €xp [E(enﬂ - eo)a:| =1+ 'z—(en+1 —epaePin(p+1,q9+1),

on trouve que: a(gu(x)g ! = oy (X)u[A(x)(x + ax?)] = o (xu[f(x)], en

posant [o(x)]"! = A(x) = [N(1 + ax)]"!; donc

1
(p<exp (E(e,,Jrl — eo)_a>> =fouf:xm x(1+ax)" L.

On notera ci-dessous u; I'application
Uy o X > U y(x) = x — 2B(x, ¢)e; .

e) Tableau fondamental des résultats pour des éléments notables g de
Pin(p+ 1,9+ 1):

(Cf. [11)).
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gePin(p+1,q+1) SeClp,a); f=9olg) og(x)
1 .

g=expb=exp| — Eb"e,-,- rotation orthochrone € SO .(p, q) : 1

I
b= Eh” D hy =bx — xb x = i(x)=glx)g™!; t=exph t=0(g
g=¢6; 1eS0(p, q) 1 x — Hx) = uy o ug(x); 1
I<i<j<n ufug o ug(x)] = ug © uglx)
g=¢ 1<i<n teO(p, q) — SO(p, q) : x > t(x) = uy(x); 1

ufue(x)] = ug [u(x)]

1
g =exp (5 (eps+1 + eo)y> X — x + y translation de E, 1

1
=1+5(e,.+1+eo)y; yeE,

1
g=exp (— nege, + 1), neR*|x — Ax homothétie positive (ou dilatation) de E, At
2 A=expy, LeR**

g=e X +— —: inversion de pdle 0, x?
X de puissance 1 : x%u[x '] = ug, [u(x)]
1
g =€, X +— — —: inversion de pdle 0, - x?
x

de puissance — 1 : (— xHu[— x™'] = ugy 1 [u(x)]

g =exp <7(e,I+1 —eo)a) X > X - — transformation conforme spéciale |N(1 +ax)
2 I +ax  4eE,

1
=1+ i(e',,+ 1 —eg)a; acE,

5° Revétements de C(p, q).

a) On a donc, pour toute parité de n, algébriquement

Pn(p+ 1,9+ 1)

Cup, 9 = ~

On a, ainsi, construit un isomorphisme algébrique (i), isomorphisme
Pn(p+1,9+1)
o
Pin (p + 1, g + 1) est muni d’une structure de groupe de Lie; o/ est
discret. On peut postuler que i définit un isomorphisme topologique

Pin(p+1,g+1)

entre —~ et C,(p, q). C(p, q) est alors doté dune structure

algébrique de sur C(p, q). On sait [5], [6] a), que
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de groupe topologique ; de méme, on le munit d’une structure de groupe de
Lie. On retrouve ainsi un résultat énoncé par exemple dans [2].

. . |
{ On a donc construit un revétement [, Pin (p + 1, ¢ + 1)] a quatre .
feuillets de C,(p, g) et méme dans le cas ou (ey)* = + 1, un double

revétement a deux feuillets puisqu’alors A ~ Z, x Z,.
{

On vérifie de méme en notant ¢(Spin (p + 1, g + 1), (C,(p, g)), (groupe
conforme restreint), que [¢, Spin [p + 1, ¢ + 1]] est un revétement a
quatre feuillets de (C,(p, ¢)), et méme dans le cas ou (ex)? = + 1 un double
revétement a deux feuillets.

b) Autre revétement de C,(p, q).

C IV) 3° d), y() = { 1+1}—ﬂ Z,, i d z

o ~ -1, s ~ ,Le =—X .
omme, vu IV) X ) Ker ¥ 2 Z, 2
Dés lors, vu [6] a), en utilisant et en raison des théorémes d’isomor-
phismes sur les groupes, on obtient :

Pin(p+1,9g+1) Pin(p+1,q+1)

Pin(p+1,q+1)~ ker - Z,
o - of - o
ker Z_z

_Op+Lg+1

Z,
Pin(p+1,9+1) O(p+1,q+1)
of - Z,
autre revétement a deux feuillets de C,(p, ). Comme (cf. par exemple 1),
Z,estlecentre de O(p+1, g+ 1), il en résulte que C,(p, ) * PO(p+1, g +1)
groupe projectif orthogonal, ce qui justifie la construction faite dans [/4, a, b]
SP x S

Deés lors C,(p, q) ~ , ce qui donne un

du groupe conforme a partir de
de cet espace. 2

, comme groupe de transformations

¢) On vérifie de méme que

SO(p+ 1,4 + 1
(Culp. @), ~ 4+
2

~PSO(p+ 1,9+ 1)
groupe projectif spécial orthogonal.

6° Composantes connexes du groupe conforme C,(p, q), n> 2.

«) RAPPELS.

On montre [/7] a), [19], que tout élément de la composante connexe
de I'identité du groupe de Lie conforme C,(p, q) est la composée d’une
« rotation orthochrone t € SO ..(p, q), d’'une translation de E,, d’'une homo-
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thétie de rapport positif, et d’une transformation spéciale conforme. On
se propose de retrouver ces résultats directement en utilisant les revétements
de C,(p, q) obtenus au 6°.

b) UTILISATION DE PO(p + 1, g + 1).

Op+1,g+1
On a montré que (qu) est « un revétement » de
2

(@)
Clp, ). Cip.a) x 2P IED
2

(isomorphisme topologique et de groupes de Lie) On sait de plus que
O(p, q) est rétracte par déformation de O(p) x O(q) et que le cardinal
de I'ensemble des composantes connexes de tout espace topologique est
invariant par homéomorphisme. Il est bien connu que O(p, g) = O(g, p).
que (Op, 0) noté O(p) a exactement 2 composantes connexes €t que

O(p) x O . . .
L_(fll a 4 composantes connexes si p et g sont pairs et 2 compo-

2
santes connexes si p ou g est impair. On obtient, en appliquant, ici, ces
résultats :
1° si pq est impair <> p et q impairs <> p + 1 et g + 1 pairs, alors
Op+1Lqg+1
Z,
santes connexes ;
2° si pq est pair <> p ou q pair < p+ 1 ou g + 1 impair, alors
Op+1Lg+1
Z,
santes connexes.

a 4 composantes connexes et donc C,(p, q) a 4 compo-

a 2 composantes connexes et C,(p, g) a, donc, 2 compo-

REMARQUES. — 1° Si pq est impair ; en notant par des cadres, les compo-
santes connexes de identité, on obtient :

ard Cdp. @) } =4.
Cup, 9)

Or vu les théorémes d’isomorphismes sur les groupes
Pin(p+1Lg+1) @Pin(p+1,9+1)  Cip q)

~

(pl( Cn(p7 q) ) @(;Dl( Cn(P. (]L) Cn(p’ 4)

Pin(p+ 1,9+ 1)

-1
¢ ([Cip. 4)])
[Pin(p+ 1q+ )] = Gg(p + 1,9 + 1), il en résulte que

-1

o([Cdr.@)])=Gg(p+1Lg+)=[Pin(p+T.q+ D]
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On peut alors vérifier en utilisant y, que
Pin(p+1,9g+1) Pin(p+1,9g+1) - Op+1,9g+1)

o([Cra]) (Pin(p+Lg+ D] [Op+lgrD]
(cf. [6] a)).

2° Si pq est pair; on peut seulement dire que
Pin(p+1,q+1
card{ ,_l(p 1 )}=2.

o([Clp.a)])

¢) UTILISATION DE (Pin(p + 1, ¢ + 1), ¢).
Nous devons & A. Crumeyrolle la démonstration plus directe suivante :
Cipg) Pin(p+1lg+1)

B |
s o )
classique d’algébre.

En raison de la connexitéde | C,(p, q) |, siun élémentde Pin (p+ 1,4 + 1)

s’applique par ¢ dans | C,(p, ¢) |, il en est ainsi de tout élément de sa compo-
sante connexe.
Réciproquement, tout élément de | C,(p, q)| a son anti-image dans

une des composantes connexes des €léments de Ker ¢, comme le montre

le relévement toujours possible d’'un chemin de | C,(p, ¢)| dans
Pin(p + 1, g + 1) puisque ¢ est un revétement. Donc, I'anti-image de
[ Cu P, q) | par ¢ est I'ensemble des composantes connexes des éléments

de ker ¢ dans Pin(p + 1,9 + 1).

Soit G, le sous-groupe des éléments de Pin(p + 1, ¢ + 1) de norme
spinorielle 1 et Gg lintersection de ce sous-groupe avec Spin (p+1, g+1).
Selon [5], G§ est connexe et d’indice 2 dans Spin (p + 1, ¢ + 1). Mais
Pin (p + 1, g + 1) est la réunion disjointe de Spin (p + 1, g + 1) et de
son complémentaire C dans Pin (p + 1, ¢ + 1). C a deux composantes
connexes car le produit d’un élément de Spin (p + 1, ¢ + 1) par un vecteur
non isotrope de norme spinorielle 1 est une bijection de Spin (p + 1,9 + 1)
sur C. Pin (p + 1, g + 1) a donc 4 composantes connexes : Gg, G, — Gg ;
le complémentaire 4G, dans C de Gy, (Spin(p+ 1,9+ 1) — Gg);

selon un résultat

On rappelle que

et +1eGg.
a) p+ q pair ) pq pair  (p et g pairs)
N(ey) = —1;  +exeSpin(p+1,s+1)—G§

-1
o([CAp, @) ])=Spin(p+ 1,9+ 1);
Pin(p+ 1, g+ 1)
: ~{—1, 41 5L [6
Spin(p+ Lg + 1) b Bliela

C.(p, q) a 2 composantes connexes.
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P) pq impair (p et q impairs).
Niey) =1; + eneGq

-1 Spin(p+1,g+1
o([Cing ])=Gs; 20 o Lo n+1) B
0

Donc C,(p, q) a 4 composantes connexes.

b) p + q impair &) p pair, q impair

N(eN)=1, ieNEGO—Gg.

Donc 2 composantes connexes.

B) p impair, q pair

Nley) = —1; £+ ene¥4G,.

Donc 2 composantes connexes.
En résumé :
{ pq impair : 4 composantes connexes

pq pair  : 2 composantes connexes .
CONSEQUENCE
Il en résulte, comme l'indique le tableau du (IV, 4°), qu’on peut obtenir
I’élément générique de par composition des images par ¢ des

éléments de Pin (p + 1, ¢ + 1) de la forme exp | — %bﬁeij)
exp (5 (ens1 + eo)y>, yeE,;

exp (% neoe,,H) en posant 4 =expn;
exp G (eys1 — eo)a>, aeE,;

puisque dans le groupe de Lie Pin(p + 1, g + 1), on peut trouver un
voisinage de l'identité « engendré » par 'exponentielle.
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