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Université Pierre-et-Marie Curic. Paris

et
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Conservatoire National des Arts et Métiers, Paris

REsUME. — Dans ce travail nous définissons la notion d’expérience non
disjointe sur un ensemble Q. Une telle expérience est une famille o = { x; },;
contenue dans 'ensemble 2(Q) des parties de Q. Sur 'ensemble ® de toutes
les expériences, nous étudions 'ordre de finesse et des informations crois-
santes pour cet ordre.

Nous établissons une généralisation de I'information de Shannon clas-
sique qui, elle, n’est définie que sur les expériences disjointes.

ABSTRACT. — In this paper, we define the notion of undisjointed expe-
riment on a set Q. Such an experiment is a family « = { x; },;; contained
in 2(Q). On the set ® of all the experiments, we study order and infor-
mations.

We define a generalisation of the classical Shannon information on finite
disjointed experiments.

I. HEURISTIQUE

Nous considérons un ensemble Q, appelé événement certain. Nous
appelons expérience (sur Q), toute famille & = { x; },., contenue dans 2(Q).

Annales de I'Institut Henri Poincaré-Section A-Vol. XXXII, 0020-2339/1980,257, % 5.00
© Gauthier-Villars



258 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

Nous notons ® I'ensemble de toutes les expériences. Pour toute expérience
o = { x; };e, NOus notons U(x) la réunion de o :

U@ = Jx..
iel

Nous disons que a est une expérience compléte si U(x) = Q, et que a
est une expérience disjointe si, pour tout couple (i, j)e I x L, tel que i # j,
nous avons x; N x; = ¢.

Nous disons qu’une expérience o = { x; };; est plus fine qu’une expé-
rience f§ = { y; };o; si I'apport de connaissance dfi a 'expérience o est plus
grand que celui dii a f.

L’expérience o permet de savoir si un élément ae Q appartient a 1'un
des x; et auquel. Elle permet aussi de savoir si a n’appartient & aucun des x;,
C’est-a-dire si a appartient a Q \ U(z). Nous sommes donc conduits a
associer a « 'expérience compléte :

&= {(xi)ish QN U(OC)} = {xi }ieT'

Nous disons que a est 'expérience complétée de a.

Il serait satisfaisant que « et & soient aussi fines I'une que l'autre, donc
que l'on puisse identifier o et o.

Dire que f = { y; }c; est moins fine que a = { x; };; signifie que chaque
y; (jeJ) est une réunion de x; (ie K < I), car, alors, la connaissance de
'appartenance a I'un des x; (i € K) est plus précise que celle de I'apparte-
nance a y;.

Considéerons a nouveau I'expérience non disjointe o = { x; },... SiaeQ,
'expérience o permet de savoir si, pour tout i€l, a appartient a x; ou
aQ\x,. '

Notons ¥ T'ensemble de toutes les familles de fonctions (¢;),; ou
;i P(Q) - 2(Q) est de la forme @fz) = z ou Q \ z. A I'expérience a,
nous pouvons associer I'expérience disjointe et compléte

o = {m Pix) (@it € T} = {Xi liar = 2(Q).
iel

Nous disons que o est I'expérience intersectée de o; elle est toujours
compléte.

Il serait assez satisfaisant d’établir une théorie de la finesse ou « et o
soient équivalentes car, a priori, o’ apparait comme plus fine que « mais,
ayant fait I'expérience o, une simple déduction logique permet d’obtenir
les mémes résultats qu'avec 'expérience o’.

Néanmoins, dans la pratique, le fait d’associer o’ & « conduit a traiter
un nombre d’événements prohibitif. Dans tout systéme physique quelque
peu complexe — physique nucléaire des basses et hautes énergies, physique
spatiale, biologie moléculaire, etc. — le nombre d’événements 4 examiner
est de 'ordre de plusieurs centaines voire plusieurs milliers.
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ORDRE ET INFORMATIONS SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES 259

Or il apparait que le cardinal de o’ est, a priori, égal au cardinal de ¥ :
card P = 2¢ard!

Nous considérons quelques exemples : si I = 100, card I’ ~ 1,268 x 103°
et,si ] = 300, card I’ ~ 2,037 x 10°°. Nous voyons donc que la complexité
apportée par I'introduction de I'expérience intersectée a’ ne permet souvent
pas P’étude de I'expérience o au moyen de o’. C’est pourquoi, dans le para-
graphe II, nous étudions les notions d’ordre et d’information sur les expé-
riences sans identifier celles-ci et leurs intersectées.

II. ORDRE ET INFORMATION
SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES

Soient o = { x; };q €t f = {y; },er nous avons vu que l'expérience o
est plus fineque fsitout Vi (j € J) peut s’écrire comme réunion de x; (ieK 1)
Nous pouvons donc écrire :

x> peVyep=pu{Q\UP}c2Q), IKcItel que
(l) yj:U’Vi‘
ieK T

Nous obtenons en fait un préordre partiel. Il devient un ordre partiel
si nous identifions les expériences et leurs complétées.

Nous allons montrer que, dans ©, toute famille (o, = { X} }ic, Jiek admet
une borne supérieure et une borne inférieure.

Comme précédemment, nous notons :

ak - {( t)lElk’ Q N U(ak)} - {x }1elk
La borne supérieure se définit par :

\/me {xi-‘kiikeik, kEK} =U5€k.

keK keK

En effet, cette expérience est manifestement plus fine que, chaque o.
Par ailleurs si § est une expérience plus fine que chaque o, et si ﬂ ={y;}ih
alors, pour tout jeJ et tout ke K, il existe une famille { x { Vienct, telle

que y; = U x¥; par conséquent B est plus fine que \/ %, qui est
) ieH<Ty ) KoK

bien la borne supérieure.
La borne inférieure se définit par :

/\ock = {xeﬂ’(ﬂ) VkeK, I(x)inci, © &, tel que x —Ux’,-‘ }
KkeK. ieH
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260 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

Il est évident que /\ %, est moins fine que chaque a,. De plus, si

ke K N

=1 y;} jes €st une expérience moins fine que chaque . alors, pour tout j € J.

il existe une famille (x{);n<i, = & telle que y; = U\f‘

ieH

Nous voyons donc que 8 = /\ %, et, par suite ff < /\ %, qui est
bien la borne inférieure. KeK Kek

REMARQUE 1. — 1.a. L’expérience intersectée associée a \/ %, s'écrit :

keK

(/o) i)

keK i Ty

/=) -(\/4)

keK keK

elle vérifie donc :

/ ’
Nous verrons plus tard que (\/ak> est la borne supérieure, dans

keK
I'ensemble des expériences disjointes, de I'ensemble des expériences dis-
jointes { o }rek-

1.b. Dexpérience disjointe associée a /\ % nest pas, en général,
keK
égale a la borne inférieure des expériences disjointes { «} Jyx, ni dans
I'ensemble ©, ni dans I'ensemble @’ des expériences disjointes. Nous citons
un contre-exemple :

5 3
[0’4]’ Alz[]ai]a A2=|:§73:|9

a={A,A,}, B=1{B=(AUA)N(A NnA)}.

Nous voyonsquea A f=1{¢,Q} = (¢ A By ={4,Q}.

Oro ={A NALA NnA,L AN ALBA N(BA, et B/ ={B,(B}.

Donc o/ A ={¢,QB}et(a ABY=1{4B, B} #(xABY.

Nous nous proposons maintenant de définir, sur 'ensemble © des expé-
riences disjointes ou non, une information croissante avec l'ordre de
finesse.

Dans le but d’étudier un cas concret nous supposons, jusqu’a la fin de
ce paragraphe, que I'ensemble Q est muni d’une probabilité p.

L’idée la plus naturelle est d’associer, a toute expérience x = { x; }

Q

iel
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ORDRE ET INFORMATIONS SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES 261

finie et dont les événements sont p-mesurables, une expression qui géné-
ralise celle de Shannon :

ho) = — 2 p(x;) Log p(x;) .
izl
Cependant, si x; N x; # O. nous voyons que la somme :
— p(x)) Log p(x;) — p(x;) Log p(x))

fait intervenir l'intersection a deux niveaux. On peut donc étre tenté de

retrancher
— p(x; 0 x;) Log p(x; N x;).

Ces considérations nous conduisent a la proposition 2.

PROPOSITION 2. — Soit I la classe des expériences finies dont les événements
sont p-mesurables.

A toute expérience o = { x;};q€ = P[P(Q)], nous associons, notant
1= {x; }ia < PQ), la complétée de o :

hy(0) = — Zp(xi) Log p(x;)
iel
et, munissant 1 d’un ordre total quelconque

hy(a) = Z[_ p(x;) Log p(x;) — p(x;) Log p(x;) + p(x; N x;) Log p(x; N x;)]

i,jeT
i<j

=21 Z [— p(x;) Log p(x;) — p(x;) Log p(x;) + p(x; N x;) Log p(x; 0 x;)].

i.jeT
i#j

Alors h, et h, sont des applications croissantes pour lordre ci-dessous :
7= { X tia> B =1{Vj}ja (a est fortement plus fine que f) si et seulement
sil existe une partition de T:1 = U K;, K;nK, = ¢ sij#h, telle que.

Jjel
pour tout je T, nous ayons V= ka.

keK ;

Démonstration.— Pour tout = € 2(Q), nous notons §(z) = — p(z) Log p(=).
Nous avons :

yy) + 0(y;) — 0y, nyy) — 0y wy,) 20,

Le fait que h, soit croissante pour la finesse forte est da a la relation :
v=Un = o) < Ze<x,~>.
ieK -
ieK

Vol. XXXII. n°® 3-1980.



262 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

Pour montrer que h, est croissante pour la finesse forte, il suffit d’établir

que, si:
W =U-‘Ci et y, = Uxia
iel ieK
alors
0(y1) + 0(y3) — 8(y; O y,) < Z [6(x) + 0(x)) — 0(x; 0 x;)]
i,jeLUK
i<j

Nous pouvons supposer que L U K est ordonné de maniére que L < K, et:

Z [9(x,~)+H(xj)—G(ximxj)]=Z[...]+Z[...]+Z[...],

i,_]'.EL\'JK i,jel i,jeK ieL
i<j i<j i<j JjeK
= E [...]+ E [...1].
i,jeL i,jeK
i<j i<j
Or:

+ 0(x; U x;) < 0(x) + 0(x)) — 0(x; 0 x;) < 0(x;) + O(x)).

En sommant sur les (i, j) e L?, nous pouvons voir que

0(y,) = 9<U x,-) < Z 0(x; L x;) < Z [0(x) + 0(x)) — 6(x; " x;)]

ieL ijel ijeL
i<j i<j
De méme :
0(y,) < Z [0(x;) + 0(x;) — 0(x; N x;)]

i,jeK
i<j

et h, est bien croissante pour la finesse forte.

REMARQUE 3. — Sur la classe I définie a la proposition 2, les applications h,
et h, ne sont pas croissantes pour la finesse.

Contre-exemple. — Soit Q = [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue.
Nous notons :

a={[0,e7'], [e7'%% e ], [e7}, 1]} =a
et

ﬁ — { [e—IOO, 6_1], [0, e—lOO], [e—l’ 1]} — B
Alors

h(x) =e 'Loge —(e™! —e %% Log(e™! — e 109

—(1—-eYHLog(l —e™ Y
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ORDRE ET INFORMATIONS SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES 263

et

hl(ﬁ) - (e—l _ e—lOO) LOg (e—l _ e—lOO) + €_100 LOg e100
—(1—eYHLog(l —e™ Y
Nous voyons que hi() > hy(B)

alors que I'expérience f est plus fine que a.
De méme, nous pouvons voir que h, n’est pas croissante pour la finesse.

III. DEFINITION DE L’INFORMATION
SUR DES EXPERIENCES NON DISJOINTES

Nous avons vu, au paragraphe II, I'impossibilité de définir, sur une classe
d’expériences non disjointes, I'information par une formule généralisant
raisonnablement celle de Shannon-Wiener.

Nous allons, alors, utiliser la démarche la plus naturelle qui consiste
a définir cette information par bornes supérieures ou inférieures. Etudions
de nouveau I’heuristique du probléme. Supposons une situation trés simple,

a={x, X3}, X3UX, =Q, x;Nnx, #P, x; #Q.

Il est assez souhaitable que I'information de o soit égale a I'information
de son intersectée :

H(o) = H({x; N\ x5, x; N x5, X3\ X })
Par contre, toute expérience disjointe et moins fine que « s’écrit néces-
sairement
y={Q ¢}.
Nous ne pouvons, donc, écrire I'information de a sous la forme :
H(e) = sup { H(y), 7 disjointe, y < a'}.

Dans toute la suite, nous notons A une classe d’expériences disjointes
munie d’une information H, et nous nous proposons de définir I'information
d’expériences « par la relation

H(x) = inf{ H(0) : 6€A, 6 > a }.

Nous sommes donc conduits a étudier les notions d’ordre, de bornes
inférieures et supérieures, pour la finesse, dans ’ensemble ®’ des expé-
riences disjointes.

IV. ORDRE ET INFORMATION
SUR LES EXPERIENCES DISJOINTES

Nous rappelons qu'une expérience o = { x; };; est dite disjointe si :
i#j=xnx;=¢.

Vol. XXXII, n° 3-1980.



264 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

Si a et B sont deux expériences, nous disons que « = { x; };4 est plus
fine que B = { y; } .; si et seulement si :

o= f = Vyjef3= pu{aNUp}, IK ci:yj:U,\',»‘
ieK
Nous notons ®’ 'ensemble de toutes les expériences disjointes et nous

allons montrer que, dans @, toute famille (o, = { x} };, kex admet une
borne supérieure et une borne inférieure.

Nous identifions, pour tout k € K, ’'expérience o, et sa complétée :
{ (x?)iElk s Q AN U(ak) } = { Xf }ie‘i’;.- .
La borne supérieure se définit par :

_ kook o ; T
\/ Ay = {ka X5 €0, (e € | | Ik}'
kK

keK keK

%

Nous voyons que, pour tout k € K, si x¥ e &, alors :

d= U (¢M)

(= 1 T heK Y k)

hERNRY

Par suite \/ u, est bien plus fine que chaque o;.

keK
Si 8 est une expérience disjointe plus fine que chaque oy :

Vxfed, IVhe © ff txf = U Yh

hel

Pour toute famille x¥, (i) € H I,, nous pouvons déterminer une famille

keK
Vi (hk)eHLk telle que Vk, x¥ =Uy’,‘,k.
keK feeLic
Alors :
ARV ESTEI Ry
kK kek keK
hieLly
Par conséquent f§ est plus fine que 7. Nous pouvons conclure

keK
que VM x est bien la borne supérieure de la famille (o )ek-

Annales de !’Institut Henri Poincaré - Section A



ORDRE ET INFORMATIONS SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES 265

Dans le but de définir la borne inférieure, nous introduisons ’ensemble
Z={xt:xbeaq, keK}.

Pour obtenir une borne inférieure disjointe, nous devons réunir obliga-
toirement deux xj et x* dont I'intersection est non vide. Nous munissons Z
de la relation d’é¢quivalence :

X~y < 3{x,x .., % CZ:xnx #¢

Xy N X F D X, N Y F P

Nous notons Z Iensemble quotient et, pour tout ¥ € Z nous posons :
x=U{x:xex].

Nous voyons que { x : x € Z } forme une partition de Q. La borne infé-
rieure de la famille (o)« se définit alors par :

En effet, pour tout ke K et tout y € /\ %, NOUS avons :
keK
y=Ulx:xkcy, iel ).
Par ailleurs, si f# est une expérience moins fine que chaque 2, pour tout
Yy € nous pouvons trouver un sous-ensemble L, < I, tel que

_ k
y={_J
iely

Sih # ketsixfnx?+# ¢, alorsynxi # ¢;comme B est une expérience
disjointe moins fine que a, ceci implique que xjf < y. Il en résulte que

— vk
y=_J#
iely

et f# est moins fine que %, Nous pouvons de nouveau conclure que

kek
2, est bien la borne inférieure de la famille (o), .

A K

DEFINITION DE L’ INFORMATION. — Soit A une sous-classe de ®’. Nous
appelons information sur A toute application H vérifiant :

® H:A - R,
@ H est croissante pour la finesse :
2 < f = H( < H(B).

Vol. XXXII, n° 3-1980.



266 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

EXEMPLE CONCRET DE REFERENCE. — Soit Q un espace tributé muni
d’'une probabilité p [resp. soit Q un espace topologique muni d’une pro-
babilité p]. La classe A est ensemble des expériences disjointes dénom-
brables dont les événements sont p-mesurables [resp. A est I'ensemble
des expériences disjointes dénombrables dont les événements sont
compacts J.

Nous pouvons munir A de l'information de Shannon-Wiener

= () oy = HG3) = 2 — p,) Log plx,) = H().
neN

Cette somme est évidemment convergente dans R ,. Nous voyons que H
est croissante pour la finesse sur A.

V. DEFINITION DE L’INFORMATION
SUR DES EXPERIENCES NON DISJOINTES

Soient A une classe d’expériences disjointes, et H une information sur A.
A tout expérience o€ ® (x disjointe ou non), nous associons son infor-
mation supérieure :
H*(o) = inf { H(0) : 0 < d €A}
avec la convention :

inf¢p = + o©.
PROPOSITION 4, — L ’information supérieure H* est croissante pour la
finesse.
Démonstration. — Nous pouvons tout d’abord remarquer que H*(a’)

est égale & H*(a). L’expérience o est plus fine que o ; mais elle est aussi
moins fine que toute expérience f§ > «, i disjointe.
Par suite :
H*(e) = H¥(')

Si o et B sont deux expériences disjointes ou non, vérifiant o« < f, alors :

{:0<deA}{d:p<deA}
t
) H*(@) < H*(§).

REMARQUE 5. — Si é € A, alors H(0) = H*(J).

Cette assertion est évidente et sera souvent utilisée dans la suite.

Le calcul de H*(«) est souvent assez difficile car il fait intervenir des
expériences & > a, dont le cardinal est d’une grandeur prohibitive comme
cela a été vu au paragraphe L.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Section A



ORDRE ET INFORMATIONS SUR LES EXPERIENCES NON DISJOINTES 267

Nous avons vu, au paragraphe III, qu’il est, en général, impossible de
donner une définition de I'information d’une expérience a par la borne
supérieure des informations des expériences disjointes, appartenant a A,
et moins fines que «. Par contre, nous pourrions définir I'information de «
comme borne supérieure des informations d’expériences 7, non nécessaire-
ment disjointes, mais finies, appartenant a4 une classe I'. Cette définition
serait assez intéressante car elle ne ferait intervenir que des expériences
finies et le calcul de H(y) est d’autant plus facile que card y est plus petit.

Nous notons I une classe d’expériences 7 non nécessairement disjointes
mais finies sur laquelle nous sachions calculer H(y) = H*(y).

Dans I'exemple concret donné¢ a la fin du paragraphe IV, A est 'ensemble
des expériences disjointes, dénombrables, dont les événements sont p-mesu-
rables ou compacts. La classe I" est alors la classe des expériences finies
dont les événements sont p-mesurables. Il en résulte que :

Voe A :H() = sup{ H*(y):6 > yel'}.
Dans toute la suite, nous supposons que, dans le cadre abstrait :
® VoeA:H(6) =sup {H¥y):6 > yel'}.

Pour toute expérience 0. ©, nous définissons I'information inférieure de « :
Hy(@) = sup { H¥(y) :a > yel'}.

avec la convention sup ¢ = 0.

REMARQUE 6. — a) Pour toute o€ ©, nous avons H (o) < H*().

b) Pour toute ae A U T, nous avons H,(«) = H*(x).

¢) Pour toute expérience ae T, pour tout réel ¢ > 0, il existe une expé-
rience 6 € A telle que o < 0 et telle que, pour toute expérience y € T et vérifiant
o <y < 0, nous ayons H¥(y) — H*(a) < &.

La démonstration des différentes assertions de cette remarque est immé-
diate. La propriété c) de la remarque 6 est appelée la continuité a droite
de Hsur I'.

DEFINITION DE L’INFORMATIVITE. — Nous disons qu’une expérience o € ©
est informative si son information supérieure est égale a son information
inférieure. Nous appelons information de o la valeur commune et nous
la notons H(x) :

H(w) = inf {H@) :a < deA} =sup {H*(y):a > yel'}.

Nous avons vu, a la remarque 6 b) que toute expérience a appartenant
a I' U A est informative.

Nous nous proposons maintenant d’étudier une classe aussi large que
possible d’expériences informatives en nous appuyant sur nos travaux
antérieurs [5), [6] et [7].
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268 M. MASTRANGELO ET V. MASTRANGELO

VI. ETUDE D’UNE CLASSE AUSSI LARGE
QUE POSSIBLE D’EXPERIENCES INFORMATIVES

Nous conservons les définitions et notations des paragraphes IV et V.
Nous supposons données deux classes d’expériences A = @’ et I' = O ainsi
qu'une application H vérifiant les hypothéses @, @ et ®.

Nous nous plagons dans le cadre — cf. exemple concret des para-
graphes IV et V — ou I est stable par bornes supérieures et inférieures
finies. Cependant il ne peut en étre de méme pour A puisque la borne supé-
rieure de deux expériences disjointes n’est généralement pas disjointe.

Nous nous proposons tout d’abord d’étudier H¥*(6, V §,) lorsque 9,
et 0, appartiennent a A :

H*(S, V 6,) = inf{H(8):6, V J, < deA}.
Si d € A est plus fine que 8, V 8,, pour toutie { 1,2}, et pour tout ze 5,
il existe une famille (y));; = 5 telle que z = U Y

~ Jel ~
La famille 4 forme donc une partition de Q plus fine que §;, donc plus
fine que (6, V 8,)'. Nous pouvons conclure que :
H*(0, V d,) = H*[(6, V 62)'].

Nous sommes amenés & imposer 'hypothése suivante :
@ A est stable par bornes supérieures finies dans 'ensemble ®’ des expé-
riences disjointes.

Nous pouvons, alors, énoncer le lemme ci-apres :

LEMME 7. — Si §, et 8, sont deux expériences de A, alors :
H*(6, V 6,) = H[(6, V d5)'].

Nous établissons maintenant le résultat suivant, dans le cadre de I'exemple
concret exposé a la fin du paragraphe IV.

LEMME 8. — Soient 6,, 6, et o trois expériences appartenant a A telles
que 6, < 6,,alors

H*0, V @) — H¥3, V o) < H(S,) — H(,).

Démonstration. — 1l suffit de prouver que, si yeSl, Si (Zkex < 52 et
vérifie y = U z, et si (x))q = @ alors :
keK

2 Z = p(x; N z) Log plx; N z) + plx; 0 y) Log plx; 0 y)]

< z — p(z,) Log p(z) + p(y) Log p(y).

keK
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Or ceci est vérifi€ car la dérivée de — x Log x est décroissante sur [0,1].

Il suffit d’effectuer la démonstration en considérant un yed, fixé en
supposant que y = z; U z, ou les z; appartiennent a J, et en supposant
que a conserve z, et fournit une partition plus fine de z,. Nous pouvons
supposer que I = { 1,2 } et que z, < x,.

Nous posons :

py)=a, pz) =b, p(z;) = e = p(x, N Z3)
P(ynxy) =plzy nxy) =d;, pzy 0 xy) =d,

Nous voyons que
a=b+e, b:d1+d2

Nous notons p(x) = — x Log x.

Il nous faut montrer que :
R = pldi) + p(dy) + ple) — pldy) — p(d; + €) — p(d, + dy) — ple) + pla)
est négatif ou nul.

Ce qui s’écrit encore :
R = —d,Logd, +(d, +e)Log(d, + e) + (d, + d,) Log (d, + d,) —aLoga
R=—(b—-dy)Log(b—d;)+(a—d;)Log(a—d,)+bLogh—aloga

Nous fixons z, et z,; nous supposons x, variable, x; Nz, = ¢.
Nous évaluons la dérivée de R par rapport a d; :

R’ = + Log(h —dy) + 1 — Log(a — d,) — 1
= Log(b — d;) — Log(a — d,)

Comme a > b, cette dérivée est négative ou nulle ; donc R est une fonction
décroissante de d,.

La valeur maximale de R est alors obtenue pour d, = 0.
Or,sid; =0:

Ry= —bLogh+aLloga+ bLogh —aloga =0
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Nous pouvons donc conclure que R < R, = 0; et le lemme est démontré.
Dans la suite, nous nous plagons dans le cadre ou le lemme 8 est vérifié
et nous supposons :

® Sid,, d, et a sont trois expériences appartenant a A et telles que 6, < &,
alors :
H*(6, V o) — H¥, V o) < H(S,) — H(J,).

Nous pouvons alors montrer I’assertion ci-dessous :

LEMME 9. — Soient o, o5, 8,, 0, des expériences appartenant d A et véri-
fiant a; < 6; pour i = 1, 2.
Nous avons :

H*(d; V 6,) — H¥(a; V ;) < [H(S;) — H(ay)] + [H(J,) — H(a,)].
Démonstration. — Elle se fait en utilisant le lemme 8 :
H*(6, V 8;) — H*(y V ay)

= [H*0; V 05) — H*@, V 65)] + [H*(2y V 85) — H*(@, V )]
< [H(d;) — H(e,)] + [H(S,) — Hxy)].

LEMME 10. — Soient §, et §, deux expériencesde A, y, et y, deux expériences
de I telles que 8; = y; pour i = 1 et 2. Alors :

H*(@, V ;) — H(y; V v,) < [H(S,) — H(y,)] + [H(S2) — H(y2)]-
Démonstration. — Considérons H(y, V y,).
H(y; V y;) = inf {H@) : 3, V 7, <€A}
Si 6e A est plus fine que y, V y,, alors pour ie{1,2} et pour tout
y e, il existe une famille (z,),.x < 0 telle que y =Uzk.
keK

Ilen résulte que:S est une partition de Q, plus fine que (y, V 7,) = (y1 V y3)
donc plus fine que y] V 75

H(y, V y,) = H(V’1 V 7’2) = inf{ H(o, V ay), 7: < aieA}

Par passage a la limite, le lemme 9 permet alors de prouver le lemme 10.
Nous pouvons maintenant établir I'informativité des bornes supérieures
finies d’expériences informatives.

PROPOSITION 11. — Toute borne supérieure d’une famille finie d’expé-
riences informatives est, elle-méme, informative.

La démonstration de cette proposition se fait comme celle de la pro-
position 2 paragraphe 4 de [6].

Nous nous proposons maintenant d’é¢tudier, comme en [6], la stabilité
des expériences informatives par bornes supérieures dénombrables.

Dans Particle cité précédemment, la propriété¢ de stabilité est obtenue
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lorsque A est stable par borne supérieure dénombrable de suites croissantes
et lorsque, pour toute suite (J,),.n, Croissante dans A, nous avons :

H(\/5n> = lim ~ H(3,).

neN

Dans le cas des exemples cités a la fin du paragraphe IV, A n’est pas
stable par borne supérieure dénombrable de suites croissantes. Nous
considérons la sur-classe A, formée des expériences J, disjointes, non
nécessairement dénombrables et dont les événements sont p-mesurables
[resp. compacts]. Nous munissons A, de I'information :

VoeA,, H()=sup{H(), 6=d€eA}.

Nous voyons alors que A, est stable par bornes supérieures dénombrables.

LEMME 12. — Si Q est un espace tributé, muni d’une probabilité p et si A
est l'ensemble des expériences disjointes dénombrables dont les événements
sont p-mesurables, pour toute suite croissante (8,),ey = Ag, NOUS avons :

H(\/&,,) = lim ~ H(3,).

neN

Démonstration. — 1l est évident que

H(\/é,,) > lim ~ H(,).

neN

Pour démontrer le lemme 12, il suffit de I’établir lorsque \/5,, eA.

- ~ neN
Nous posons 9, = { x } ,.n. Comme la suite (5,),y €st croissante, pour
tout pe N, nous avons :
n __ n+1 \
xp—ka ou K,=N.
keK p

Et

_ — +0 1 n n+1
\/5”_{y(pn)neN =Xp N Xp N NX, A XpTE N L

neN
Ol:l ’ 2 : +1 n
Pur1 = K,,, Cest-a-dire xp7! < xj .

Par continuité, nous voyons que :
OV punen] = lim N 6(x}).

Nous avons supposé que { p, } . €st dénombrable.
Nous pouvons écrire { y,, 1 = { ¥ heen-
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Pour tout k € N, il existe un entier n, tel que
10(y) — O(xp )| <& k-1

2 O(yk) < ()(() NUEN ;nkg) + &

k<K

Donc

Et, par passage a la limite, iorsque K tend vers I'infini :

H<\/ 5,,) < sup 0(3,) + €.

neN

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, nous avons :

H(\/d,,) = lim ~ H(3,).

neN
Nous continuons notre étude sous ’hypothése suivante :
® Pour toute suite croissante (d,),.n, contenue dans A, la borne supé-

rieure \/5,, est informative et
neN
H(\/(S,,) = lim H(3,) .

neN

PROPOSITION 13. — a) Pour toute suite croissante (B,),en < ©

H*(\/lh) = sup H*(8,)

b) La borne supérieure d’une suite d’expériences informatives est, elle-
méme, informative.

La démonstration de cette proposition utilise le lemme 9 et 'hypothése 6 ;
elle est celle de la proposition 3 de [6].

VII. ETUDE DES INFORMATIONS H, ET H*

Il existe une vaste classe d’expériences a pour lesquelles 'information
supérieure H*(a) est strictement plus grande que I'information inférieure
H,(«). Par exemple, pour toute expérience o, non majorée par une expeé-
rience de A, nous avons H*(a) = + oo. C’est alors I'information inférieure
H,(«) qui permet le mieux de juger la finesse de o.

Revenons au cas concret de référence dans cet article (fin du para-
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graphe IV). Les expériences non dénombrables ne sont pas majorées
par A et leur expérience supérieure est infinie.

Considérons les deux expériences suivantes sur Pensemble Q = [0, 1]?,
muni de la mesure de Lebesgue superficielle :

a={{x}:xeQ} est I'expérience constituée de tous les points de Q.

B=1{Q,{x}:xeQ\ Q, }estl'expérience constituée d’un sous- ensem-
ble Q; = Q, pour lequel Q\ Q; est p-négligeable, ainsi que des points
de Q\ Q,.

Nous voyons que « est plus fine que 8.
Or:
H*@) = H¥f) = + «©
et
H, () = sup {H(y) :
H,(f) = sup { H(y) :

Si y est une expérience finie, & événements p-mesurables, majorée par f,
son intersectée )’ est encore majorée par f et appartient a I'; elle s’écrit :

vyel} =sup{H(y):yel} = +
yel}.

\AR\

Y < {Q Xy, Xgy oy X, )

ou les x; sont contenus dans Q\ Q,.
L’information de y’ vérifie :

H(y) < — p(Q,) Log p(Q,) + z — px;) Log p(x;) = 0.
i=1 '
Nous voyons donc que :

H*(ﬁ) =0.

Dans ce cas, I'information inférieure H, permet de mieux mesurer la
finesse de I'expérience que I'information supérieure H*.

Cependant, ceci n’est pas une régle générale et nous pouvons aussi,
trouver des exemples de couples d’expériences (x, f) tels que o < B,
H,(@) = H,(p) et pour lesquelles H*(«) < H*(f). Nous citons un exemple.

Soit Q = [0,1]* muni de la mesure de Lebesgue sur le carré. Nous
notons x, le sous-ensemble de Q défini, pour n > 1, par :

X,=[1—n"2,1=(m+1)"2[x [0,1].
Nous notons a I’expérience
a={x,(n=1), {1} x [0,1]} (dénombrable)
et nous désignons par S ’expérience :
B={x,n>1), {x}(xe{1} x [0,1])} (non dénombrable)
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Nous voyons que « < f. De plus :

H, (o) = Hy(B) = — ZP(X..) Log p(x,) < 0.
n=1
H*(o) = Hy(a) < 0
mais
H*(8) = + oo car f§ est non dénombrable.

Nous pouvons résumer ce qui vient d’étre dit.

THEOREME 14. — Les informations inférieures et supérieures sont deux
informations différentes sur © qui coincident toutes deux avec H sur 'ensemble
des expériences informatives, ensemble qui contient T" U A.
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