ANNALES DE L’I. H. P., SECTION A

PIERRE RENOUARD

Analyticité et sommabilité « de Borel » des fonctions
de Schwinger du modele de Yukawa en dimension
d = 2.1. Approximation « a volume fini »

Annales de I’'l. H. P, section A, tome 27,n°3 (1977), p. 237-277
<http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1977__27_3_237_0>

© Gauthier-Villars, 1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I'. H. P,, section A » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.
org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce
fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1977__27_3_237_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :

Vol. XXVII, n° 3, 1977, p. 237-2717. Physique théorique.

Analyticité et sommabilité « de Borel »
des fonctions de Schwinger
du modéle de Yukawa en dimension d = 2.
I. Approximation « a volume fini »
par

Pierre RENOUARD

Centre de Physique Théorique de I'Ecole Polytechnique,
Route de Saclay, 91128 Palaiseau Cedex, France

RESUME. — On montre que les fonctions de Schwinger du modéle
Yukawa, « dans un volume fini », admettent, en tant que fonctions de la
constante de couplage, un prolongement holomorphe dans un domaine

de la forme { Ae ;| Arg 1?| < ;, |A| < a ¢, dont la dérivée n®™ admet

une majoration de la forme bc?(n!)! *¢, Ve > 0, d’ou 'on déduit une pro-
priété de sommabilité de Borel pour leur série de Taylor a I'origine. D’autre
part, on obtient, pour une constante de couplage complexe, une majoration
en fonction du volume de l'interaction de la forme c!Al.

ABSTRACT. — We show that the Schwinger functions of the finite volume
Yukawa, model have, as functions in the coupling constant, an analytic

. . . T
continuation in a domain of the form { Ae ;| Arg 12| < 1 |Al < a } ,

such that the n'" derivative is bounded by bc"(n!)! *¢, Ve > 0, it follows a
summability property of Borel type for their Taylor series at the origin.
We also obtain, for complex coupling constant, a bound of the form ¢!l
with respect to the volume of the interaction.

INTRODUCTION

L’une des tiches de la théorie constructive des champs est de justifier
I'introduction, jusqu’alors formelle, des « séries de perturbations renorma-
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238 P. RENOUARD

lisées », et, si celles-ci caractérisent la théorie, d’expliciter un procédé de
reconstruction de la théorie a partir des séries correspondantes.

Ces questions ont été étudiées pour les fonctions de Schwinger des
modéles P(¢),, [15] [16], et (¢*);, [I7]. Comme premiére étape de I'étude
du modéle Y,, le présent travail concerne 'approximation « a volume
fini » de ses fonctions de Schwinger.

On montre que ces fonctions de Schwinger, considérées comme fonc-
tions de la constante de couplage, sont C* dans un voisinage de zero et
que leur série de Taylor a l'origine (c’est-a-dire la série de perturbations
correspondante) les caractérise via une propriété du type « sommabilité
de Borel »; la démonstration consiste a établir ’existence, intéressante
en soi, d’'un prolongement analytique dans un domaine de la forme

D= {Ae¢; |Arg 2| < Z’ [A] < a}, (§ 2), puis une majoration des déri-

d _
vées successives de la forme piT S;| < abl(nh)'*s, Ve > 0, VAe D, § 3).

D’autre part, en vue de ’étude de la « limite adiabatique » (en prépa-
ration), on montre une majoration de la forme |Z, ,| < ¢!, Vie D en
fonction du « volume d’interaction » (§ 4).

Pour rendre I’exposé raisonnablement indépendant (et fixer les nota-
tions) on a rappelé (§ 1) la définition des principaux éléments du modéle.

Je remercie MM. J. Magnen, J. Lascoux et R. Sénéor pour d’utiles
discussions.

1. DESCRIPTION DU MODELE. NOTATIONS

On étudie les fonctions de Schwinger du modéle de Yukawa dans un
espace-temps de dimension 2, telles qu’elles sont introduites dans [I] [2]
pour la théorie « dans un volume fini » et dans [3] [4] pour la théorie sans
cut-off, dans le cas de couplage faible. On utilisera ici les notations sui-
vantes :

1.1. On désigne par E un espace euclidien de dimension 2 — le produit
scalaire sur E est noté (.,.) —, par V un espace de Hilbert complexe de
dimension 2, et par p — p une application linéaire de E dans L(V) véri-
fiant p* = — p,Vpe E (}) et

rg+4qr=—2p,9ly, Vp, qeE.
On désigne d’autre part par y5 un élément de L(V) tel que ysp + pys =0,
VpeE et (y5)? = 1y, on a alors (ys)* = ys.

(*) On notera que les fonctions de Schwinger construites via la formule de Matthews
et Salam ne dépendent pas du produit scalaire choisi sur V : la condition p* = — p; Vpe E
peut étre arbitrairement imposée pour une raison de commodité.
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FONCTIONS DE SCHWINGER DU MODELE DE YUKAWA, 239

1.2. Soit M > 0 une constante fixée, on désigne par (¢, { .,. > ) l'es-
pace d’Hilbert /" /*(E) ® V, ol I'espace de Sobolev " '*(E) est muni
du produit scalaire hermitien

1.2.1) {fg} HJ (= A + MY)HF(x)(— A + M?) 4g(x)dx
E

Pour p>1, on pose &,={Aecl(X);Tr|AlP < + o} et, si
A€, |IAll,=(Tr |[A[P)!P.

1.3. On désigne par C l'application de # ~Y%(E) ® V dans " définie
par

+M _
3.0 G =EI=mie, eEvexr @OV, ()
aussi bien que ses restrictions 3 L3(E)® V ou a . Si

S PN
1.3.2) [ClY(p)=(Ip?+M*)" V2 |p|, (peE, yet  "*(E)®V)
on a|C|=(C*C)!/*=(CC*)'/2, ces égalités ayant lieu dans L(#"~ V*(E)®V)
ou L(LE) ® V) ou L(X).
1.4. Si heL®(E) on note M(h) l'application linéaire continue de
L%*(E) ® V dans lui-méme définie par

(1.4.1) MR (x) = h(x)W(x) (xeE, yex).
Soit I" 'un des deux opérateurs 1 ou iys, pour tout he L®(E), on pose,
(1.4.2) K(h) = C.T.M(h),

alors K(h) définit par restriction un opérateur sur 4.

1.5. On désigne par & l'espace vectoriel topologique réel S(E, R),
par &’ son dual, par &/ la tribu canonique sur &’ [C’est-a-dire la plus
petite tribu rendant mesurable les fonctions linéaires w — {w, f ),
wed’, fe]

Soit m > 0 une constante fixée et soit u,, € 4 (¥’, o) la mesure gaus-
sienne dont la transformée de Fourier g, est donnée par :

(f(—A+m2)"f)

(1.5.1) a,(f) EJ Dy, (dw) = e 27 . (fed)
e

ou (.,.) est le produit scalaire dans L*(E).

D’autre part, on désigne par @ le processus canonique [pour chaque
f e, ®(f)estla classe (mod. y,,) de la fonction w — (w, [, (weS’)]
et par Q la classe (mod. y,,) de la fonction constante égale a 1.

(?) f désigne la transformée de Fourier de f spécifiée par
f(p) =J e" PP f(x)dx, (pePE).
E
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240 P. RENOUARD

1.6. Soit 7~ I'ensemble des fonctions g : E — [0, 1] nulles en dehors
d’un compact et telles qu’il existe « > 0 pour lequel g e #*E) (3). Pour
tous ge ¥ et ke &, on définit la fonction K, , : ¥’ — L(X) en posant
(1.6.1) K, (@) = K(g.(w*k)), Yoed’,

On a alors

PROPOSITION [1] [2] [5] (*). — i) Pour tous ge ¥, ke ¥, we ¥’ on a
K, ((w) € T;.

ii) Si (k;);en €st un échelon unité tel que k;e€ ¥, Vje N, pour tout ge ¥/,
(K, x,)jen est une suite de Cauchy dans Lz (&, u,,) dont la limite, notée K,
est indépendante de I’échelon unité considéré.

1.7. Soit B l'opérateur de convolution défini par
Bi(p) = B(Ph(p), VpeE, Vhed

avec ,
Ipl
1 T—|¢1|2+8rM2 1
B(p) = J + dq,
~ 27!32 2 2 2+M2
4| e 1)
2 2
(Ouegr=1si"=1ete = —1si =iys), pour tout ge ¥, on désigne

par Tr;, K? 'unique élément de L'(¥”, p,) tel que :

[} Tk i = ~ (5 Z210) Bla 52 W Iuats) . vre

ou X, =(—A+ m?, i, est défini en (1.5.1) et (.,.) désigne le produit
scalaire dans L2(E).
Pour tout ge ¥, Le €, on pose (°);

P
(1.7.3) det,., (I + AK) = ¢ 2 ™" dety (1 + IK,)
ou, pour tout A e @, on a posé, comme dans [6] :

L,
(1.7.4) det; (1 + A) = det [(1 + A)e_A+5A]

1.8. Pour tout re N et tout AeL(#") on désigne par A"(A) I'opéra-
teur défini sur I'espace antisymétrique 4 ®" par

A’(A)(@%) = @Aapj, YWy, .. Y el

(®) On a en particulier ge ¥ si g est la fonction caractéristique d’une union finie de
1
rectangles | dans ce cas ge X%E), Vo < 5)

(*) Cet énoncé est une conséquence facile de I'inégalité (2.3.4) ci-dessous (avec { = 0),
de plus la convergence a lieu dans L (%', p,), Vpe[l, + oo, V6 > 2.
(5) Cette définition correspond au choix M = 0 dans [/].
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FONCTIONS DE SCHWINGER DU MODELE DE YUKAWA, 241
On a alors :

THEOREME [/] [2] [5]. — Pour tous ge¥, A€R, oeR, (4, 0)¢{0} x [—m?, — o),
reN, pe[l, 0], on a (°)

(1.8.1) AL + AKJ™ Il e 2% det,., (1 + IK) e LAS", ),

de plus det,, (1 + 4K,) > 0 et (sauf peut-étre pour une suite de valeurs
isolées de 4, dans le cas " = 1)

E,, [det,, (1 +K)]>0 ().

On définit alors les fonctions de Schwinger du modéle « dans un volume

fini » comme suit :
Soient re N et se N, pour 1 < j < r soient u;e #(E, V), v;e #(E, V') (%)
et pour 1 < k < s soit fye &, pour tous LeR, ceR, ge ¥, on pose (°) :

(1.8.2 Z‘I:é&(@ D @fk)

j'=1

[< @ |C 15, A([1 + K] @Cu >xo.-

i'=1

. ch( ﬁ,)e‘f %) Get (1 + lKg):l,

k=
et (10) 1

(183 S‘;;’g(@ 0 @ 0y @f)
- 24D O ) e

1.9. Les fonctions de Schwinger du modéle « sans cut off » sont définies
grace au théoréme suivant : étant donné un réseau a mailles carrées de

(®) ®2i(h)e LYY, u,) est caractérisé par
B, Q2] = — (b, (Z.'fP)inlf), Vfes.
(") Pour FeLY{(%", U4n) on pose E, [F] = f F(o)p(dw) .

é ) V’estle dual de Vet v — 7: V' — V Ianti-isomorphisme canonique.
(°) Le produit scalaire sur % ®" est normalisé de sorte que

< @ Lis @ '/’1> e = det(((xn ‘l’j>)lsigr,1sjsr)

pour tous y;€ .4, ;€ 4, 1 <i<r On suppose (4, 0)¢ {0} x [—m —.00).
(*°) En supposant (si I' = 1) que A est tel que E, [det,,, (1 + JK,)] > 0
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242 P. RENOUARD

pas ! > 0, dans E, on désigne par Z, 'ensemble des unions finies de mailles ;
pour tout A e Z,,onal, e ¥ [voir 1.6] et on substitue A a g = 1, dans les
notations précédentes, on a alors

THEOREME ([3]-[4]). — 1l existe 45> 0, oo€R tels que si |[A]| < 4y, 0 =0y
— et si [ est assez grand — chaque famille (S{’9)4)5cz, admet une limite
simple, notée Sy lorsque A tend vers E, de plus les fonctions S§:? sont
indépendantes du réseau choisi (de pas assez grand) et satisfont les axiomes
d’Osterwalder-Schrader [7].

2. PROLONGEMENT ANALYTIQUE
DES FONCTIONS 1 — Z§

r0.2
On établit dans ce paragraphe le

THEOREME 1. — Pour tout ¢ > — m? (*!), il existe a, > 0 tel que, pour
tous ge ¥, reN, seN, u;e F(E, V), v;e (E, V'), 1’ <j<v) et e,
(1 <k < s), la fonction (*?)

P zg,gfg(@uj,@uj,, @ﬂ) ieR,
1 k=1

=1 0=

admet un prolongement holomorphe dans

D(g,ad)z{lec;[Arg 22| <§,|z| <aa},

continu au bord.
Remarque. — Un énoncé similaire s’applique aux fonctions

2 s(;;)g(@ ,,@ ,,@,;)

Jj=1

. T

i} D<8 ) est remplace par D(g’a“(g)> ol a4(g) < a, est tel que
().ang) # 0, sl |4] < a,g).
Cet énoncé résultera facilement [en 2.9] de la

PROPOSITION. — Pour tout pe(l, + oof, il existe p, > 0, et pour cha-

(1) On conjecture que I’énoncé est vrai pour tout ¢ € R, toutefois la méthode utilisée
ici ne permet pas — semble-t-il — une adaptatlon facile de 'estimation des « bas moments »
developpee en [2]. De plus, si ¢ < — m?% on exclut la continuité a lorigine.

(*?) Voir 1.8.
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FONCTIONS DE SCHWINGER DU MODELE DE YUKAWA, 243
que ge # une fonction positive F;”’eL‘f(y’, i, telle que, pour tout
T .
ieD(E, p,,), on ait :
15

ITAT([1 + 2K, 7Y det,., (1 + AK,) || < e? F®,  VreN.

Cette proposition est démontrée en 2.8, en utilisant les lemmes suivants :

ren

2.1. LEMME. — Pour tout ge ¥", on a:
(2.1.1) dety (1 + AK,) = det; (1 + AK¥), VieC,
et,
(2.1.2) [IA(1 + iK"Y = IAT([1+ AKX]~ Y], Vie€, VreN.

Démonstration. — L’égalité (2.1.1) est établie pour Ac R dans []], elle
est donc vraie pour tout Ae ¢, puisque, u, presque partout, chacun des
deux membres est une fonction entiére de A. D’aprés [],si " = 1, K, et KX
sont unitairement conjugués, donc aussi A"([1 + AK,] ") et A([1+AK*] 1)
donc (2.1.2) est vérifi€ et si I' = iys, K, est réel (relativement & une involu-
tion convenable) donc

WAL + AK ™11 = [| A1+ K] Yl
et (2.1.2) en résulte, en prenant ’adjoint au second membre. cqfd

2.2. LemME. — Soit Ke®@; un opérateur vérifiant (2.1.1) et 2.1.2),

. . s
si|Arg A2| < 7 On a pour tout re N,

(2.2.1) ||A([1 + AK] Yy det; (1 + AK)||
51 Lo d P ey + 2 e N 4 TN
<e? |e2T S('LK)I dets (1 + Ofy)%e { s 4 }
ou l'on a posé (**) N = [1+A2KK*] V3K + K*)[1 + A2KK*]~ /2, ainsi

que O,y =N+ AN* + [ 1 |>’NN*, O = %(Om +|O,n]), et
(2.2.2) S(4, K) = 2’[1 + 2’KK*]7'KK*(K + K¥)
{ -1+ %(1 +[1 + 2KK*]" 1)K + K*)}.
Démonstration. — Posant 8, = {Be@,;||B|; <7, ||i3|| <1} et

) Tr{Y(l‘X—lY)}
(2.2.3) DX, Y)=det; (1 + X + Y)e )i, Xe®,, Yet,,
on a pour tout re N et tout Le ¢,
(2.2.4) HAT([1 + 2K]™ Y det; (1 + AK) || < gug}’;) | D(AK, B)|.

(*3) Pour A >0 et Arg z # =, [1 + zA]™ "2 est défini par le calcul fonctionnel.
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244 P. RENOUARD

L’inégalité (2.2.4) résulte d’une variante de la démonstration de [2]
(Appendice, Proposition 1), ol la premiére égalité (A.3) est remplacée par :

2.2.5) <@x A’([1+,1K]—1)@¢,> .
s=1 t=1 HEr
o Sc)
1j=0 -

Jdety (1 + iK) = ﬂg_
o

J

ou (¥)); <j<, €t (X)1<;<, sont deux systémes orthonormés dans %", et ol
Ci=<X;, Dy, j=1,...,r

[L’égalité (2.2.5) résulte par continuité — théoréme 6.5 de [6] — de
la premiére égalité (A.3) de [2], en appliquant le théoréme de Vitali au
second membre].

Daprés (2.1.1), (2.1.2) et I'inégalité (2.2.4) appliquée a K et a K*,
on a '
(2.2.6) ||A"([1 + AK]™Y) dets (1 + AK)|}?
| AT([1 + AK]™Y) dety (1 + AK) || || AT([1 + AK*]7 1Y) dets (1 + AK*) ||
sup | D(AK, B)D(AK*, B") |

B'e®,

It

IA

Ensuite, posant

(2.2.7) J=[1+ 2’KK*¥]"'/2

[(1 + AK)B’ + B(1 + AK*) + BB][1 + A2KK*]" "2,
et rappelant que,

(2.2.8) N =1 + 2KK*" V%K + K*)[1 + A2KK*]" 12,

on obtient, compte tenu de (2.2.2),

(2.2.9) DK, B)D(AK*, B') = det, (1 + A2KK*)D(AN, J)eS*K)
Or on a

(2.2.10)  |det,(1 + 2KK¥| <1, si|Arg 12|s§,

s .
en effet KK* >0 et Re(Log(1 +2) —z) <0 si |Arg z| < 7 puis,
d’aprés [2], lemme 3.5

(2.2.11) |DUN,J)| = \det ([1 + N + J]e"N*'?“Z)

[P - =
5 (NN*2 4+ 2 NN*(IN+7N%)

< AVl det, (1 + Oy 2 -

) n
enfin, en notant que si | Arg 22| < ona

(2.2.12) 11 + 22KK*]" 12| < 1
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FONCTIONS DE SCHWINGER DU MODELE DE YUKAWA, 245

et

A

(2.2.13) |[All + A2KK*]"12 | K*| || < Sup p
p=

(¥ 2| =

on obtient (pour tous B, B’ € 4,),
(2.2.14) NI < 5r,

et (2.2.1) résulte de (2.2.6), (2.2.9), (2.2.10), (2.2.11) et (2.2.14).
cqfd
2.3. Létude par la méthode de Nelson (**) de I'intégrabilité du second
membre de (2.2.1) [avec K (g € ) mis pour K] va reposer sur les estima-
tions suivantes, o, pour tout { > 0, P, e L(X") est le projecteur orthogonal
défini par

(2.3.1)  Pg(p) = YCM® — |p)i(p).  (peE, e )

[Y est la fonction de Heaviside] et ou

2 ~ dp, dp,
2.3.2) N&(hy? = j | i(py = p2)I”
@3 N g, T P N (T M

(t > %, heLZ(E)),

(2.3.3) N&(hy*

2
J ( “Pz)h(Pz Pa)h(Ps—P4)h(P4 pl)ﬂm’

~ 2n)®
<r >, he L4(E)>

(he LYE)).

(2.3.4) Q(h)y?
~ dpdq
= —_— h —_ 2 N
@ f P = D, M (g + M)
LEMME ('?). — Soit he L(E), [K(h) est défini en 1.4], pour tout { > 0
on pose Li(h) = P,K(h) et H(h) = K(h) — L(h).

i) On suppose he L*(E), alors, pour tout § > 2, on a H,(h) € ; pour
tout { > 0 et il existe une constante ¢, > 0 telle que, si 2 < § < 4,

(2.3.5) |IHMW) ], < (1 + 0 " N(sza’f (h) K Nis“l(h) o vi=0.

(**) Voir [9], la variante de ce théoréme utilisée ici est énoncée en 2.5 ci-dessous.

(") Ce lemme réunit des estimations qui pour l'essentiel se trouvent dans [1] et [2],
de plus on a préféré s’en tenir & des écritures simples, de sorte que la plupart des inégalités
peuvent étre facilement renforcées.
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246 P. RENOUARD

ii) On suppose d’une part que he LY(E) et, d’autre part, qu’il existe
o > 0 tel que he A *E), alors, pour tout

1+a 4
€>max T A . _2A (>

' 124 a3
on a K(h) + K(h)* € @; et, si

-3
max{2—a,5}<£s2,

il existe une constante c,(&) > 0 telle que
2— 28-2
(2.3.6) IlK(h)+K(h)*llgﬁCz(é)llhlllTélthj?——z.

iii) Si h est nulle en dehors d’un compact, on a L,(h)e @, pour tout
{ =0, et, pour tout compact A < E, il existe une constante c3(A) telle
que, si h est nulle en dehors de A :

3
(2.3.7) ILh) [l; < c3(AXT + O*Q(h),  V{=0.
Démonstration. — En vue d’appliquer le théoréme d’interpolation ([2],§ 2,

.. . . 1
proposition) on introduit pour tout ze ¢, (Re z2 - 5) :

(2.3.8) Hy.(h) = |[CFH{h) | CF,
et
2.3.9) Hy.(h) = Heo(h)* = | CFH,(h)* | C

(de sorte que Hy(h) = H o(h) et Hyhy* = H, o(h).
i) D’abord, si z; > 0, (z = z, + iz,), on a

(2.3.10) || H (013
2
(2n)4 |P|2 > CMZ

< M™2(1 + O NG, (W2,

dpdq

E _ 2
I (p ‘1)| (|p|2+M2)1/2+z,(|q|2 + M2)1/2+21

1 ==
ensuite, si z; > — —,
4
(2.3.11) ||H, (B3
2 “ ~ ~ -
=—3 h(py — p2)(p2 — p3)h(ps — pa)h(pa — P1)
(21)° Jipaz>om2
|pal?>{M2
- 1
d i =5 +tz1
H(lp E +117\;12)1/z+zl < Mo g BN, e
i e
i=1 :

L’inégalité (2.3.5) résulte alors de (2.3.10) et (2.3.11) en appliquant
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FONCTIONS DE SCHWINGER DU MODELE DE YUKAWA, 247

le théoréme d’interpolation cité ci-dessus a la fonction analytique

5—4 5—2
zZ H(,z(h)’ <—45—- <z; < 7) .

k k
. ., 1
[On a noté¢ que (d’aprés Pinégalité ﬂaj < I—(Za’}, a; = 0), on a
j=1 j=1

NﬁZn)(h)Zn ,
< 2 1 hp,—p,) h(pyn— )z————l——dp dp
—(27.‘:)4” n an P1—Pp2) .- Pan—P1 (|p|2+M2)2"t 1+ 2n
=1
1 dp
=—||h|Z| ————— < + o0,
Rl L(|p|2+M2)2'"
1
sit> . et he LE) N LW(E)].
n
if) On pose W (h) = H, ,(h) + Ho .(h)
Siz, > —letzlz —g,ona[avecsr= +1sill=1¢=—1,si
I' = iy,]
(2.3.12) | W) |13
4 ~ (Ip1>+M?)2(|q|* + M?*)'2 —(p, q)+ &rM3 }
f |h(p—q)|2{ 2 2\1+z, 2 2\1+z4 — dpdq
B2 (Ip1*+ M%) "5 (1q|* + M?)

@m)*
s—i—f MQ—wﬁop_ql+U+&mﬂ>
@2n)* Je: 2
dpdq
(IPIZ-I—MZ)HZ‘( I q |2+M2)1+z1 ‘

2

1 S
Or, si - < s < 1, il existe une constante ¢, > 0 telle que

d
4 VkeE,

2 2s k
+M \p—=
)("’ 2
D X T35z
5 < + 0o d’aprés I'iné-

d
en effet, d’une part, VkeE, X(k)< ‘[ ———
[ e (Ip1?+M?)

2

cs
<
+M2>s - (Iklz+M2)2s—1 4

X(k)zf
(e

2

k
galit¢ de Schwarz, et d’autre part, si k # 0, en posant u = ﬁ’
dp 1 dq
X(k)< = < ,
( ) L k 2s k 2s |k|4s—2 L u 2s u 2s + OO]
PH3 1P 3 15 1973
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donc (si z, < 0) (*9),
(2.3.13) || W,(h) |3

4C(l+z)J ~ (lkl2
< —1 h(k) |?
20" Ezl (k) | 3

8 (l+z‘)
——3 |lh
(2n)
D’autre part, si T,(h) = |C**!M(h)|CJ, on a
Ho (h) = U,T, (U, et  Ho.(h) = UiT, (U3,
=|C|=.C|C|™'.T, U,=U} =|C|=
Uy, =T*.C*|C|7 L |C[=
sont des unitaires, donc W,(h) e &, dés que T, (he@,, et
(2.3.14) WMl <2/ Tl

) dk
(lklz + M2)1+221

||M‘2=1 .

ou

et

h(x) .
T )|“2 si h(x) # 0 et
hy(x)=0si h(x)=0)et hy=| h |'/>*—de sorte que h=h h, et h; ;€LA(E)NL"(E),
j=1,2—ona
T, () = | CI'**M(hy) | C| Y2 | C|"2M(hy) | C | .
Posant alors A, (h;) = |C|'***M(h;)|C|~ "2, j=1, 2, on a pour tout
1
Ty ) |
(2.3.15) [lA.,(0) 113 = onf J |h,(P -9

h
Or si I'on pose h, = W (c’est-ﬁ-dire hi(x) =

dpdq
(Ipl? + MZ)”“"

2” JIIZJ (l |2+M2)1/2+z1
R, G=1,2)

2n\ z, — E)M‘Z“““
donc T, (h) = A, (h))A, (h)* €@, et

1
(2.3.16) [T, (W <Il A, (o) ll2 1| A, () |1, =

1
27z<z1 - E)M‘z“‘”

Enfin Pinégalité (2.3.6) résulte de (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.16) en
appliquant le théoréme d’interpolation déja mentionné a la fonction analy-

tique z +— (h)(§—1<zl<€—1)

Al

(*¢) Si z; = 0, d’aprés [I] (A. 7), (A.15) il existe une constante ¢’ > 0 telle que
I Woh) |13 < ¢ |l R 113
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iii) Soit f €% une fonction telle que f(x) = 1, Vxe A, on pose

_3 3
2.3.17) A =PK(f)|C| ? B(h) = | C|*M(h)
on a L(h) = AB(h) si h est nulle en dehors de A.
Oron a

(lgP? + M) <20|pP +|p - ql* + M?]
2
Sw(|P|Z+M2)(|P—4|2+M2)
pour tous g€ E, peE, donc

2 ~ 5 dp
@ J.,,,kmz'f = v

j | f@)PP(la P + Mz)alqj| (IpI* + M?)'2dp

pl2 <M

(2.3.18) |IAcllz= (191> +M?)dq

(2 “Mz
< (AP + )32
et d’autre part,
(2.3.19) I B(#) |13 = Q(h)*,

[Q(}i) < + oo d’apres I'inégalité de Young], alors (2.3.7) résulte de (2.3.18)

et (2.3.19) puisque,

L) 1y < [ Agll2 [ B,
cqfd

2.4. Ondonne maintenant une estimation du second membrede (2.2.1)
lorsque K est de la forme K(h) plus précisément, on a

LemMME. — i) Il existe une constante positive c, telle que pour tout
heLg(E)nL*(E), si AeL(x") vérifie || A|| < 1 et si N(h)=AK(h)+ K(h)*)A
on a, si |Arg 2| < g (*7).

u(N(h)NUI)‘) N(h)N(h)'(N(h) + N(h)')}

(2.4.1) dety (1 + Ojym)'e _Tr{ < el

ii) Etant donnés A = E un compact, ¢ > 0 et { > 0, il existe des cons-
tantes ¢; > 0, ¢c,(A, ¢) > 0, c3(A, ) >0,5,>0¢ett, > ;: telles que pour
toute he L;?(E) N A 4(E), nulle en dehors de A on ait pour tout { > 0, si

|Arg 22| < (")

112
I<le 7Tr(l<<h)+1<(h)*)’| o CAPIAIE

e AP+ [NID(RY + Lkl %] + e5(ALQUR)

—Tr S(4,K(h)

(2.4.2) |e2

(*”) Plus généralement, si | Arg 12| < 0, < =.
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1
[S(i, K) est défini en 2.2; N@¥, ¢t > 2 et Q en 2.3]

Démonstration. — On pose K = K(h), N = N(h), L, = L(h), H,=Hh).
i) Daprés le lemme 2.3 (ii), on a N € &,, donc Ojy € @,, donc

1 + 32 1 1(On)?
(2.4.3) dety(1 + O;N)=e5T'(°‘") det, (1 + Ojy) < 2O

en effet Tr (O}y)* < Tr(O,5)? et det, (1 + O}y) < 1, donc
_T,{@
(2.4.4) det, (1 + OfJe L2

(NN*)? + |12NN*(AN + ZN“)}

L TN*)2
o2 MONEAT _dupkeg

puisque [|A || < 1, et (2.4.1) résulte de (2.3.6) et (2.4.4).
ii) Comme K + K*€@,, on a
2

2.4.5) Tr S(4, K) = Tr {%(K + K*)Z

2
- %([1 + A2KK*]71(K + K*))? — 23[1 + A2KK*]7'KK*(K + K*)},
or

(2.4.6) |41

3—2—|IK+K*II§

2
Tr {%({1 + 2KK* (K + K*»Z}

[Il [1 + 22KK*]7!|| < 1 puisque | Arg 42| < E:| , et, pour tout { > 0,
2
(2.4.7) |22 Tr {{1 + 2’KK*]"'KK*K + K*)}|
<TAP I H N NK + K* s + 2| 2] | Ll
ou max < 2 3}<5’<2€t1+1 1, en effet
a — & = o - = L )
2 6 &
(2.4.8) 73 Tr {[1 + *’KK*]"'KK*K + K*)}
= 22 Tr {(A[1 + A2KK*]"'K)H}(K + K*)}
+ A Tr {(A*K*[1 + A2KK*]"'K)L¥ }
+ A Tr {(A*[1 + 2*KK*]"'KK*P/)L,}.

[puisque P,H, = 0], et | puisque | Arg A?| < r ,
ey 4

Ap 1
AL+ 22| K* P71 K* || < S = =
[l A[L + A% ‘17| 1“1 pglo) 1 + A2p? 2| cos Arg 4|
A%p
P21+ A2|K*P]THKR* 2] < S -
1122 IRFFT IR < Sup 1+ 2%
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Maintenant, d’aprés le lemme 2.3, on a
(2.4.9) 1K + K* |3 < 2 [ h113
et, compte tenu des inégalités || k||, < |[A|Y2||h]l, < |AM*M 7| k]| 4=

1
et NP(h) < c(9) | hll, < c(S)M_a“h”xa(S > %> 0, 1A]= J dx |,
A
(2.4.10) || Hll; I K + K* |l
5-2 25 26—2

<@+ N‘ﬁs'az(h) 7 N“” s2.(h) ° llh|h llhllxz &

-% ‘ 26-4 1+4ga
NG2(h) ° ARl

3

< cA, 3,01 + )

N!'—‘

(d’aprés linégalité a'b* ™" < ta + (1 — )b, a = 0,
galité (2.4.2) résulte de (2.4.5), (2.4.6), (2.4.

2.5. Passant maintenant a la démonstration de la proposition 2, on va,
comme en [/][2], utiliser 'argument de Nelson dont on retiendra la variante
suivante [ol pour chaque neN, &, = LAY, u,) désigne « lespace a n
particules » (18)]

TutorEME [9] (*°). — Soit FelL%¥”, u,), on suppose quil existe
qge]l, + o], des entiers n et I, des constantes ¢ > 0,7 >0,a>0,b >0

2
et v;>1, (1<j< l) telles que ¢ < 1 et, pour tout
n. max (v;)i<i<,

% €[y, + 00) (*°) des fonctions réelles A,, (G, j);<;<, Vérifiant

(2.5.1) e elqS p,) et |ler], < a,
(2'52) |nyj|vje@gk et || |Gu,j IijZ < %A',’ .]= 1: .. -’17
k=0

(*%) On rappelle que Yqe[l, + o[, &, est un sous-espace fermé de LAY, u,) ([18],
théoréme III. 1), et que (par conséquent) les normes induites sont deux a deux équivalentes,
en particulier si 1 < g; < q,, on a l'inégalité « d’hypercontractivité » de Nelson [8] :

q -1 n/2
||F||,,2_(qz 1) IFll,, VYFe®,

1

(*) Voir aussi [/0], théoréme 2.1.4.
(2%) 1l suffit de supposer la propriété vraie pour x = ¢, s€ N, s > sq.
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et telles que

ReF <A, + b[xaQ + ZG,,,j], V€[, + 0),
j=1

efe m LAY, 1) .

1<p<gq

alors

Pour tout ge 77, on va appliquer cet énoncé a la fonction (2!)

1 .
(2.5.3) Fy; = Re {TrS( K, — 2 Tri, K} }

A1 AR .
5~ (NP + == NNF(N, + 7NG)

(ou on a utilisé les notations de 2.2).
Soit, pour chaque % > 0, k, €% une fonction telle que ||k, ||, <1,
k. p)=15si|p|<umetk «p)=0si|p|>2xm, (peE), on pose

1
+ 2 log det; (14 Ojy,) —Tr{

2.5.4) F,,, = %Re {Tr S K,,,) — 42 Tr,,, K2}

+ % log det; (1+0})—T {u‘:(N N)*+ %N NX(AN, + AN*)}
ou
(2.5.5) N, =[1+ 2KK*]""2(K,, + K¥)[1 + 22K K] 172

Soient & > 0 et A = E un compact tels que ge #*(E) et g est nullg en
dehors de A, alors, si pour e €]0, a] et ke &, on définit les fonctions B{(k)
par

(2.5.6) BU(k, ) = || g.(w* k)| |2
(2.5.7) B2k, 0) = N¥(g. (o * k))?
; - (wed)
(2.5.8) Bk, @) = || g. (@ * k) | |5+
(2.5.9) Bk, w) = Q(g. (o * k)

on a, d’aprés le lemme 2.4 :
1 1 ,

(2~5- 10) Fg,l < l Fg,ﬂ. — LgAx | + ERe 12'[2 (Kg Ky +K* ) _Tr}e KZ:I
+ ¢ | APB(k,) + calA, )| 4121 + O)7P(BZk,) + BE)(K,))
+ c3(A, O 14| BEP(k,)

pour tous x >0 et { > 0.

(®') ou plus précisément 3 une fonction J,, vérifiant F, ; < J, , si |1] < p, que l'on
construira.
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Maintenant (IT, désignant le projecteur orthogonal sur §,) on pose

(2.5.11) BP(k)=sup { 0, [‘1—‘ I, Tr (K, , +K¥,)* — %Tr;eg Kg:l }, (ke&)

alors, comme d’apres (2.3.6) — avec £ = 2 — et (2.5.6), il existe ¢, > 0
telle que )

(1—T1,) Tr (K, + K¥,)*=E, [Tr (K, +K*)*]Q<c,JIBL(k), (keS),

S1

(2:5:12) A =12 P[eT1B (k) + ca(A, o)1 +)~*(BEK,)
+ TLBENk) + BP(e)] + 121 5(A, OBk,

on a, d’apres (2.5.10), pour tous £¢€]0, «], { > 0, % > 0,
. (25 13) Fg,}. < ‘ Fg,l - Fg,l,xl + A;,,Cl,x + I'1 IZCS(A7 C’ B)HOBSE)(kx) >
[puisque BY(k)e Fo @ &, i = 1, 3, et B{(k) < M~ 2BL)(k)].
2.6. Avec les notations du paragraphe 2.5, on a:

LEMME. — i) Pour tout g > 1, il existe p, > 0 et pour tous ge ¥ et
¢ > 0 (assez petit) il existe {,,, > 0 et a,,, > 0 tels que

(2.6.1) e eLUS, ) et [N < a,,,  Vr> o,
si|A] < pg.

ii) Pour tout ge ¥” et tout & > 0 (assez petit), il existe b, , > 0 tel que
2.6.2) ,BRAk,) < b, x**Q, Ve >1.

Démonstration. — i) a) On a, d’aprés (2.5.6),
(2.6.3) lim TL,B{(k,) = ®(g?)

[convergence dans L*(¥”, u,)], or, d’aprés [/], lemme 3.3, si pM >0
vérifie 16 ¢,p{""> < m?, on a, pour tout ge ¥

2 28 .
A LS, ), st 4] < plY,

et d’autre part, d’aprés I'inégalité d’hypercontractivité de Nelson on a,
pour tout ne N

(1 (I,B (k) — @2(2%)" Il
= [ITLB"(k,) — @;2(g?) [In < n" || TI,B{V(k,) — ©:2(g?) I3

donc, comme lim || IT,B{(k,) — ®;2(g?) ], = 0, il existe x{’ > 0 tel que
pour tout % > »t!) on ait

s AR, BM (k) — di2i( o2 .
IIe“I (11, Bk, ) %,(g))”Bq <2, si 4] < pfll)’
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Alors, d’apres I'inégalité de Holder, il existe a“’ > 0, tel que

22T1,B(k, :
(2.6.4) eI, <ol s (A< p®, x>

b) Daprés [1], (A.9), (T, Tr (K, + K¥, ))~o admet une limite,
notée Tr' (K, + K¥)?, dans &, et d’aprés [/], (3.32) et lemme 3.3, il existe

PP > 0 tel que, pour tout ge ¥

1A12 Tr(K +K’) —lTr K .
e E Tk eI, 1), si |Al<p@.

Alors, en raisonnant comme en a), on voit qu'il existe al) > 0et x>0
tels que

2 .
(2.6.5)  [|"H®, <a® |21 < pP, x> u,

[On a noté que, d’aprés (2.5.11),

1.
| e B, < | AT -]

||4q 1]

) On a Bk)eFo D F, ® &4, donc daprés Iinégalité d’hyper-
contractivité on a, pour n > 4

B 1 = 1| B2 1 s(%’) Bk 112,
et il existe ¢ > 0 tel que

(2.6.6) I Bg(k,)? Il, < clI B2k [, = cE,, [BRAk,)*]

2¢ N R . R
< W J 8(p1—P2—q)8(P: —P3+91)8(Ps —Pa—q2)8(Pa—P1 +q5)
E6

4 2
o I

) (Ip; P+ M2 | | 1g;1> + m?
j=1 i=1

c R R A )
+ _(271)4 J g(Pl_Pz_‘h)g(lh_Pa_‘I2)g(P3”P4+‘11)g(P4—P1+q2)
E6

4 2
N [ v [l =
(p; P+ M2 | g > +m> ™ °*®

j=1 i=1

[u) < + oo, voir [/] [2]], donc il existe ) > 0 tel que, pour tout % > 0,

(2.6.7) || e MMAMRI R <0 S A< p,. L2 LW,

[0t p, = min { plV, p2}].
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d) Comme I1,B)(k,) € &, on a pour tout ne N,
(TLBRUK)) 1y = [ TLBEAk) 1 < n* || TLBEXk) I

£g,&
=if jg‘(p—q &(p—asX | p >+ M2Ydp zﬂmqaiz—dL

20" Jea | Je 1 ’ L T g P +m?
212
L j H___"qf _
(27'6)4 E2 | | Iq,- |2+m2 2,8

Or, (d’aprés Iinégalité (a + by <a'+ b, a>0, b>0,0<t<1), on
a YheE, VgeE

(2.6.9) (Ih+qP + M <2[(1h + M? + (1q|* + M?)]

1+e¢
MZg(lhlz + M| q | + M?y

]

(2.6.8) |ITL,BY)(k 13

J§(p—q1)§(p—qz)(|p|2+M2)‘dp
E

<

donc si

0(p) = L |&m&(p — W I(1h > + M?’dh,  VpeE,

on a, pour tout pe E et tout ge E

1+e¢

O(p)1q* + M?Y,

f &0gp — W1 h + g 1” + Mz)sdh’ <
E

mais, d’aprés I'inégalité de Schwarz, si o > 0 est tel que ge A *(E),
dh
( |h lZ + MZ)a—Za >

0(p) < (2m)* Ilgliiwj |&(p — B
E

1
donc, d’apres I'inégalité de Young, 0 € LY(E), Vs > max { % 1 }
[puisque | g |? € LY(E)] et, par conséquent, % cE

(2.6.10) ul)

_lj
e e

1+e

2 dp dq
[p+q*+m* | q*+m?

J gMg(p—h)( | h+q|*+M?Ydh
E

1 2 MZZe
@n*M™ g g lpHqlf+m* [q*+m

dg < + o©

) .
si &£ < min {%‘, 5}’ d’aprés les inégalités de Young et de Holder.

Donc il existe {{?), > 0 tel que, pour tout x > 0,

(2.6.11) ||e MU <2 s A< p,, (22,

Vol. XXVII, n° 3-1977.



256 P. RENOUARD
e) Comme B{*(k,)* € F, @ &,, on a pour n > 4

n o /n\"? n
1Bk (1, = | BgP(k,)? ||%2 < <§> [ B (k) 113

et,
| BP(k,)* |1, < cll B&(K,)? Iy = ¢E,, [BM(k,)*]
1
=—— | 18y +p:+ 9V
@Qm? Jp T
o ] P .
(Ips >+ MOV (|p, |2 + M?) 7 lq > + m?
1 r
<— 3(py + 2
22 o 1&(py + P2+ |
d d d
P P2 4 o

(Ip 1+ M2 (1p, P + M?) | g |* + m?

d’aprés I'inégalité de Young, donc e%'*e m LYY, u,) et en parti-

1<s<w
culier il existe a’), > 0 tel que, pour tout x > 0
A JABEk, 3 :
(2.6.12) || s Mored BRI | < qB) st |4 < p,

[avec (o, = max { G1, G2y ) ]
Enfin, d’aprés (2.5.12), (2.6.1) résulte de (2.6.4), (2.6.5), (2.6.7),
(2.6.11), (2.6.12) et de l'inégalité de Holder.

ii) On a I,BZl(k,) = E,, [BP(k,)]Q, et
E,.[Bgik,)]
1 5 2 2 2)e L 2 dq

= o Lz 18(p — @) I*(1p|* + M*)dp | k(q)] F
<LJ -——di*—f 18P *(Ip + q 1> + M) dp
B (275)14+£lq152um lq|* +m* Jg 2 o M2

e LI T I
d’aprés (2.6.9), d’ou (2.6.2) [si ge X %E) et ¢ < 1].

’

cqfd
2.7. On établit maintenant une majoration du premier terme de
(2.5.13):

Lemme. — Si F, ; et F,;, (% > 0) sont définis par (2.5.3) et (2.5.4)
respectivement, il existe des entiers | et n, et (p > 0 étant donné) pour
tout % > 0 des fonctions positives (G, , , )1 << Vérifiant

(Gx,p,x.j)ﬁ e@%k 1<j<)
k=0
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22)
T
et telles que si || < p(et |Arg 22| < Z)
1

2.7.1) [Foa — Fgixl < ZGg,p,x,i ’

=1
T
et telles que, pour tout n < 3’ il existe ¢ > 0 tel que

2.7.2) G, jlls <ex™”
Démonstration. — Un calcul sans difficulté [utilisant essentiellement
I'inégalité

|log det; (1 + Ojy,) — log det; (1 + O}y, )|
< || O, = Oin, 13011 Oun, I3 + 11 O, I13)%

obtenue comme en [/], lemmes 3.1 et 3.2, et I'inégalité de Holder] montre
qu’il existe ¢’ > 0 telle que

(2.7.3) |Fu—Fo <[ A K — Ky, |I3ZIM’ZIIK 113" 1K, 17"

5

<6 | A1 K=K, ||3Z|)» PO K, 113+ 11 K=K i 113Y -

=2
Ensuite — désignant, pour tout k € &, par N‘®(k) (resp. N*(k)) la fonc-
tion @ > N‘Z'(g (w* k) (resp. w — N“”(g (@ * k) — la famille

(N?(k,. —k,c)),‘ e (resp. Nk, — K, ))y s o0) admet une limite P (resp. P&Y)
dans LAY, ), (1 < p < o), en effet,
|N(j)(kx’ - k;t) - N(ﬁ(kx” - kx)‘ < N(ﬁ(kx' - kx")’

j=2,4,donc (si p > 2),
NPk — k) = NPk, — k) ], < 1 NPk — k) =1 NPk, — ko) 113

< b INPUk,, — k) II"Z—c(prz>Eum[N‘2’(k —k,)?1'?
et, de méme (si p > 4),

H N(‘”(kx’ - kk) - N(M(kx" - kx) ”p < C1/4 E [N(‘”(kx’ - kk")4]1/4

(P/4) = 1m
[On a utilisé I’équivalence des normes L? et L* sur &, (*)], la convergence
résulte alors de

(2.7.4) E, IN®(k)] =

3 |8(py + P2 + @)
@2n)* Jes

dp; A~ dq
5 k@) P ———., ke
}D(Ip,-lz+M2)7/12| @] lg? + m? (ke %)

(?%) Ou plus généralement si | Arg 12| <8, < .

(*%) Voir la remarque ('8).
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et

(2.7.5) E, [N“(k)*

2 . A ) )
= G J 8Py —P2—41)8(P,— P3+9)8(P3 — P4 —2)8(Pa—D1 +q5) -
ES

4 2
dp; “ dq;

. TRV IS VA | | |kg) |? ————
ﬂ(lpjlzwLMz)"3 lg; 1> + m?
j=1 : i=1
1

+ 2 L 8(P1 =P =1 )8(P2—P3— 0)8(Ps —Pa+q1)8(Pa—p1 +) -
E

4 2

_H_&_,HIIQWHZL.
] 1(|Pj|2+M2)1/3_ ] g+ m?
= i

Ona(PB?)’eF, @ F et (PY) eF @ &, ® . [puisque (**), pour tout
ke, NP eFo @ Fp, NYU* cFo @ Fr @ Fy et d’aprés Iinégalité
de Holder (P2)7 = lim N(k, — k), (P¥)* = lim N@(k, — k)% et

d’autre part, pour tout pe[l, + oof, on a:

HE®P) I, < sup || N®k,, — k) I, < ¢ sup E, IN®(k, — k)1
et

) 1, = sup [INDlhy = kJ* l, < ) sup By, [NDlky — k)¢
Alors, d’aprés (2.7.4) et (2.7.5), étant donné pell, + o[, d’'une part

1
pour tout 5 < 3 il existe ¢; > 0 telle que

(2.7.6) PV, < eyx™”, Vi >0

et d’autre part, il existe ¢, > 0, telle que

2.7.7) PO ], < ez Vi >0 (%%

(2.7.8) IN®GR) I, < czs Vx>0,

2.7.9) IN®E)* ], < ¢y, Vx> 0.
Enfin, d’aprés (2.3.4) — avec { = 0 — on a,

(2.7.10) 1K, s < esNP(h )Nk, )22

et, pour tout %’ > 0,
” Kg,k,(' - Kg,k,, HS = ” Kg,(k,('—k,‘) ”3 < C3N(2)(kx’ - ku)llsN(4)(kx’ - kx)2/3

(**) Voir la remarque (18).
(*) On a aussi || (P{Y)* ||, < ¢} 7" pour 5 assez petit, mais (2.7.7) suffit.
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donc, d’aprés la proposition 1.6,

(2.7.11) 1K — Kgi, lls < caPPTPPH25,

Portant (2.7.10) et (2.7.11) dans (2.7.3), on obtient, si | A| < p,
(2.7.12) |F,; — F, ;.1

S J

< Czpj +1 [(P(2)2P£4)4)h+ I(N‘Z’(kx)zN“’(kn)ﬂ"— h] 1/6
=2 h=0

qui équivaut, en changeant de notations, a (2.7.1), et (2.7.2) résulte alors

de (2.7.6), (2.7.7), (2.7.8) et (2.7.9), d’aprés l'inégalité de Holder.
cqfd

2.8. La proposition 2 résulte facilement des lemmes précédents :

. . 1

Etant donnés ge ¥~ et p > 1, on choisit 5 <§ et ¢ < 31 (assez petit),
n

n.étant introduit au lemme 2.7, puis g > p, alors si p = p, est comme
dans le lemme 2.6, si b, , est comme en (2.6.2) et (G, ,, ;) <j<; comme
en (2.7.1), on a d’aprés (2.5.13)

(2.8.1) F,,;<J,,= inf (Agﬁ,{;‘-q + ZGg,p,k,j+p2c’5(g, s, q)bg,azz“Q),

log xeN
j=1

si le D(%: p), et, d’aprés les lemmes 2.6, 2.7 et le théoréme 2.5, on a

(2.8.2) e e LS, 1,,).

Alors, d’aprés (1.7.3), (2.2.1) et (2.5.3), on a pour tout re N
1s,

(2.8.3) [IAT([1 + K] ™1 det, ., (1 + AK,) || < e? elor,

T
pour tout le D<§ , p), ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.

2.9. Enfin le théoréme I est une conséquence immédiate de la propo-

sition 2. Si 6 > — m?, il existe ¢ > 1 tel que e 2%E) LYY, u,), pour
. 1 1

tout ge¢” [d’apres [I] lemme 3.3] soit alors p > 1 tel que — + - < 1
P 4

et soient p, > 0 et, pour tous ge¥’, F¥ e LAY, p,) comme dans la
proposition 2, alors posant

2.9.1) Y& = <@ |C 1o, A([1 + iKg]‘l)@Cur> o
Jj=1 S =1 xr

Hd’(ﬁ()e*f“"ﬁ‘g” det,, (1 + iK,)
k=1

Vol. XXVII, n® 3-1977.



260 P. RENOUARD

[00 ()1 <j<r (U1 <j<rr (i1 <i<s sONt comme en (1.8.2)], d’aprés la propo-
sition 2, on a, si ieD<8 p,,),

2.9.2) Yi’:’g|<nllu Il - uzﬂllv 1o~ 172 ﬂq)(fk)

ou la fonction du second membre est intégrable, d’aprés I'inégalité de

S

-39 2 F(p)

Holder, puisque H(D( fJ)e m LY, u,). Comme pour u, presque

1<t<+w
k=1

tout we ¥, la fonction 4 — Y[ (w) est entiere, il résulte de (2.9.2) et
d’un lemme classique de dérivation sous le signe somme (*¢) que la fonc-

T .
tion 1 — E, [Y{] est holomorphe dans D g P elle est continue

au bord de D(;—T, pp), d’aprés le théoréme de Lebesgue. Comme, d’aprés

(1.8.2) cette fonction prolonge la fonction

i’:}(@ o> O, @ﬁ) (1eR),

=1

ceci achéve la démonstration du théoréme I.

3. SOMMATION DES SERIES ASYMPTOTIQUES
AUX FONCTIONS 4 — SU3),

. (n
Désignant encore par 4 — SJ3), (/le D g a,,(g))), [c> —m?],1e pro-

longement défini au paragraphe 2, on a

TuEoREME II. — Les fonctions
A sg(-;fg(@ ,,@L,, @fk), leD( (g))

1
(2%) On utilise I'inégalité | f'(zo)| < y 15?—pa | f(zo + 2)| (si f est holomorphe dans un

ouvert contenant {ze& ;|z — zo| < d}) pour obtenir la majoration de la dérivée qui
permet d’utiliser le théoréme de Lebesgue.
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sont de classe C* au bord de D(g, aa(g)>, de plus, il existe b,(g) > 0 et

pour tout & > 0, ¢, ,(g) > O, telles que

# 51(( (D )

i'=1

ﬂllu |- »/zﬂllv - 12

H”fk“x’“(s-’)l b QI + Ve, (' () **,
k=1

(3.0.1)

pour tous ne N et A¢e D<8 , a(,(g)> (7).

Cet énoncé découle de la proposition 3.3 ci-dessous.
Il résulte immédiatement du théoréme II que, si I'on pose

(3.0.2 Si.':’g(@ e @fk>

=1
s
Cdan

1 Q)

=1 =1

La série formelle 4 — zn St est asymptotique en A =0 (*®) a la
fonction A — S{3),, de plus on peut reconstruire cette fonction a partir
de sa série de Taylor comme suit :

THEOREME III. — Pour tout v > 0, la série entiére

Z"_ r r s
(3.0.3) A®) = Z —— st.:::;(@“ﬁ e @fk>
( + 1) =1 = k=1

n=o n!I'{ —
\4

converge pour tout ze ¢, et vérifie
r r S
11,
| Au(2) | SH | u; ||x—1/2]—[ I Uj ||x-1/2l_[ [l fill-1(s !)I/Ze 2 ba(g)ea"(g)_vlzlv
i=1 =1 k=1

(*") Les fonctions i — Z{2,, (i € D<§ s a,)) donnent lieu 4 un énoncé similaire.

(?®) Voir [11], 11, 2.5, d’autre part cette série formelle est bien entendu la « série de
perturbation renormalisée ».
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pour tout zeD(g - 2£’ ) et, pour tout AeD( ,aa(g)> on a pour
v

3
tout v>——_(29),

2<g—lArgA[)
3.0.4 s(n;)( , , ) rAva;te-xdx
000 5520 o )= [

j=1 =1

Le théoréme III est une variante de la sommabilité de Borel qui s’obtient
en paraphrasant la démonstration du théoréme de Watson ([//], theo-
rem 136) (3°).

On a résumé les définitions et résultats nécessaires d’algébre extérieure
a l'appendice A (*') auquel on renvoie pour les notations.

3.1. Le calcul des dérivées successives des fonctions 4 — Y9, [voir
(2.9.1)], va s’appuyer sur I'application itérée de (3.1.1) ci-dessous :

LEMME. — Soient L € &,, He @, et soit K = L + H, pour tout X e &{",
(teN), on a Yie(

(3.1.1) —[Tr {A([1 + AK]" )X } ety (1 + AK)]
= det, (1 + JK) [Tr { ALK } Tr { A[1 + AK]"1X }
+ Tr { A([1 + AK]™ 1) 41K -KIX )
+ Tr {At+ 1([1 + lK]_l, (g[}.zHKZ—ALK]X } ] .

(*°) D’aprés le théoréme de Lebesgue, on déduit de I'inégalité

-V v n 7[
[A2) | < clPese®@ 21" yzeD{— — — oo,
”8 8 2v

et de (3.0.4), des procédés d’approximation convergents, ne faisant intervenir que les
premiers termes de la série, par exemple :

N
. A, i1
8¢5, = lim —= 0, ¢, p), ieDi—, a9},
N-+w n ! 8

ol n=0
k n
© )ks;(r;)g x¥ x¥
o, e, p)=| Y[ ce?* — e *dx, (n<N),
0 k! k n
k=0 ri-+1 'f-+1
v v
avec
n [ A1
L T — >, — ) <p<1.
a,(8)

2(” |A /1|>’
— — | Ar
3 g

(3%) Voir en 3.4 Iénoncé de la variante utilisée.
(3') Voir aussi [4], Appendix.
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Démonstration. — On a

(3.1.2) %[Tr {A([1 + AK]™HX } dety (1 + AK)]

— [_ Tr{%l(1+iK)‘1K]At([1 +/1K]_1)X}

422 Tr {1+ K17 'K? ) Tr { AY[1 + AK]™ X } ] dety (1 + AK)
= [= Tr { A([L + AK]™Y). ™%X }

4 ATr {0+ RKIAY[] 4 K] DX )

C +A2Tr {[14AK]" YL + H)K? } Tr { A([1+ /K]~ )X } ] det; (1+ AK),
puis,

(3.1.3) ATr { 4" HRTKIAY[L + AK]7HX }
+ 22 Tr {[1 + ZK]"'LK?} Tr { A1 + AK]" )X}
= ATr {LK } Tr { A'([1 + AK]" )X}
— A Tr { @A OTKIA([] + JK]"HX }
= ATr {LK } Tr { A([1 + AK]" )X}
— ATr { A1 + AK] HEEIX
[la premiére égalité d’aprés (A .3.3), la seconde d’aprés (A.1.4) et (A.2.2)],
(3.1.4) A Tr { 4 O7HKIAY] 4+ K] )X }
= 2 Tr { A([1 + 2K]~ 1) MKO+HO7HX
= A Tr { A([1 + K]~ H)./™MKIX }
— 22 Tr { A([1 + AK]™!) MK+ H07IX
= A Tr { A([1 + K]~ H./™KIX }
— A2 Tr { 4" O HRAAY(] 4 GK] D)X},
[la premiére et la troisiéme égalités résultent de (A.1.4), (A.1.5)et(A.2.1)],
donc,
(3.1.5) ATr { 4+ O7HKIAY[] 4+ JK]™ )X }
+ A2 Tr {[1 + AK]7'HK? } Tr { A([1 + AK]"HX}
= A Tr { A([1 + AK]™H)A/MKIX ) + 22 Tr { AFY([1 + AK] HEMKIX ) |
d’aprés (3.1.4), (A.3.3) et (A.1.4).
Enfin (3.1.1) résulte de (3.1.2), (3.1.3) et (3.1.5). cqfd

3.2. LEMME. — Soient Le @;, He @, et K = L + H et soit Be &}",
on a, pour tous ne N, Ae ¢

n

(3.2.1)

[Tr { A"([1 + AK]™YB } det, (1 + AK)]

A"

< 27" + 1| Bl

A n'e I y I"z +n3+2n4+ns—ng

nj=0 (nj ')
1

6. =
Y on=n J
i=1

- [IK [ || HK |2 || LK |7 || HK? |3
|| A7 mtma([1 + AK]™Y) dets (1 + AK)[|] .
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Démonstration. — L’application itérée du Lemme 3.1 fait apparaitre

n

ar

[Tr { A"([1 + AK]™ "B } det; (1 + AK)]

comme somme de 6" termes obtenus en effectuant successivement et dans
un ordre arbitraire n opérations, chacune d’elles substituant 3
ATr {A([1 + AK]"H)X},  (keN,teN, Xedl),

I'une des 6 expressions suivantes :

1) — A Tr {A([1 + AK]™)™IX ),
2 AT { A1 + AK] ™ H/MRIX )
(3) — AU Tr { A1 + AK] HEUKIX )
4) AT Tr { A1 + 2K] T H@HKIX
(5 ATUTr {LK } Tr { A([1 + AK]™HX },
(6) k21 Tr { A([1 + AK]™HX }.
Soit T I'un des 6n! termes obtenus en effectuant n; fois 'opération

D1(nj N

6
de type (j), <Ognj5n,j=1,...,6;2nj=n),

i=1
ce terme est de la forme :

(3.2.2) T = gAmtrst2natns—ne Typ {LK }"
Tr { A7*m*ma([1 + AK]" )Y ) det, (1 + AK)
avec acR et Ye @ """ donc,

(3.2.3) |T|<|al |Afretrat2natns=ns || LK |
[|AF™ (1 + AK] ™) dety (1 + AK) || || Y ]y -

D’abord si a # 0 on a ng < n, + n3 + 2n, + ns et,

(324) |al< (n2+n3+2n4+n5)!
o _(n2+n3+2n4+n5—-n6)!

< (2nye

Ensuite Y est obtenu en faisant agir sur B le produit dans £(0) de n,
opérateurs 4™, n, opérateurs /"KL n, opérateurs ¢*¥! et n, opéra-
teurs ¥™MX*! pris dans un ordre arbitraire ; d’aprés la relation de commu-
tation (A.2.4) on peut exprimer Y comme somme d’au plus 2" t72*ns+na < on
termes dans chacun desquels les ny + n, opérateurs %1 sont rangés a
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gauche. Soit Y; I'un de ces termes, d’apres (A.1.2), (A.2.4), (A.3.1) et
(A.3.2),on a
(3.2.5) Yyl

r+n3+n
s( . “)(r + 1yt || K HK P || LK [P | HK? |15 B,
donc
(3.2.6) || Y[l <27Fmr e 1) | K |I™ || HK |12 || LK |17 || HK? |17 [| B Iy

et (3.2.1) résulte de (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.6).
cqfd

3.3. PROPOSITION. — Soient ge 7", pe[l, + ©[,¢ > 0,re Net Be ",
il existe des constantes p, > 0, b?(g) > 0 et cP(g) > 0, telles que (*?)

n

dA"

(3.3.1)

[Tr { A"([1 + K, ")B }det,, (1 + AK,)]
17 p

< |IBllie 2 bP(lr + D)),

pour tous re N et tout A€ D(S p,,)

Démonstration. — Etant donnée g e ¥", pour chaque ke & on désigne
1 1
par NZ(k), s >3 N®(k), t > 2 et Q(k) respectivement les fonctions

o = NP(g.(w*k), o - NP (g.(w*k), o Qg.(*k), (we”).
Si (k,),~ €St une suite d’elements de & vérifiant ||k, ||, <1, k(p) =1
si|p|<wxmetk(p)=0si|p|=>2xm, (peE), les suites (N(K,))eens
(NE(K,))een €t (Q(K,))en convergent dans LYY, u,), (1 < g < + o), et
leurs limites notées respectivement N, N et Q vérifient (N')2 e &, @ &2,
(N eFo ® T, @ Fa et (Q)? € Fo @ F, [voir la démonstration en 2.7),
on a donc, d’aprés 'inégalité « d’hypercontractivité », pour tous g > |,
p>0:

it nosnrt < (D nop it (o8
3.3 101, = 10 1 = (ah fieerih (a5=1),
2
@NB | _ (4)4% B\z (4)42@ B
6.3 ISP, = e i < (of Frme it (af=>1),
8 B
G349 1QU, =102 < (qg)zngzug, (qga).
2

(®*?) Un raffinement de I'inégalité (3.3.5) ci-dessous permet de remplacer le second
membre de (3.3.1) par

17

IBlle 2 bP()(r + 1)cP(g)'n ! (log n)".

Vol. XXVII, n° 3-1977.



266 P. RENOUARD

Posant alors L, = PK, et H, =K, - L;g, { =0 on a d’abord, pour

tout { > 0 et tout ée[g, 2’:

b

3o
(3.3.5) LK, Il < (1 + 0*? 5’(N&>3:—4<N$>4—2c92—:’

4¢ 2¢

en effet, soit A = E un compact tel que g soit nulle en dehors de A, pour
toute fonction 4 € LY(E) nulle en dehors de A, on a d’aprés (2.3.7),

(3.3.6 L)1y < (AN + 0P5QMh),
et, si & = Zf—l, (¢ €12, 4]), d’apres (2.3.5),

3¢-4 4-2¢

&-¢ -1

637 ILdh)lle < KO e < e N2S0) © NEOy ©
< 2¢
or (*3),

(3.3.8) ”Lg(h)”éS”I-{(h)H(f’_”:”L;(h)”(:é‘_l)é:“Lg(h)”f—é”Lg(h)Hg'—la
donc,

(3.3.9) IIL(mWKMh) ], <|| Lc("‘g“: KR ]

< caes (AL + O INEL BTN 2 QUr = (Y,
4¢ 2¢
et (3.3.5) résulte, en passant a la limite [d’aprés 1.6], de (3.3.9) appliqué
aux fonctions g.(w x k,); on a de méme, d’aprés (2.3.5):
2

L1
(3.3.10)  [[Hg,lls < (1 + ) 24(Nij2’)3 (Ng’)3, vi=0.

Soient g, >1,{>0, n;(1 sjsS)desentiers,etsoitv=n1+2n2+n3+3n4+n5,
dapres (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) et (3.3.10), on a pour tout

¢ : 2
€l =, >
3
(3.3 10 I 11" 11 Hy K 11 ] L K 19275 | H K2 [139) |1,
<ITCITKG ) IR 2% 1L (1 Hg g 13) 12,511 (1] L K, [10) (2277

3 1 n 3
3(2=8)n3+ns) =5 (n2 +ny) Sty tng+ Sna+
Scr{‘+2"2+3"4cg3+"5(1+c)4 n3+ns 34 (n2 "4(3\)(,11)2 n2tn3+5nstns
2-¢ 2-¢
2 +
(N‘i‘)“llz 1Q1,° )”3 "

28

-4
I

3:-4
. (n(N‘_) I, 2
4&

(2N\2 —é (4N\4 % ny+2ny+3n4
II(NL ||2||(N% I2 :
12

(®3) Daprés le théoréme d’interpolation [2], § 2, par exemple.
(**) On peut améliorer (3.3.9), donc (3.3.5) en partant de

LK) 1y < L) I 1| Ledh) |1z + 11 Lth) || | Heh) ]
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Pour tout entier n on pose (1 + {,) = n'?et pour toute > 0,92 —{,) ==
alors d’aprés (3.3.11) [avec & = &,], il existe une constante c,(g) telle que
5

pour tous (n)); <;<s tels que ) n; < n et tout g, > 1 on ait
ji=1
(3.3.12) II(IIKgll"’||H¢,,,gKgII"2IILgn,gKgll'I”"SIIHg,,g 2 1) Mg,

2n 2(n1+n2)+n4+(1+€)1n3+n5)
. < cf8)q
[puisque v > 3n].

D’autre part, pour tout entier n’, on a

n’ n,
< Z ( ,)n’"l l’l ln —2n} ITr;eg Kg |n —nj
’ 0 nl

ny=

n’

dr

Lo k2 P g2
6_5 TreeKi e—ETr;e‘KK

(3.3.13)

et comme Tr KZ e §,, pour tout g, > 1:

(3.3.14) ||| Trig KZ " " [l < (200" — 1)) || Trieg K 1)

Enfin, d’aprés la formule de Leibnitz et Iinégalit¢ de Holder, (3.3.1)

résulte de (3.2.1), (3.3.12), (3.3.13), (3.3.14) et de la proposition 2.
cqfd

3.4. Il résulte d’abord de (3.2.1) — avec K, mis pour K — et de la

proposition 2 qu’il existe une fonction Fﬁ,"j’geL (¥, 1) telle que (*°):

n

(r,s)
d nYlG’g

< Fr) \1,1eD<E a>
n,a,g > 8’ a

donc, par un lemme classique de dérivation sous le signe somme, que les

fonctions A +— Z{3), sont C* dans D(g, a,), puis d’aprés (3.3.1), pour

tout ¢ > 0 il existe c; ,(g) > O tel que, pour tout ne N :

zey (@ ,,@v,,@h>

( . d/{" ).ag

Hllu |1~ uz]—[IIv Il - :/z]—[llfkllx sH2e; ()" T DY)t

on en déduit (3.0. 1) en notant que si une fonction C*, F, [ici 4 +— Z;°),

(zl € D<8 , a,,(g)>>:| vérifie | F™ | < ac"(n!)*, VneN,avec a > 1, et | 1/F | <b,

alors G = 1/F vérifie |G™| < eb.(2eabc)'(n!), Vne N. Ceci achéve la
démonstration du théoréme II.

(3%) Y§:, est défini en (2.9.1).
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Pour obtenir le théoréme III il suffit d’appliquer aux fonctions
z Fi() =8¢, .|z 'eD g, a,(g)), + Re z > 0} la formulation
suivante du théoréeme de Watson ([/1], theorem 136) :
THEOREME. — Soit F une fonction holomorphe dans
AO, p)={zeq;|Argz|<0,|z|>p)}
on suppose qu’il existe une suite de nombres complexes (a,),.n €t des

20
constantes b > 0, ¢ > 0, ye [0, —[, telles que, pour tout ne N,
7

(3.4.2) la,| < bc(nt)y
et

n

(3.4.3) ,F(z) — Zajz'j‘ < b (n 4+ D7 z|70*D, Vze A9, p).

j=0

Pour v>§%et teA(G—%,O), on pose

in t Ju

1 1/v u
(3.4.4) Aff) = — F(" >e—du,
0A(d,r)
avecg< S<v0—|Argtl)r>p'lt]

Alors, °

N o 1 1 . .y a, "

i) Siv<-—,|resp.v=—], la sériec entiére t ————t" con-
n n

n=0 F(E + 1>
v
_1 . 4
verge pour tout te ¢, (resp. si |[t| <v ¢ Y et|siv> % |
(3.4.5) A1) = E ) weA<0—_”-,0>,
(n > 2v

n=0r —+1
\%
7 _
(resp. VteA(B——,O),ItI <v
2v

. nn
ii) Pour tout ze A 0—7,;) ,on a,

* xt —xg v ] i 1]
(3.4.6) F(z)=J; v<z>e X, Ve m,ﬂ .
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4. MAJORATION DES FONCTIONS A — Z§73,

Etant donné un réseau a mailles carrées, de pas | > 0, dans E, on a
(avec les notations de 1.9)

THEOREME IV. — Pour tout ¢ > — m?, il existe une constante ¢, . > 1
-2 - Ao (UK

telle que, pour tout Ae %, et tout 1e D(;—T , a,)

r r s
,5) 1
22O O (D)
=1 k=1

j=1

r r S 5¢5/4
—r
< H”uj”x'—l/l l_[ I Uj'”.xf-l/ll_’” Sella-a(s1)!2e 2 cffl, (39
i=1 =1 k=1

La démonstration suivante est calquée sur la méthode exposée en [/2]

4.0.1)

4.1. Soit # l'ensemble des centres des mailles du réseau, on désigne
par A, la maille de centre a € &, et, suivant [/2], par y, € L(X') le projecteur
orthogonal défini par y, = |C|'?M(1, )| C|™"? (*) — on a y,x,; = 0 si

a#pfet Zxa = 1, — on pose (%)
ack
K.=Ky, D,=2Ky, e R, =K,-D,= 1K,
(B, 1)eR?\(a,2)
D’autre part on note .7, la tribu sur &’ engendrée par

{®(f); feSL supp [ = A} (*9),
on a

. 2 _
LEMME [/2]. — Soit ée:IZ L 2[, il existea; >0,j=1,2,d > 0et

des fonctions positives F,;,, € m LAY, o, 1), x€R, j = 1,2 vérifiant
1<p<w

I Fully < (naj)', j =1, 2, Vae R et telles que

@.1.1)  |ID,lly <F{Z, Vaea, (5'2561)

(%) Pour tout Ae %, | A| est le nombre de mailles du réseau contenues dans A.
(®") Voir 1.3, 1.4.
(*®) Voir 1.5.
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et,
(4 1 2) “ XﬁKaXv Hﬁ < e—d(la-ﬂ‘+|a—VI)F(12/)2,a’ VdE.@, V(ﬂ’ '}))E,@z\(a, a)

On renvoie a [/2] pour la démonstration de ce lemme [on pourra rem-
placer [12], (5.14) — ou ;| C [*€ @3 n'est pas établi — par I'inégalité :

1Koz 1y = 11K, [ C 1720, [ C1Y 2, N1y
< ae” TNK | CFT 2 (1T C gy MLz

avec k > 1, d’autre part, pour estimer || yzK,||; si |a — f|> /2], on
note que I'on peut substituer C|C|™'2I" a |C|'/? au premier membre
de [12], (2.2)])

4.2. SiAeZ, on pose A = An R — de sorte que A =UA, — et

aeA

D, = ZDa, R, = ZRu, donc K, = ZKa =D, +R,, on a
acA aeA

aeA

LEMME. — Si |Arg A%| < z on a pour tous re N et Ae %,

(4.2.1) J|AT[1 + AK,]7 Y dets (1 + 1K) ||

4 1 1A*
—r ETIS{LD
e

1 —Tr< —
A)| det, (1 + OZ—AA)“e { ’

1
[ill Qull3+¢*(1| AQa ll; +6 [IDARX 111)+4 || DARX [l; +(1+3¢%*) || Ry ll%]

A2

(AAAx)’+TAAAx(AAA+IAx)}

a2
e 2
ou
A, = [1 + A*D,D%]""*(D, + D¥)[1 + ’D,DX] ™',
Qa = [1 + A*D\DX] Y*(Rs + RY)[1 + A’D\DX]" "2,
et ou S est défini par (2.2.2).

Démonstration. — Si X € G, Y € G,, Z € &, sont tels que XY € &}, on pose

r{Z——%(Y+Z)Z—X(Y+Z)}

T
4.2.2) AX,Y,Z)=dety (1 + X +Y + Z)e

du théoréme 4.1 de [/2] on déduit alors par continuité

3
SUXY I +1Z1) +5I XY,

4.2.3) |AX,Y,Z)| <e . .
—Tr{Z(XX*)2+§XX‘(X+X‘)}
. det; (1 + Ox)'%e .
Partant alors de I'inégalité (2.2.6), avec K, mis pour K, avec (en omettant
I'indice A)
(4.2.4) I =1 + 2>°DD*]~ V2[}2(DR* + RD* + RR*) + B + B’ + BB’]
[1 + A2DD*]" /2,
(4.2.5 I®=[1+ A*’DD*]~V2)(KB’ + BK*)[1 + A’ DD*]" vz,
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on a
(4.2.6) D(JK, B)D(AK*, B’)
= det, (1 + A2DD*)A(JA, AQ, IV + [2)pTrS(4.D)

—Tr{ 131 +A2DD¥" ‘DD*(R+R*)+/1’(RD+ R*D* +%D2+%D*2)}
e

Or on a,
4.2.7)  |det, (1 + °DD¥)| <1, s ;Arg/12|s§,
et
(4.2.3) T < TAP21IDR* ||, + || RR*||;) + 3r,
puisque || [1 + A?’DD*]"12|| < 1.

Ensuite,

(4.2.9) I? = ([1 + i2KK*]"/2JK)B[1 + A2DD*]" 12
+ [1 + 22DD*]"12B(IK[1 + A2KK*]~1/?)
+ {([1 + 2DD*|"2 — [1 + J2KK*]"V/2)K } B'[1 + A>DD*]~ /2
— [1+ A2DD*| "B { ZK*([1 + 22KK*]~ 2 —[{ + 2DD*]"12) } .

D’aprés [13], (3.43), p. 282, on a pour tout TeL(X):

1 @
4.2.10) [1+12TT*]‘1/2=—f 27V 1+ 2+ A2TT*] Ydz,
T Jo

T
i |Arg A% <=},
or l'intégrale <SI | Arg 27 2)

0

1
@.2.11) J':—J 272 {[14 24 2°DD*| "' —[1 4 z+ A*KK*]~ ! } IKdz
T

0

/12 0
== j 27?1+ z+ 22 DD*]” {(DR*+ RD*+ RR*)([1 + z+ A2 KK*] ! /K)dz
T Jo

converge dans &;, donc dans L(2¢"), donc d’aprés (4.2.10)
(4.2.12) (1 + A’DD*]"'2 —[1 + 2’KK*]"V))JK = S €G,,
et,

(4.2.13) |I([1 + 2°DD*]"'2 — [1 + A2KK*]"'?)iK ||, = || # ||,

2
1Al

||DR* + RD* + RR*||,

sup 11 + u + A*KK*]"1JK || J 27V 4+ z) Yz
u> 0
< |22 |IDR*[|; + || RR*||,),

puisque || A[1 + u + A2 |K* 2] |[K*| || < 1, Yu > 0.
De méme

(4.2.14) || 2K*([1 + 2*KK*]" 12 — [1 + A2DD*~2)||,
< |AI*2||DR*||; + || RR*||,).
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D’aprés (4.2.13), (4.2.14) et, compte tenu de l'inégalité

AL + A% [ K*P]7V2 K* ] < 1,
on tire de (4.2.9)

(4.2.15) T2, < 2[1A1*2 | DR*||; + [|RR*||;) + 7].
Enfin,
(4.2.16) |Tr A*[1 + A’DD*]"'DD*R + R*)| < 2|A|*||D*R ],

et (4.2.1) résulte de (2.2.6), (4.2.6), (4.2.3), (4.2.7), (4.2.8), (4.2.15)
et (4.2.16) cqfd

4.3. Passant maintenant i la démonstration du théoréme IV et posant
X =[1 + A°D,D%]"'/?, on remarque d’abord que

(4.3-1) XﬁXA = XAXﬂ’ Vﬁe@

donc, compte tenu de I'inégalité || X, || < 1,

4.3.2) 1lAAQall

IA

1 XA(Dy + DF)XRxaKs + K32, X s

aeA

(B,7)eA x A\(a,a)

z 1Dy + Djf Il 1l 2K + K3, Il

acA
(B,7)eA x A\(a,2)

IA

et,
4.3.3) 11Qall3

< Z 2 I X%xa(Ky + K¥)g | X Prp(K, + K3, Xally

(v,0)eA2 (a,8,7)eR>
(a,) # (v,v)
B #(p,p)

IA

I 2Ky + K3t 112 11 26K, + K3, 12

(v,p)eA2 (a,B,7)eR>
(@,B)# (v,v)
B, #(p,p)

d’ou I'on déduit (comme en [12], (5.16) et (5.18)), d’aprés (4.1.1), (4.1.2):
4.3.4) [1AxQ4 1l

- - - 1/2 —d|a— 1/2 w1/2

<4 e~ dla—Bl+]a Y|)F(11/)2ﬂF(2/)u = 4b e dla ﬂlF(l/)ﬁF(Z/)a

(a,B)eA? (a,MeA?

vER
\1/2 Y\ 1/2

2 2

< 4b < E F(l)ﬁ> < E F(2)a) <2b ( E Fiyp + F(Z)a)’
peA acA aeA
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et
2 —d(lv—a|+|v—Bl+]p— Bl + o= YD 1/2 F1/2
@4.3.5) [|Qxll3<4 emdvma Al ATl =R FL,
(v,p)eA?
(a.B,y)eR?
2 —djv—p| ,—d|g~ 121/ 2
(v,pleA? e
4
< 4b ZF(Z)M
aeA
[on a posé b = Ze"’”'m', (o egi’):l )

yeR
On obtient de méme

(4.3.6) max {|| DARy|[;, [| DXRA [l5, [ DARY |1, [ DARX ], }

b2
= > Z(F(l)a + Fou,
et, e
4.3.7) IRAI1Z < b4ZF(2>a
Ensuite, (avec X, = X, ), =
4.3.8) XX = Xy s si aeA,
donc A, = ZAa et A,A; = AyA,, Va, fe A, donc
aeA
(4.3.9) dety (1 + Ofyite 1T Eheinn ]
_ Hdet3 (1 N OIA,)”“e —Tr{%{AuA:‘)z+E'4I—ZA¢A:(AAG+IA;)} ’
aeA
et d’autre part,
(4.3.10) S(4, D,) = ZS(/L D,).
aeA

Maintenant si 'on pose (%)

(4.3.11) U, = Tr' (K, + K%)? = lim TT, Tr (K, ,, + K%,,)?

(*°) Pour Dexistence de ces limites (dans &,) voir 2.6. [Comme dans ce paragraphe,
(kx)x>0 €st un échelon unité et IT, est le projecteur sur « I'espace a deux particules » §,].
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et

(4.3.12)  V, = lim IT, Tr (1[K,, + Ko Jw)?, 22

on a

4.3.13) U, = Eva + I, Tr { 2(D, + D¥)R4 + R%) + (R + R%)?}
aeA

donc, d’aprés (4.3.6), (4.3.7) et (4.3.10)

2
st py-2u,

(4.3.14) |e2 7 4T
W( EMIF(.,H( +b‘)EM[FmJ) Ml( Fuat ("2+b‘>ﬁm) %TrS(/LDa)—gva
<\ le |e l.
acA

On a donc, d’aprés (4.2.1), (4.3.4), (4.3.5), (4.3.6), (4.3.7), (4.3.9) et
4.3.14): .

se’ m’[ L1, Ki]
4.3.15) || N([1+1K,] Y det,, (1+ K ) [[<e 2 e ¥ 2 HG(:()»)

ae

ou pour chaque € A, G,(4) est une fonction =/,-mesurable telle que —
d’aprés la proposition 2 (%) et le lemme 4.1 — pour chaque g > 1, il
existe 7, > 0 et ¢, > 0 tels que

(4.3.16) NGl < ¢ Vael, VieD(—g,tq)

alors d’aprés « l'estimation du damier » ([/2], théoréme 1.1) pour tout
p=1,

4.3.17) H HGa(A)
aeA

D’autre part ([/4], lemme 2.1) pour chaque p > 1 il existe ¢, > 0 tel que:

4p

psc!,A', VieD(g, ,,), si 9= [Ty

s ¢h

(4.3.18) e iU -mea

/A
pSCpt

Le théoréme IV résulte alors de (4.3.17) et (4.3.18), d’apres I'inégalité de
Holder, en appliquant estimation du damier au facteur

2 2
~Zaz(A) —%%‘;(A.)
e ? = e .

aeA

(“0) Ou plus précisément une variante évidente de cette proposition.
(*'y I est le pas du réseau.
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APPENDICE A

COMPOSITIONS D’OPERATEURS
SUR L’ESPACE ANTISYMETRIQUE (*?)

A.1. Soit ) un espace hilbertien séparable, et, pour chaque ne N ' ®" la n°™ puis-

sance tensorielle antisymétrique hilbertienne de 2#". On pose 0 = @L(.)t’ ®n). On défi-
n=0

nit une application bilinéaire de @ x @ dans 0, notée (A,B) — A A B, (Ac0, Be0),

en posant (*3)

rtq -1 p q
(A-11) (AA B)( ® :/zj) - (" : ") Z rl(r)(A@ w,u,) ® (B @w,w),
j=1 i=1 k=1

tefPta
Ael(x®); Bel(#®); yef,j=1,...,p+0q),
ol #2*4 est I'ensemble des injections croissantes de Z, = {1, ..., p} dans Z,,,, et oy,

pour tout Te f5%9,
) - )
@) = (= 1= et et
est défini par ((Z,) U 7(Z)) = Z,,, On a d’abord,
LEMME. — i) On a pour tous A e L(#' ®7), Be L(¥' ®9),
(A.1.2) IAAB| <I|A]l lIB]].

ii) (0, A) est une algébre (graduée) associative et commutative.
iii) Si 1,e L( ®") désigne I'identité, on a

(A.1.3) LAL =1, peN, geN.
iv) Pour tous A e L(.#'®?), Be L(#"®9), CeL(X), on a (*%)
(A.1.4) (A”(C)A) A (AYC)B) = AP*4C)A A B),
(A.1.5) (AAP(C)) A (BAYC)) = (A A B)APHY(C).

A.2. On définit les applications linéaires # : L(#) —» L(0) et € :L(X) —» ZL(0)
par (*%)

(A-2.1) MNB =n(AA1,_,).B, (AeL(X), BeL(x®"),
et
(A.2.2) $MB =(n+1AAB, (AcL(x), BeL(x®).

(*?) On renvoie, pour les démonstrations, 4 [4], Appendix.

(*%) Le second membre de (A.1.1) définit une application p + g-linéaire alternée de
AP dans " ®”*4 et la forme linéaire induite se prolonge par continuité a .# ®7*4 [voir
(A.1.2)].

(**) AM(C)e L(£"®") est défini en 1.8; on déduit de (A.1.3) et (A.1.4) que A"(C) est
la puissance n*™ de C pour la loi de composition A.

(*°) Avec, pour n = 0, pour tous Ae L(X), Be L(# %% = £,

MAB =0, %“B = BA.
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On a alors :

LemMME. — Pour tous A;e L(X"), j = 1,2, on a (*9)

(A.2.3) glanglad _ gladglal -
(A.2.4) MAIGIALL _ @glaal glA — glAAal
(A.2.5) AN A2 _ gTAdl glA o gTALA - A2Al]

A.3. Pour chaque ne N, on désigne par & < L(.#®") Iidéal des opérateurs & trace,
(" = @,), on a,

LEMME. — i) Pour tous Ae P, Be¢®, ona A ABeGP*?, et,

(A.3.1) A ABI <Al IB];.

ity SiA;e@,j=1,...,n0na,
(A.3.2) ” /\ Aj‘ s(n!)“nHAjlll.
j=1 1
ji=1

- iii) Pour tous Ae @,, Be &\, on a,

(A.3.3) Tr {.#WB} + Tr {$'“B} = Tr A. Tr B.

(4%) On n’utilisera que I'égalité (A.2.4).
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