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Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A :

Vol. XXVII, n° 2, 1977, p. 193 a 206. Physique théorique.

Espaces-temps non vides a métrique de Taub
en relativité générale

par

M. BRAY
C.N.R.S.

ABSTRACT. — Exact solutions of the Einstein gravitational field equations
are derived in the following conditions: Taub’s metric, pure radiation field
source-tensor. It is shown that such solutions cannot represent neutrino
fields. Exact solutions for more general source-tensors are given.

I. INTRODUCTION

L’élément de ligne a symétrie plane de Taub (*) s’écrit
ds* = e**[(dx°)? — (dx')’] — €¥[(dx®)* + (dx*)’] ; «, y(x° x1)
Le présent article se propose d’intégrer le systéme des équations de champ
d’Einstein R,; = x(Ta,, - ;— guﬂT) + Ag,s; x > 0 correspondant a une

telle métrique lorsque T,z décrit un champ de radiation pure, puis dans des
hypothéses plus générales (?).
Le tenseur de Ricci

Raﬂ = Rvaﬂv = = aﬂ(ravv) + av(ravﬁ) - Fupvrpvﬁ + rapﬂrpvv

a pour seules composantes non nulles Ryg, Ry;, Ry, = Rj3, Ry

() A. TauB, Empty space-times admitting a three parameter group of motions, Ann.
Math., t. 53, p. 472-490.

(3 T. SINGH, A plane symmetric solution of Einstein’s field equations of General
Relativity containing zero-rest-mass scalar fields, GRG, t. 5, n° 6, 1974, p. 657-662.
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194 M. BRAY

II. LE SCHEMA RADIATION PURE

Un champ de radiation pure est décrit par un tenseur d’impulsion-énergie
T,s = ok,k,, o étant un scalaire positif et k un vecteur nul réel. Les équations
d’Einstein exigent k, = k3 = 0; k%, = Oimpose alors la condition k2 = k2.
Nous écrirons k; = eky, ¢ = + 1. Le systéme a intégrer se compose des
quatre relations

~ Yoo = Vo + 20o¥o — Y11 — 1 + 2017, = xok (1)

“00—?(%:“11—?% 2

— Yoo — 2Y5 + V11 + 277 = Ae* (3)

— Yoo — 75 + 2%¥0 — Y11 — V1 + 20,75 = 26[ — Vo1 — VoV 1 + %o¥1 + Xy¥0]  (4)

%o =00(@) ...

Les solutions statiques ou du type de Ricci sont interdites par (1) et (4)
(ko = 0).

En variables séparées, le choix y, = A = 0 conduit aisément a la solution

y = ;—log Rx'+a)+b ; a=em(x' + &x% —‘lilog (2x' + a) + cte;

a, b, m ; ctes
xok3 = 2me/2x" + a)

Si (2x* + a) est toujours > 0, ceci exige me > 0. La solution se réduit 2 la
solution statique de Taub si m — 0.

Le cas similaire &, = A = 0 menant a I'impossibilité k5 < 0, nous cher-
chons en premier lieu, pour le systéme général, des expressions o et 7
linéaires : ay = m, yo =n, a; = p, y, = q. Il vient a = — n*; b = 2n?;
q*=n*; —n®+2mn—n®+2pq="2¢[—ng+mq+npl. Chaque membre de la
derniére équation doit en outre étre positif.

Si g=n nm—-—n+p)(l —e =0; n#0, sinon ko =0, donc
(m — n + p)(1 — &) = 0. On ne peut avoir m — n + p = 0; il faut prendre
e=1.

Le choix ¢ = — n demanderait ¢ = — 1. Nous obtenons

Ay=n(x>+x) ; a=mx"+px' ; n(m—-n+p)>0;

xok3 = 2n(m — n + p)
byy=n(x"-x" ; a=mx’+px* ; nm—-n—-p)>0;

xokg = 2n(m — n — p)

Les équations (2) et (3) du systéme d’Einstein fournissent, en variables
séparées, les relations

“oo_Y(%:a:“u—'Y% > y00+2y§=b=y11 +2V21’ (on a posé A =0)
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ESPACES-TEMPS NON VIDES A METRIQUE DE TAUB 195

On en déduit
20=C(x"? +dx° +f+ Cx) +gx' +h—y ;
Cd fg,h:ctess ; 2a+b=2C

r log [ch 2n(x° — A).ch 2n(x! —B)] sib=2n?> ; A, B : ctes

Nlog (| cos2n(x°—A) | . | cos 2n(x' —B) |) si b= —2n?
Ces expressions doivent satisfaire (4). Posant C = 0, y, = n, il vient b = 2n?,
a=—n*og=m2m=d—n.
Il suffit alors de prendre g = &(d — 4n) = ¢2m — 3n) (# 0).
Dans ces conditions
_nsh 2n(x' — B)
"= han(:' — B)
Soit
yoké = n(d — 4n)[

2y =

1
. yok? = (dn — 4n2)[1 46 sh 2n(x' — B)]

ch 2a(x* — B)
fl+e)+e ¢
2ch o
La condition de positivité se réduit a n(d — 4n) > 0. D’olu la solution

] avec 0 = 2n(x' — B)

2y =2nx° + log [ch 0] + cte ; 20 =2mx° + gx' — %log [ch 0] + cte
n2m—3n)>0 ; g=¢2m— 3n)

Sil’on pose C = 0, y; = n, une solution similaire & la précédente apparait
par I’échange x° 2 x'.
La norme du champ gravitationnel définie par I’invariant

4A" = (Rap”vRaﬁuv)
s’écrit, en vertu des équations d’Einstein :

A =e ** {20 — %g0)’ + (73 - )’f)2>

Le premier type de solution (A = 0, y, = 0, «y = m) a donc pour seule
singularité essentielle 2x* + @ = 0. # s’annule pour les solutions linéaires.
Le dernier groupe de solutions (A = 0, C = 0, y, = n) nous donne

A = 3n*e™** (ch 6)™*;

il n’y a par conséquent aucune singularité essentielle.
Les équations de conservation Vy(T*) =0 = k*V, (k") = ¢k* avec

1 O .
¢ = — ;V,,(ak") montrent que les trajectoires de k sont autoparalléles.
ox
On peut toujours prendre un paramétre affine v tel que k* = % satisfasse
kP (k%) = 0.

Soit k*{ {, {, 0, 0}; I’équation des géodésiques nulles fournit ’unique
relation
00(0) + 04(0) + 28(ap + ;) =0

Vol. XXVII, n° 2 -1977. 13



196 M. BRAY

En variables séparées d, (log {)+20o=N; 0, (log {)+20;,=—N, N : cte
(= e 2N g cte
La nullité de ¢, Vﬂ(ak”) = 0 entraine, compte tenu de 1’équation de {
0o (log 6) + 0, (log 0) + 2(yo + 71) =0
d’ou
o= BMETTT2 M B ctes.
Donc
Xo_k(z) — x‘%dze(M+2N)(x°—x1)—2y
Considérons par exemple la premiére classe de solutions (A = 0, y, = 0,
og = m), il vient

dem = x.@dze(M+ 2N)(x0—x1)
en prenant

2y=log A , A=(2x'+a)
Nécessairement M + 2N = 0 — 2em = yBA*;0 = %ew"o_"'). ZA doit
étre > 0. & a le signe de em.

—
En étudiant la congruence des géodésiques nulles trajectoires de k,
nous trouvons

20 = V,(k) = 200 + 71) 5
~ ~ C a
Wop = Vikp —> 0oy = — 3 e*[0 (log {) + 8, (log {) + 2(xo + ay)]
301 = 0 en vertu de I’équation en {; toutes les autres composantes étant

nulles, 202 = Ky gkt = 0.
Le calcul des quantités k.5 permet d’évaluer Iinvariant k,.zk(*:,

. ~ 1 ~
soit 2¢%(yo + 71)% Donc ¢? = ik(,;ﬂ)k(“;‘” — 6* = 0. La congruence est

donc shear and twist-free (®).
Nous introduisons maintenant la tétrade canonique

e" e e’ je?
ka y{,O,O > nu > ’090 5 ma 0,0,——,_— >
t } 2T xn % 3 V2 \/2§
— e — 1e
30,0, >~ ,—= 1,
? V2" A2

N
n, m, m satisfont les conditions normatives k%, = 0;
n, = 0; m*m, = 0; m°m, = 0; k,n* = 1; k;m* = 0; kym* = 0; nym* = 0;

(®) R. K. SAcHS, Proceedings of the Royal Society, t. 264, p. 309-338. Gravitational
Waves in General Relativity. VI. The outgoing radiation condition.
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ESPACES-TEMPS NON VIDES A METRIQUE DE TAUB 197

La métrique est liée & ces vecteurs par les relations g,; = 2k — 2m,mg,.
Quant au tenseur S¥ = 2kI*mP), il a pour composantes S°!' = 0;
SOZ — 2—1/2e—yc; SO3 — i2~1/28—yC; S23 — O, S31 = i2—1/26—y£;
S12 = 2—1/26—}’4‘.
L’équation de Newing-Griffiths du neutrino & deux composantes s’écrit
alors
4
Va(8¥) = mlkyg™ (%)

Les relations d’indices 0 et 1 sont des identités; celles d’indices 2 et 3,
identiques entre elles donnent {(y, + y,) = 0, soit (yo + 7,) = O puisque
{ doit étre # 0.
Toute solution telle que (y, + 7;) = O satisferait donc les équations du
neutrino. Pour une telle solution =0 et les trois scalaires optiques sont nuls.
Pour exprimer le tenseur d’impulsion-énergie en termes de tétrade, nous
devons calculer les coefficients de spin de Newman-Penrose suivants

B

x =kygm'k® 5 p=kym'm® ; o=kgm'mt ; v=k.mn

KR 2
I

1 _
3 (kygn®n® — m,pm*m®)

A=iy—y) ; B=iz—20 ; o=Inp)

1 T e ~
i(ka;ﬂn mf — mgm*mf) oy =

Tous les coefficients sont nuls, de sorte que I’expression

T, = 2 { — Ak,ky + Bkigmy, + Bkmyy + 20kgng, + 20mmy,
+ i&mumﬁ — iom,mg + i)?n(afrz—p) - i;m(amp)}
est identiquement nulle. Ceci nous rameéne au cas du vide et demande
c0=0—>%=0
Or la solution se présente sous la forme
a=M[(x")? +(x)+Lx’+Qx'+cte ; y=N(x'—x°)+cte ;
M, L, Q, N :ctes
C=‘de-—2a+#(x°—x‘) . asgeuﬂ(xo—x‘)—Zv . XO'kg=X.@&¢2€(Jﬂ+2l+2N){xo—xl)
et ’équation (1) s’écrit
2N<2M(x1 _ xO) + Q . N> = XgMZe(./ﬂ'FZ./V*-ZN)(xO—x‘)
Puisque # = 0, nous devons poser M = 0; il reste N(Q — L — N) = 0.
Or toutes les composantes non nulles du tenseur de courbure, savoir
Roz02> Ro2125 Rozoss Roasrs Raiars Ryzpo sont égales au signe prés
a e?’N(a; — ag — N).
Elles s’annulent donc; le champ gravitationnel disparait et I’espace-temps

() B. KucHowicz, Neutrinos in General Relativity: Four (?) levels of Approach,
GRG, t. 5, n° 2, 1974, p. 201-234.
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198 M. BRAY

est « plat ». Nous voyons donc que, dans les conditions considérées, les
équations d’Finstein et 1’équation de Dirac généralisée ne peuvent étre
satisfaites simultanément. Les solutions indiquées ne peuvent pas décrire
le champ du neutrino (méme si I’on admet qu’un tel champ peut corres-
pondre & un tenseur T,z nul).

III. LE SCHEMA MATIERE PURE RADIATION

On porte dans les équations d’Einstein le tenseur T,; = pU,Ug + ok, ky;
U“Ua= l,k“ka=0aveCU2=U3=k2=k3=0,A=0.
Le systéme est alors

Rgo = X<PU(Z) + ok —geh> 5 %o + Yoo + Yo =yy + Vi1 + V]

20 =200 + 25 — 111 — 21> 5 Rop = x{pUoU; + okok; ) ;
Ui -Ui=e" ; ki=kp
Nous étudierons d’abord les solutions indépendantes du temps en posant
Ug=¢e*ch¢ ; U =e*sh¢ ; ky= — k.

Les équations se réduisent aux suivantes

— 2y1y — 3y} 4 200y, = x{pUS + k3> 5 o+ 7y, +91=0
Xpeza = =2y + 2?%> 5 pPUU, + ckoky =0 s ki=—kg

Le choix k! = Ce™2%, C : cte — ko = — k; = C entraine k*V (k%) = 0.
Dans ce cas k, = V,(S) avec S = C(x° — x'); il en résulte Vi kg = 0.
D’autre part
20 = V,(k") = 2Ce™ 2%, — 0 # 0
et
k(,;ﬂ)k(“;ﬂ) = 2C28_4“'yf :
donc

~2
- =

k(a;p)k(a;ﬁ) —02=0

[\ T

La congruence des géodésiques nulles trajectoires de k est encore shear and
twist-free.

D’autre part C2o=pU,Uy,, on en tire e*=(y,; +7> —20,7,) /(311 +27%)
et I’on vérifie que 'unique équation de conservation

8,V — glpe™ "2 — pe™2%)) + 24/ — ga,(pe”**2%) = 0

est bien une conséquence des équations d’Einstein. Une des fonctions «, y
peut étre choisie arbitrairement sous réserve de satisfaire les conditions de
positivité p > 0, e2? >0, ¢ > 0.

Annales de Ulnstitut Henri Poincaré - Section A



ESPACES-TEMPS NON VIDES A METRIQUE DE TAUB 199

Prenons par exemple y,;, = — ny2, n : cte > 2; il vient

2 X . -2(n-1) "
et = (xl - a)"eZyo ; e = eml(x1 —a) » 5 a, b,y :ctes

2n — 2) —2pat oty
Xp:.(n—z_)e 2bx (xl _a) n2
n
o2 (n — D)(n —2) + 2bn*(x' — a)
n(n — 2)

La relation pU,U, = gk exige sh ¢ > 0==sh 2¢ > 0. e*? devant étre > 0,
la condition se réduit & y3 + 20,9, > 0, soit

' —a> ()

Avec b > 0, cette condition est suffisante. On trouve ensuite

_ =@n=Dn—2)% + 2bn*(x' — a)][2(n — 1)(n — 2)] + 4b°n*(x" — a)®
h 223 (x* — a)?[(n — 1)(n — 2) + 2bn?(x* — a)]

Xo
L’invariant
L apu
f = Z (R Au Raﬂuv)
e-—4~b.":l A_%(nz..n+1)< [(1 —_ n)(2 —n) + 2bn2A

n4 n

2
= ] +1+2(1—n)2>
met en évidence l’unique singularité essentielle x! = a (A = (x! — a)).
Quant & I’équation de Newing-Griffiths écrite dans la tétrade du para-
graphe II, elle fournit la relation y, = 0 évidemment a rejeter.
Construites 4 ’aide de techniques analogues les solutions de Ricci appa-
raissent aisément. Nous avons maintenant

e** = (= yo0 — 78 + 20670) /(oo + 2v3)
Exemple. — og =n — 950 + 72 = 0, d’ou

2 0 K 2
e Y — AZ : elaz — e2(nx +1) ; xp = e—ano(_)
A
avec
I1=0 ; L,n,K:ctes ; AE(KXO+L)
_ K (4n’A* - K?
8¢2n ( A3 )
L’unique condition restrictive est ¢ > 0. En prenant Kn > 0, K, L, x° > 0
on doit avoir 4n®A%? > K2, Cette condition sera toujours satisfaite si
4n’L? > K?2. Ici encore les équations de conservation sont identiquement

Xo

satisfaites en vertu des équations d’Einstein, la congruence k est shear and
twist-free et I’équation du neutrino y, = 0 ne peut étre satisfaite.

Vol. XXVII, n° 2-1977.



200 M. BRAY

Cherchons a présent quelques solutions mixtes en posant o, = p, = 0.
Comme précédemment U, = e* ch ¢, U, = e* sh ¢, k, = — k,. Nous
choisirons k, = C, ce qui entraine k”Vﬁ(k“) = 0. Les équations sont

2y0%; —K
Yoo+v6=K ; ay=K ; zpe¥*=2AK+y5) ; €= (—”"2 ! )
yo+K
20k =(K +72) sh 2¢ —2y4;.

K ne peut &tre positif (ceci entraine ¢ < 0 en vertu de ¢2* > 0). Prenons
K = — n?, il vient
e27 = 0082 ¥ ; e2¢ — e—(nx‘)2 +mx1i+1 5 oap= 2n2e(nx‘)2—mx1—l(tg2 Wy _ 1)

Y=nx"—a) ; a,n,ml:ctes

Yo = (v_o)z 20" - dai — 73
c 2(2yo%; + 1?)
Supposant y2 — n% > 0, on doit avoir 2y,2; + n* > 0 (¢*? > 0); il faut

en outre 2n> — 4a2 — Y2 > 0 (¢ > 0). Observant 1’équivalence des condi-
tions y3 > n? et tg> ¥ > 1 (p > 0), nous prendrons

puis

§<‘I’<g , 2y + 02> 0> (ntgP)2n*x' —m) +n* >0

Avec tg ¥ > 1, I’'inégalité sera satisfaite si elle I’est pour tg ¥ = 1, soit

n(2n®x' — m) + n® > 0.

Pour n > 0, il faut x! > (mz—z n) .
n-

Des conditions y2 > n® et 2n? — 442 — 2 > 0, on déduit n* — 4a? > 0,
soit
an*(x")? — dmn®x* + m* —n®> <0

d’ou le domaine de validité

Tew<l o, (m_n)<x1<(m—+Tn)
2n

4 2 2n? /
Notons la possibilité de traiter d’'une mani¢re analogue les hypothéses
4=y =0 ; ky=—ko=—-C.

IV. LE SCHEMA FLUIDE PARFAIT RADIATION

Dans les équations d’Einstein avec A = 0, nous écrivons
Taﬂ = (,D + p)UaUﬁ - pgaﬁ + akakﬁ

Annales de UlInstitut Henri Poincaré - Section A



ESPACES-TEMPS NON VIDES A METRIQUE DE TAUB 201

Comme dans III on suppose U, =U; =k, =k; =0; k; = — k,.
On tire du systéme les expressions
[ 1pe™ = —o0—Yoo—Vo+ar1+711+71 ;5 1pe* = —doo+ro0+35+011
2
—711— 371
€= —yo0—75+ 20670 —711 =1 + 2071 +2[ = Vo1 —7Vo¥1 + X1 Yo+ %711/
(—“00"‘7(2)"‘“11—7%)
' goki=(=aqgo+yi+0as;—2) sh 2 —2[— o1 — Vo1 + %170+ %oYs]
Toutes doivent étre positives.

Il est avantageux de choisir k, = C, ceci entraine k”Vﬁ(k“) =0.
Les solutions indépendantes de x° sont obtenues en posant

=% =0—> Ry =0

Exemple
Y= —mi n>1—>v=,1-,logA ; A=@x'-a) , a:ct
Soit

ay=mA , a= g(xl)2 — max' + cte.

On doit avoir
m*A2 —(n—1)>0 (p>0) ; mn* A2+ (n—-3)>0 (p>0)
o2 2mnA%+(n—1) 2mnA®? +n—1]*—[mn?A*—1
(mn%A*—1) 2nA’(2mnA? +n—1)
nétant > 1, m doit étre > 0; (p + p) > 0 — mn?A? > 1.

Physiquement p > p, soit n > 2. e?? est certainement > 0. Il reste donc

a assurer k2 > 0, condition satisfaite pour A2 < 1/m(n — 2). Nous avons
alors

2
>0 I >0 (ck2>0)

- 1
eZ'y:AZ/n : e2a=em[(xl)2 2ax!]+21 ; n>2 : m>0 : k1=—ko=—c

p= [mn2A2 —(n— 1)]e—m[(x‘)2—2ax1]—2! :

n*A?
o= [mn2A2+(n—3)]e—m[(xl)2—2ax11—zz
n’A?
2 _ 20m
o= [mnA (2+2n);|-n 2]£mnA (2—n)+n] . A?< 1
2n"A*(2mnA*+n—1) m(n—2)

Posant (n — 2) = £ > 0, on dispose & volonté de la limite supérieure
de x! définie par A% < 1/mé.

Finalement U, = e* ch ¢, U; = e* sh ¢.

Nous traiterons briévement les solutions de Ricci :
Yoo=ny5 ; n>0 ; oau=-mA ; m>0 ; A=(x"-—a)

Vol. XXVII, n° 2 -1977.



202 M. BRAY

En étudiant les conditions de positivité qui se réduisent ici 2 p > 0,
e** > 0, ok3 > 0, on voit que p est > p.

I suffit de prendre 2mnA* — (n + 1) > mn*A? + 1 pour assurer les
deux derniéres. Nécessairement n < 2, sinon A* < 0. Il vient par conséquent

e2'=A"2" : 2% = o~ m(x0)2 +2max®+21 s n<2 3 m>0 ; ko=—k,=c
252
p= [mn A —(n+1)]e,,,(x0)z_2,,mxo_2,
n*A?
242
o= [mn A +(n+3)]em(x°)2-2amx°—21
n*A?

2o RmnA* —(n+1))* — [mn®A% + 1]
x 22 A 2mnA? —(n+ 1))
Domaine de validité

2=9,1n2, ; 9D, A2>(n+21) 5 9, A2>M
mn mn(2 — n)
| P —ag [/ MP*A* £ 2[mnA? — (n + D? + 1
A = R Ra) = 7 < A >

—> singularité essentielle x° = a

Nous nous contenterons de mentionner quelques solutions mixtes en
omettant les calculs intermédiaires et la discussion des conditions de posi-
L, N _
tivité. Posons ay =0; 9, =0; y=——e™ ™, n>0; oy =m; N> 0;
n
t = x°, il vient

2y —-2—'Ne"'t 2a 2mx1
e =e n , e =e

XP=N€—M_2mxl[n—-Ne_m] ; xp:Ne_"“me‘[3Ne—nr_n]
K(KN—4m)+2e " (2m —KN)
2[Ke™ —1]

xclo=N ; n>N>0 ; m<0 ; K>1

KN(K —2)+4m(1—K)>0

. Lo 1 3N .

Domaine de validité ¢z < ﬁlog (7) Les hypothéses oy = o, y1%; # O,

Yoo = — mM*; vy = — n*y? avec 1 < 2m? < 4; n* — 3 > 0 permettent

d’obtenir des expressions telles que p > p pour toutes valeurs de x° et x!.
Posant en outre o;; = Ny3, nous avons

xpe®® = 2m* — y5 + (N + 1 =727 5 ype =3y5 + (N + n = 37

o2 — (A’y% + BﬁA_ 2”?071) . A=mP+1);

B=r*-1)-24 ; N =

Sz

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Section A



ESPACES-TEMPS NON VIDES A METRIQUE DE TAUB 203

A=m?+ 1)yl + (N —1)y?
[B> — (N — 1)’Iy] + 292V} A(B — (N — 1)) — 2477
2[Ayi + By — 24 y074]

xoks =

2 2
Si A est inférieur au plus petit des trois nombres (n 5 l) s ( 2n+ 2) ,
n

‘1—1( [A%(n* + 2)* + 8An?]Y2 — A(n®> +2)), on a B>0, (N —1) < B,
24?2 < A[B — (N — 1)].

Il suffit d’assurer 2477y, < Ay3 + By? pour avoir okZ > 0. Simulta-
nément e*® > 0, p est constamment positive. D’aprés p > 0, on ne peut
avoir #/'n? > (n*> — 1).

La condition s’écrit

2m?* — D(*)(x* — b)? > [2(1 — A) — 1)m*)(x° — a)?
Avec ok} > 0, soit
2/ m*n*(x° — a)(x' — b) < An*(x! — b)® + Bm*(x° — a)?
nous avons les inégalités qui limitent le domaine de validité de la solution
e2y — (XO _ a)Z/ml(xl _ b)2/n2 ; e2a = (xO _ a)2/m2(x1 _ b)—ZN/n"
Nous étudierons pour terminer ce paragraphe des solutions du type
=AY+l 5 y=A)+ WD 5 (=2 +x
I1 vient
xpeZa = — A" — Al2 + 2A";, ; XpeZa — 3[A/2 _ 2AI,;I] :
e2¢ = (Alz _ A")/(AIZ _ A” _ 2A’}7’)
~ AI;I
ko =2A% (1 — ——"—
XOKo Y < (A12 _ A/I)>

p > 0et p > 0demandent A” < 0. Dans ces conditions e2® est essentielle-
ment positive.

p>p—>0<(A?—2A'7) < —2A" < 4(A’* —2A"y")
N 12712 - -
oki>0—> Ay’ > ( ﬁ) doi A’y’>0. Donc (A>—A")>A"Y
Cette condition est certainement satisfaite puisque A’> — A” — 2A’§' > 0.
ok est donc positive
2Ar,;/(A12 _ AI/) _ 2A/2,):12

sh2¢ = =
(A/2 — A" — 2Al'y’)(A'2 _ A//)
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Nous avons
U, = CUA? — A) — AY] :
V(A — AV (A2 = A") — 247
PR SR I
V(A — AW (A — A" — 2Ay U° A - A - Ay

Avec 7' = n?, il faut A’> — 2n%A’ > 0; — 2A" > A’? — 2n?A’.
Si nous écrivons — 2A” = K[A’?2 — 2n2A’]; 1 < K < 4, nous parve-
nons a la solution

2,0 2(x1 — x0 2,0 x(x! — x0
ez)' —_ [eK’l x0 1]4/Ke2n (x1—-x0) ; e2a = [eKn x0 1]4/Ke2¢(x x0) ;

o arbitraire

V. LE SCHEMA ELECTROVAC

Le tenseur T,; a pour expression

1 v
Taﬂ = Zgaﬁ(vaFu ) - FapFﬁp

Il a pour composantes
Too=# ; Ty=—H ; Typ=e"""H =Ty ; Top= a#p
#=Z(TEKLFTNTY 5 Fo=X ; Fi=Y;
Fyo=F30=F;;=F;3, =0.

Au systéme d’Einstein s’ajoute celui de Maxwell V,,(F“”) = 0. Ce dernier
fournit deux relations

X=e2A , A:cte ; Y =e 2**2B° x')

Les équations d’Einstein (sans terme cosmologique) peuvent étre transcrites
sous la forme :

— Yoo — Vo + 2060 — V11 — V1 + 20,7, =0 )]
— oo — 2¥00 — 375 + a1y + 2y + 391 =0 (2)
— ago + Y8 + agy — y; = A% T + yBe ™ 3
— Yo1 — Yo¥1 + %10 + %Yy =0 ©)

Supposons &, = y, = 0, B = 0 (champ purement électrique). L’intégra-
tion du systéme conduit a la solution

2G_KM .
eV

AKM
; X=3—_A4/3 ; A=Mx'+N);

=%xA"K ; K, N :ctes

&2 = A3
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K < 0 exige M < 0, il faut a]orsx1<|%|siN>0.K>0etN>0

n’introduisent aucune restriction au domaine de variation de x!.
Si ’on prend l’intégrale premiére e?”2y,, sous la forme yA2Ke ™" + L,
2 z? UZ—EU Lx!
L : cte, on est conduit a I’équation (LU + §M) e =e
pour déterminer U = ¢.

Le cas magnétique pur (A = 0) se traite de maniére similaire. Avec
B = €2*~2'C, nous retrouvons le systéme précédent, la constante C pre-
nant la place de A.

Prenant B arbitrairement on a trois équations pour déterminer o et y.

Exemple. — o = ny. Le choix n = — 1 nous donne
2\
y=%log (C+3xYY+cte ; a=—y ; B=i(i) e’’y; ;3 C:cte

Lorsque les deux champs sont présents, on peut identifier les équations (1)
et (2) en posant @ + y = 0. Il vient

e2y = aZ(C + 3x1)2/3 ; eZa — e—2y ;o X = Aa—4(c + 3xl)—4/3
6 _ L A2\1/2
Y = (2_.a_.___x XA ) ; Aa,C:ctes ; 2a°—yA’>0

L’abandon de I’hypothése a + y = 0 raméne le probléme de I’intégration
de I’équation

2 M w xl
ELL +2M] 17 =Lz THF CE(U—I\IA) . U=e ; L, M :ctes
M(LU + M) >0

Nous postulerons maintenant la séparation des variables. On montre
qu’il ne peut exister dans ce cas aucune solution dépendant simultanément
de x° et x'. La recherche de solution de Ricci fait apparaitre I'intégrale
premiére e2* = Ke'y,, d’ott Ky, > 0. Nécessairement o, + Yo # 0, sinon
il y a incompatibilité avec I’équation (3). Nous avons ensuite

oo + 7o =Le™?" ; L, K : ctes
puis

dié(es”) =6Le’ + 6M ; M :cte.
X

Lacontrainte — M(LU + M) > Oentraine LM < Oet — LMU — M? > 0.

Par conséquent, il faut
2

= Y ———— —
U=se >(_ML)_n>0.
(3) donne, dans ces conditions
=6 = 2yA’K(LU + M)U~® 1BV’
SM(LU + M)U™° = 2y ( +M) + m
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En particulier, pour B = 0, — 8M = 2yA%K.
L’intégration se réduit a celle de I’équation
U M M?

VU =2U+M=( = -5 + 59—
( ) <L L2+L2(LU+M)

>dU=2dt i t=x°
M . ’ . . 0 .oz .
Posant V= |U — ) la relation définissant U en fonction de x” s’écrit

2 2
MEOM e

e [LV 4+ 2M] 17 = el?

Elle est formellement identique & celle obtenue dans I’étude des solutions
1
en x'.
e’ > n introduit une limite supérieure du temps. Pour AB # 0, il vient
xB? = — 2K(LU + M)*U~8[8M + 2yA*K]
soit la solution

4 _ 2 1/2
_ 2A£( LU+M) : Y BU _ [ 4K(4M +xA K)] _
X

X = =
2K(LU+M)
L’invariant 2 =%(R“‘WR¢MV) a pour expression (compte tenu des

cte

équations d’Einstein)

H = e A2 — dgok(yE — yD) + 2002 — 9D — 4l N )
avec

M= (_ Yoo — 'J’(z) + %gYo + “1')’1) ;0 N = (— Y11 — ?f + oy + O‘o')’o)

Pour les solutions en x!, o = 2e™**y ((y, + 20,)* + 622 ). La forme
correspondant aux solutions de Ricci se déduit de la précédente en rem-
plagant I'indice 1 par 0. Ces formules mettent en évidence les singularités
essentielles du champ gravitationnel.

( Manuscrit regu le 19 janvier 1977).
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