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Prolongement des structures spinorielles

Iulian POPOVICI et Adriana TURTOI

Inst. Henri 

Vol. XX, n° 1, 1974,

Section A :

Physique théorique.

SOMMAIRE. Dans le paragraphe 1 nous présentons certains résultats
sur la classification des graduations maximales normées, en améliorant
le théorème central de [l4].
Le but du paragraphe 2 est de montrer que le revêtement Pin Q -+ O(Q) [2]

est induit, dans un sous-espace convenable, par la représentation adjointe
d’un groupe unitaire qui contient Pin Q. On considère seulement le cas
où la forme quadratique Q est donnée dans un espace vectoriel de dimen-
sion paire. Les graduations maximales normées jouent un rôle auxiliaire,
mais elles donnent à l’exposé un caractère plus systématique.
Dans le paragraphe 3 nous introduisons la notion de structure spino-

rielle généralisée, qui s’obtient naturellement, en considérant la repré-
sentation adjointe d’un groupe unitaire arbitraire au lieu de Pin Q -+ O(Q).
On associe à chaque structure spinorielle [7], [9] sur une variété pseudo-
riemannienne de dimension paire une structure spinorielle généralisée,
construite à l’aide d’une métrique de type sasakien.
Nous indiquons aussi le prolongement d’une structure à l’autre des

spin-tenseurs et des connexions spinorielles et nous établissons quelques
propriétés de permutation.

1. PROPRIÉTÉS DE BASE
DES GRADUATIONS MAXIMALES NORMÉES

Nous appelons algèbre sur le corps commutatif K une algèbre associa-
tive à unité 1, de dimension finie sur K. Le corps K est identifié à K. 1.

Soient G un groupe abélien fini, { eQ une base de l’algèbre A sur K
et 8: G x G -+ K. Si la structure de A est donnée par

Annales de l’Institut Hertri Poirtcaré - Section A - Vol. XX, n° 1 - 1974. ,



22 IULIAN POPOVICI ET ADRIANA TURTOI

le triplet ~ = (G, { ea }, 8) est une maximale (ou une gradua-
tion maximale) de A. Il résulte tout de suite que G) et 1 sont coli-
néaires et nous supposons toujours eo = 1.
La relation = implique e(a, - a) = D( - a, a). La gra-

duation maximale ~ est normée si nous avons pour a, b arbitraires de G :

Pour une telle graduation

quel que soit a E G.
Soit ~ l’ensemble des G-graduations maximales de A. Chaque système

k = { ka }a~G de scalaires non nuls (ko = 1) définit un opérateur k de n
par :

Soit .A’ l’ensemble des G’-graduations maximales de A (G’ isomorphe
à G). Chaque isomorphisme h: G’ -+ G définit un opérateur 11: ~i -+ ~’
par :

Soient ~ == (G, { ea }, e) et ~ = (G’, { ~}, B’) deux graduations maxi-
males de A resp. A’. Si G = G’ et B = 8’, alors % et ~" sont isomorphes.
S’il existe un opérateur h 03BF k tel que h 03BF k(G) et G’ sont isomorphes, alors
~ et ~’ sont équivalentes (~ ’" ~’). Si nous avons encore ka = ± 
(cas est appelé opérateur de alors ~ et ~’ sont

~-équivalentes (G~ ~ G’). Si G ~ G’, les algèbres A et A’ sont isomorphes.
On montre facilement que ~ (resp. ~ ) est une relation d’équivalence

dans l’ensemble des graduations maximales (resp. des graduations maxi-
males normées) des algcbres sur un corps commutatif. Supposant ~ ~ ~
il résulte que est normée si et seulement si f’d est normée.

Soit ~ = 0J une graduation maximale de l’algèbre A;
sur K(i = 1, 2). Alors Al ~KA2 est munie de la graduation maximale
(le produit tensoriel de G1 et de 

où

Notons par ~~ la puissance tensorielle d’ordre r de la graduation maxi-
male ~. Si  1 et ~2 sont normées, alors ~1 (8) ~2 est normée.

Soient Zn un groupe cyclique de période n, Zn le produit direct de r
exemplaires de Z" et un système de générateurs de Zn. Les éléments
de Zn sont de la forme

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



23PROLONGEMENT DES STRUCTURES SPINORIELLES

Considérons un espace vectoriel An de dimension n2 sur un corps commu-
tatif K qui contient une racine primitive úJ d’ordre n de l’unité. En choi-
sissant une base {ua}a~Z2n de An et en introduisant le produit

An devient une algèbre qui est simple et qui est munie d’une Z2n-graduation
maximale. D’ailleurs, An est une exemple d’algèbre de Clifford géné-
ralisée [IO], [77], [13].

D’autre part soient Mn(K) l’algèbre des matrices carrées d’ordre n sur K
et les matrices el, e2 E d’éléments

qui vérifient les conditions

Alors les matrices

vérifien t la relation

et l’application ua -~ eQ définit un isomorphisme entre An et Mn(K), car
An est simple. Dans ce qui suit, l’algèbre An sera identifiée à 
sera la base de An et les ei = =1,2) seront appelés les générateurs
de On montre facilement que ~n ne dépend pas, à une équivalence
près, de et 0153.

nous considérons l’opérateur k correspondant aux
scalaires E définis plus loin. Quand n est impaire, nous prenons :

Quand n est paire, nous associons à chaque a E Zn la composante supplé-
mentaire a3 donnée par al + a2 + a3 _ 0 (mod n) et nous prenons :

Nous avons dans les deux cas :

Il en résulte de (!’), (3’) et (6) que la Zn-graduation maximale ~ = 
est normée et les coefficients ~a de (2’) sont égaux à 1.
Nous considérons aussi, pour n paire et 03B6~ K, les opérateurs k’ et k"

correspondants respectivement aux scalaires

et les graduations maximales normées de Mn(K)

Vol. XX, n° 1 - 1974.



24 IULIAN POPOVICI ET ADRIANA TURTOI

Les coefficients Ea sont pour ~n :

est la base de ~(0 ~ m ~ 3), les éléments fl = = f«2 (appe-
lés les générateurs de j2/~) vérifient les conditions :

et nous avons :

Les graduations maximales normées Amn ne dépendent pas, à une ~-équi-
valence près, de f2, 0153 et ~.
Nous allons montrer les relations :

En effet, considérant l’automorphisme h de Zn suivant :

nous trouvons en vertu de (4") et de (5’) :

Mais, si fl et f2 sont les générateurs de A3n, alors f1 et 03B6f1f2 sont, à un iso-
morphisme près, les générateurs de j~; donc ~ ~~. La relation

:f ~n résulte à l’aide de l’automorphisme

Soient { resp. ..., e4 la base et les générateurs de ~ (*).
Le groupe de graduation Z4n est engendré par les éléments 03B1i pour lesquels
e~ = = 1, ... , 4). En considérant l’automorphisme h de Z~ suivant :

la relation

implique :

(*) Si nous considérons la graduation maximale normée G = Am1n1 p ... Qx Amrnr (0  mk  3)
et si C’2k- b ezk sont les générateurs de alors

1 = 1(k 11 ~ e2k- 1 ~ lIr k] e2k -_ 1[k 11 O e2k OO ltr k&#x3E;&#x3E;
où k = l, ..., r sont appelés les générateurs de ~.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



25PROLONGEMENT DES STRUCTURES SPINORIELLES

OÙ :

Donc ~ Q ~n %.~ ~n (8) ~, parce que fl, ... , f4 sont les générateurs
de ~ p ~° et nous obtenons, en vertu de (8), la relation (8’).

Il est connu que tout groupe abélien G" â n éléments (n &#x3E; 1 ) admet une
représentation de la forme :

où

Les nombres q~ et r sont des invariants de G". L’algèbre 
admet la Gn x G"-graduation maximale

Deux graduations maximales ( 10) sont équivalentes si et seulement si leurs
groupes de graduation sont isomorphes.

L’algèbre E K) admet la G" x G"-graduation maximale normée

Nous supposons qu’on a dans (9) et (9’)

et que la suite q 1, ?2. ’...~ contient t = termes distincts

Si sj termes sont égaux à = l, ... , t), nous pouvons écrire :

L’invariant t(Gn) est nul si et seulement si n est impaire.
L’algèbre paire, 03B6 ~ K) admet aussi la Gn x Gn-graduation

maximale normée

Donc les relations (10’), ( 11 ), (11’) associent à chaque groupe Gn les gra-
duations maximales normées ~, 0 ~ ~ t(Gn). Deux graduations ~~
et Gj’n sont ~-équivalentes si et seulement si leurs groupes de graduation
sont isomorphes et j = j’ [14].
Vol. XX, n° 1 - 1974.
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THÉORÈME 1. - Soit  ’ une G-graduation maximale normée de l’algèbre
simple A sur le corps commutatif. Si K est de caractéristique zéro et contient
les racines de toute équation binôme sur K, alors

Démonstration. Nous avons A ~ Mn(K), G ~ Gn x Gm ~ ~ ~ n d’après
le corollaire 2 de [l5]. Alors ~ ~ ~, en répétant la démonstration du
théorème 10 de [14]. Q. E. D.

Soient un corps commutatif K, dont la caractéristique n’est pas un divi-
seur de l’entier n &#x3E; 1 et la forme bilinéaire symétrique non dégénérée
dans Mn(K)

Nous associons à chaque base { de Mn(K) les matrices

Alors nous avons, quelle que soit la base {Ea} de M"(K) :

où E~a et EJa sont les éléments de la ligne i et de la colonne j des
matrices Ea resp. Ea, ou

En effet, la relation ( 13), qui est invariante relativement au groupe

GL(M"(K)), peut être vérifiée sans difficulté dans la base canonique
de Mn(K).

Si est la base d’une graduation maximale normée de Mn(K), la
relation ( 12) devient d’après ( 1 ) et (2’) :

et par suite tr Ea = 0(a ~ 0), en vertu de ( 13). Donc { Ea ~a ~ o est une base
du sous-espace M"(K)’ des matrices de trace nulle de Mn(K).

2. COMPARAISON DES REPRÉSENTATIONS ADJOINTES
DES GROUPES ET DES REVÊTEMENTS Pin Q -+- O(Q)

Chaque paire (n, p) d’entiers (0  p  [n/2]) définit une anti-involu-
tion X -+- X + de l’algèbre Mn(C) (C étant le corps complexe) par :

où X* est l’adjointe " de " X.
Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



27PROLONGEMENT DES STRUCTURES SPINORIELLES

Nous considérons les espaces vectoriels réels

et les groupes de Lie réels

L’espace J(n, p) est muni d’une structure naturelle d’algèbre de Jor-
dan réelle. Nous avons U(n, 0) = 0) = SUn. Si n est impaire,

La forme bilinéaire ( 12) définit deux formes quadratiques réelles non dégé-
nérées Qp et Qp dans J(n, p) resp. J(n, p)’ et Qp=Q (B q(q: x -~ x2, XE R),
relation qui correspond à la décomposition J(n, p) = J(n, p)’ ae R.l. La
signature de Qp est égale à (n - 2p)2 - 1. Les formes Qo et QÓ sont défi-
nies positives. ,

Soient ~,(X) l’automorphisme intérieur de M"(C) qui correspond à
et ~, la représentation de SL(n, C) définie par X -~ ~(X).

On établit facilement que est le groupe des automorphismes
de Mn(C). On montre aussi que J(n, p) est invariant par ~,(X) si et seulement
si X E U(n, p). Ce résultat nous suggère de considérer les représentations pp
et pp de U(n, p), induites par ~, dans J(n, p) resp. J(n, p)’. Les noyaux de ~,, pp
et pp sont identiques au groupe multiplicatif des racines d’ordre n de l’unité.
Nous avons pP = 03C1’p (B 1, où 1 : X ~ lm p p étant équivalente à la repré-
sentation adjointe de U(n, p). D’autre part,

En choisissant une base { de J(n, p/, l’isomorphisme d03C1’p est donné
par (*) :

Les relations ( 13’) et ( 15), ainsi que la relation évidente tr = ~
nous donnent les expressions de dpp et de à savoir :

où les Ea sont obtenus de {Ea} à l’aide de la forme quadratique Qp.
THÉORÈME 2. - Toute graduation maximale normée G = (G, { o)

de M"tC) a un isomorphisme prés, les conditions :

(*) Si L est un groupe de Lie, notons par L’ son algèbre de Lie.

Vol. XX, n° 1 - 1974.
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où les Ga sont donnés par (2’). L’entier p = p(G) de ( 14) est uniquement déter-
miné par G, a savoir, si G ~ Gjn, alors p = n/2 pour j ~ 0 et n - 2p est le
nombre des éléments de période 2 (y compris zéro) de Gn pour j = 0.

Démonstration. Nous remarquons d’abord que chaque opérateur de
8-équivalence, ainsi que le produit tensoriel, conserve les relations ( 1 b)
et il suffit de considérer les ~° (n impair) et ~ _ ~°, ~ _ ~n
(n pair). 

‘

Si G = A0n alors Ea = kae1a1e2a2 où ka vérifient (6) et les ei sont donnés
par (4). D’autre part on montre facilement que

où le symbole « -E- » signifie l’adjonction relativement à la forme hermi-

tienne dont la réduction diagonale est de matrice Hp où n - 2p
~~

est le nombre des éléments de période 2 de Zn.
on montre que ses générateurs fI - fi - e2 sont auto-

adjoints relativement à la forme hermitienne I-kIk+1, dont la réduc-

tion diagonale est de matrice Hp où p = -. Pour établir la deuxième rela-
tion ( 16) on utilise aussi (6) et (7). Q. E. D.

Remarque 1. - On a U(~,~/2) ~ Uo(n, n/2) pour n paire. En effet, si

{ est la base de ~, alors Eâ = - 1 a = - (Xi ).
Remarque 2. Les deux conditions ( 16) sont identiques si et seulement

si ~ ~ 

Remarque 3. (G, { EQ }, 6) est une graduation maximale nor-
mée de Mn(C), 1 ) sont respectivement
des bases pour l’espace J(n, p)’ et pour l’algèbre de Lie unitaire U(,p/
avec p = p(~). Nous considérons la relation totale d’ordre  dans G et
nous notons G’={~eG:~~ 2014 ~,~AO}. Alors

sont respectivement des bases pour les espaces et SU~ (*).
Soient un espace vectoriel réel V de dimension 2r(r &#x3E; 1), une forme

(*) Ce résultat est établi dans [16] pour SU3, utilisant la base de la graduation maxi-
male d 3.

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A
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quadratique non dégénérée Q dans V et la représentation suivante de GL(V)
où de O(Q) dans A V :

Nous considérons l’ensemble 0394 des suites (il, ..., is) avec

supposons que A contient aussi 0 E A chaque base { e~ ~ de V correspond
la base A ... A 6~ } de A V, avec (ii, ..., fj e A et eo = 1, dans laquelle
la matrice ,u(A) est :

ce qui nous donne, en prenant pour A l’identité de GL(V), la relation bien
connue :

Tout système de générateurs al, ... , a2r de Z~ définit une bijection

Supposons que dans un repère orthonormé ..., 

Alors nous avons dans l’algèbre de Clifford réelle C(Q) :

Le repère orthonormé considéré définit la base { ~ }~~ de C(Q), où

Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels A V -~ C(Q) tel que

pour tout repère orthonormé de V. La représentation  de O(Q) sera
identifiée à la représentation induite par ~c dans C(Q), à l’aide de cet iso-
morphisme.
Notons par fl, ..., /2r et les générateurs, respectivement la base

de ~21 @ ... @ 0 ~ 3 et considérons les générateurs x, de Z~
définis par /;.==~-= l, ... , 2r).

Vol. XX, n° 1 - 1974.
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Soient ho l’automorphisme suivant de 

et la graduation maximale normée de 

Les éléments ~~ == appelés les générateurs vérifient en vertu
de (4") et de (5’) les relations .

PROPOSITION 1. - Les entiers ml, ..., mr de ( 19’) peuvent être choisis
de manière l~s relations ( 19") deviennent ( 18’) et ( 18"). Nous avons

selon que m = 2r ou m  2r.

Démonstration. Supposons d’abord que dans (18") m = 2s, 0  s  r.
Alors nous prenons dans ( 19’) ~ ==...== ~ = 0, ms+ 1 = ... - mr = 3.
Donc, si s = r, alors si s  r, alors ~o ~ ~2 8) (~o)~r- i
en vertu de (8) et de (8’). Supposant m = 2s + l, 0~5r, nous prenons

et

Remarque 4. Nous pouvons supposer toujours, en vertu de la propo-
sition 1, que les générateurs ei de G0 définissent un repère orthonormé rela-
tivement à la forme quadratique ( 18). Il en résulte du théorème 2 que la

base { vérifie les relations (16), et nous avons p(~o) = ou p(~o) = 0
selon que m  2r ou m = 2r. Donc { est aussi une base de J(2r, 
(voir la remarque 3).

Utilisant aussi la relation ( 18’) nous trouvons :

Par suite nous pouvons transférer la représentation  dans J(2r, p)
avec p = p(~o) de manière que

et nous considérons la représentation //, induite " par /l dans J(2r, p)’.

Annales , de l’Institut Henri Poincaré - Section A



31PROLONGEMENT DES STRUCTURES SPINORIELLES

Nous associons à chaque A E O(Q) le repère orthonormé (les ~~
étant précisés dans la remarque 4) et les éléments ... e~s E J(2r, p).
L’algèbre M2r(C) étant simple, l’application Ea  E~ est un automor-
phisme d’algèbre ; donc il existe X E U(2r, p) tel que pp(X) = parce que

E~ = d’après (20"). Soient Sm le sous-groupe de U(2r, p) donné
par et 6,~ la représentation de Sm qui associe à chaque
X E pp l’élément A. Il résulte que 6m est un revêtement d’ordre 2r
de O(Q) et

Donc pP induit dans V la représentation ffm. Nous pouvons dire que p p
est, pour p = p(~o), un prolongement de la représentation Toutes les

représentations 0 ~ m  2r, sont prolongées par le même = 2r-1)
et 03C32r est prolongée par pô (voir la proposition 1 ).

PROPOSITION 2. Soit G0 ta graduation de la proposition l, dont les géné-
rateurs vérifient, a un isomorphisme prés, les conditions ei. Alors:

1 ° Sm est t’ensemble des éléments X E SL(2r, C) pour lesquels XeiX-1= Aei
oû A E O(Q);

2° la représentation 6m est donnée par o-m(X) = A ;
3° les groupes Sm, S2r-m sont isomorphes et tes représentations 6m, 

sont équivalentes.
Démonstration. - Les propriétés 1 ° et 2° sont immédiates. Pour établir

la propriété 3°, nous prenons m  2r et notons par ~ô la graduation de
la proposition l, qui correspond à l’entier 2r - m, ayant les générateurs

Nous avons en vertu du théorème 2 : e’+i = e’i ou e’*i = et selon que m ~ 0
ou m = 0. D’autre part il faut considérer pour l’entier 2r - m la forme
quadratique Q’(x) = - dans v’"=1 V, parce que et

sont définis à l’aide de ~o Les groupes O(Q) et O(Q’) étant identifiés,
nous obtenons pour X arbitraire de Sm :

Remarque 5. - Les groupes So, S2r coïncident et yo = 62r, donc 
peut être prolongée par p~ avec p = 0 ou p = 2’~. En effet, nous avons
pour m = 0, en vertu de (16), et nous pouvons prendre Y = 1.

Les relations ( 15), (15’) et la proposition 2 impliquent

Nous associons à chaque X E S~ la matrice Y = + 2(2 - r)X qui

3



32 IULIAN POPOVICI ET ADRIANA TURTOI

vérifie, en vertu de ( 18’) et de (22), les conditions Yej = = 1, ... , 2r).
Donc Y est central et le calcul de tr Y conduit à Y = 0, c’est-à-dire

Il en résulte de (22) et de (23) la relation bien connue

Les relations (22), (22’), (22") et (23) sont invariantes relativement au
groupe GL(V). Une comparaison avec ( 15’), ( 15") nous montre que les
expressions de 1 et de d6m 1 sont respectivement analogues.
Il y a la même analogie en ce qui concerne les relations (13’) pour X E U(n, p)’
et (23).
Dans la théorie des spineurs on construit un revêtement (p, Pin Q)

d’ordre 2 de O(Q) [1], [2]. Il en résulte de (22’) et de (22") que p et sont

localement équivalentes, mais nous pouvons préciser cette propriété de
la manière suivante :

PROPOSITION 3. - Le grou pe Pin Q est isomorphe pour la forme quadra-
tique ( 18) â un sous-groupe de Sm. Si cet isomorphisme correspond à

Pin Q ~ Sm, alors :

Démonstration. Nous avons C(Q) c d’après la remarque 4.
Nous pouvons supposer encore qu’il existe un repère orthonormé ~ e~ ~
de V tel que det ei = 1. Mais, en vertu de la proposition 2, cette propriété
reste valable pour tout repère orthonormé de V, car 6m est un revêtement
de O(Q). Soit maintenant x~V tel que Q(x) = ± 1. Alors det x = 1,
parce que x peut être toujours englobé dans un repère orthonormé de V.

D’autre part,

Alors la proposition 2 implique p(X) _ ( -1 1)~JX). Si nous désignons par sk
la symétrie dans V qui correspond au vecteur xk, alors

ce qui nous montre que det 6m(X) _ ( - Q. E. D.

3. STRUCTURES SPINORIELLES GÉNÉRALISÉES
ET LEUR CONSTRUCTION

Soit P = P(M, G) un fibré principal, supposé différentiable, dont la

projection est 7c. Si nous attachons à chaque homéomorphisme local

Annales de l’Institut Henri Poincaré - Section A



33PROLONGEMENT DES STRUCTURES SPINORIELLES

Ua x G -+ de P la section locale = e)(x E iden-
tité de G) et si nous désignons par (u, a) -+ ua l’action (à droite) de G sur P,
les fonctions de transition Ua n Ua -+ G sont définies par 
A chaque famille d’applications f03B1 : Ua -+ G correspond le système
d’homéomorphismes locaux

dont les sections locales attachées sont Z(1 = 
Soit f : Pi 1 -i P, Pi 1 = P1(M, un homomorphisme de fibrés prin-

cipaux [5] qui se projette sur l’application identique de M et qui correspond
à l’homomorphisme g : G. Les sections z« et z~ attachées aux homéo-
morphismes locaux de P resp. Pi et les fonctions de transition correspon-
dantes vérifient, à une transformation (24) près, les relations

Inversement, si la deuxième condition 24’ est vraie, l’application

définit un homomorphisme unique f : Pl -+ P.

Désignant par l’ensemble des connexions sur P, toute connexion
est caractérisée par sa forme de connexion OJ ou par la famille

de 1-formes = 03C9 03BF dza. Alors, l’homomorphisme f ci-dessus induit

l’application f * : ~(P 1 ) -+ ~(P) par :

où cc~’, cc~ = f *cc~’ sont les 1-formes des connexions resp. f* r’
et wa sont les 1-formes locales correspondantes. Les deux conditions (24")
sont équivalentes en vertu de (24’).

DÉFINITION 1. Soient M une variété pseudo-riemannienne de dimen-
sion 2r et de signature 2(m - r) avec r &#x3E; l, 0  m  2r et P(M,O(Q»)
le fibré principal des repères orthonormés de M, où Q est la forme quadra-
tique ( 18). Selon Lichnerowicz [7], une structure spinorielle sur M est un
homomorphisme de fibrés principaux f : E(M, Sm) -+ P(M,O(Q») qui se
projette sur l’application identique de M et qui correspond à la représen-
tation ~m : Sm -+ O(Q) (voir le paragraphe 2).

Il résulte que f est un revêtement d’ordre 2r de M, parce que, dans le
cas général lui-même, l’action du groupe structural sur l’espace total est

libre.
Dans [2], [3] et [4] il y a des conditions d’existence des structures spi-

norielles, définies en prenant la représentation p : Pin Q -+ O(Q) au lieu
de A toute structure spinorielle, d’après [2], sur M orientée correspond
une structure spinorielle au sens de la définition 1 (voir la proposition 3).
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DÉFINITION 2. - Soit M une variété pseudo-riemannienne de dimen-
sion n2 - 1 et de signature (n - 2p)2 - 1 avec n &#x3E; 1, 0 ~ p ~ [n/2], telle
que le fibré principal des repères orthonormés de M admet une réduction P
au groupe p) = p)) c (voir le paragraphe 2). Une
structure spinorielle généralisée sur M est un homomorphisme de fibres
principaux / : E(M, U(n, p)) ~ P(M, L(n, p)) qui se projette sur l’appli-
cation identique de M et qui correspond à la représentation

S’il existe une graduation maximale normée G de Mn(C) telle que p = p(G)
(voir le théorème 2), on dit que la structure spinorielle généralisée f est
a ttachée à ~.

Il résulte que f est un revêtement d’ordre n de M.
L’expression de structure spinorielle généralisée est justifiée par le

THÉORÈME 3. Nous pouvons associer à chaque variété pseudo-rieman-
nienne M de dimension 2r et de signature 2(m - r), r &#x3E; 1, 0 ~ m  2r, une

surjection de variété différentiables ’Tt : M’ ~ M avec les trois conditions

suivantes:

10 M’est pseudo-riemannienne de dimension n2 - 1 et de signature
(n - 2p)2 - 1 avec n = 2r et p = 2r-1 ou p = 0 selon que m  2r ou m = 2r;

2° à chaque structure spinorielte f : ~ -+ P sur M correspond une struc-
ture spinorielte généralisée f’ : ~’ -+ P’ sur M’ (E’ réductible à Sm) de
manière que:

s03B103B2, t03B103B2, s’03B103B2, t’03B103B2 étant les fonctions de transition de E, P, E’, P’ respectivement ;
3° f 

’ 
est attachée à ta graduation maximale normée G0 de ta proposi-

tion 1 (*).
Démonstration. A chaque forme bilinéaire B dans un espace vectoriel

q-dimensionnel V sur K correspond une forme bilinéaire unique Bk
dans Qk V telle que:

quels que " soient x 1, ...,x~ yi, ... , Yk E V. Supposant que 
" le corps K est

de " caractéristique " zéro, notons par k la restriction de 1 k! k à k V. Si B
est symétrique " et non dégénérée, Bk et k en sont aussi. Nous avons

(*) On n’impose aucune ’ condition sur la topologie de la variété 
’ de base M.
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pour toute base { el, ..., ~ } de V. Si e~) = nous obtenons en
vertu de ( 17’) et de ( 17") : _

Nous associons à chaque point x~M l’espace Fx = E9 où
k=2

Tx = Tx(M) est l’espace tangent à M en x. La métrique g de M induit dans
2r

chaque espace Fx la forme bilinéaire g’ = E9 gk. Soient M’ le fibré vec-
k=2

toriel sur M dont les points sont les paires (x, y) avec x E M, y E Fx et
7T : M~ -~ M la projection naturelle (x, y) ~ x.

La connexion riemannienne de M associe à chaque point u E M’ l’espace
horizontal Hu tel que Tu(M’) = Vu, où Vu = T u(F x) est l’espace
vertical en u avec x = 7r(M). Soient h l’isomorphisme qui associe à chaque
vecteur X E Tx(M) le vecteur hX E Hu issu au-dessus de X et v la transla-
tion F’x ~ Vu-
La variété M’ est munie de la métrique sasakienne

un recouvrement ouvert de M, chaque voisinage Ua étant
muni d’un champ {03B8i} de repère orthonormé relativement à g. Consi-
dérons sur Va = les champs 0) suivants :

qui vérifient, d’après (26) et (27), la relation

où = sont donnés par ( 18").
Si nous comparons ( 12") et (28’) nous voyons, en vertu de la proposition 1

et des relations (20), (20’), que la métrique G est de la même signature que
Qp, p = p(~o). Donc p = où p = 0 selon que m  2r ou m = 2r et
la propriété 1 ° est établie.

Considérons maintenant sur et les champs de repères 8~
et !~, analogues à Bt resp. ~~. Alors

et ~ sont les fonctions de transition des fibres des repères ortho-
normés sur M resp. M’et on tire la deuxième relation (25). Par suite le
fibre principal des repères orthonormés sur M’admet une réduction P’
à L(2r, p(~o)) dont les fonctions de transition sont f~.

D’autre part, la première relation (25) définit les fonctions de transi-
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tion ~ d’un fibre principal ~’ de base M’et de groupe structural U(2r, p(~o)),
où s«~ sont les fonctions de transition de E. L’existence de l’homomor-
phisme / : E --+ P implique t«~ = 6m ~ donc = pp o en vertu

de (21 ) et de (25). Q. E. D.

Remarque 6. - Si m  2r la variété M’est de signature - 1. Si la variété M
est riemannienne, M’est soit riemannienne, soit de signature - 1, selon
que nous considérons la métrique g ou la métrique - g (voir la proposi-
tion 2).
On introduit sans difficulté, pour chaque structure spinorielle géné-

ralisée f " : E" -~ P"(M", L(n, p)), les notions usuelles de la géométrie
spinorielle. Par exemple un spineur contravariant (resp. covariant) de M"
sera une section dans le fibre vectoriel E associé à E" et qui corresponde
à l’action naturelle de U(n, p) sur C" (resp. une section dans le fibre dual E*).
Une connexion spinorielle de M" sera une connexion et f "*

est une bijection ~(E~) --+ car pp est un isomorphisme local.
Remarque 7. La connexion riemannienne s’obtient, pour toute struc-

ture spinorielle habituelle, d’une connexion spinorielle, propriété, qui
n’est pas vraie pour les structures spinorielles généralisées. En effet, nous
ne pouvons toujours représenter la connexion riemannienne de M"

par f "* r avec 
On introduit facilement la dérivé spinorielle d’un spin-tenseur ~p

à l’aide de r E ~(E"), dont la forme de connexion est Si, par exemple,
~p est en même temps un spineur contravariant et un champ de covecteurs,
nous avons, d’après ( 15’) et (24"), relativement au champ de repères ortho-

a
normés 2014 :

asa

où { est une base orthonormée de J(n, p)’ relativement à Qp. Les Ea
définissent le spin-tenseur fondamental de M", ayant la dérivée spinorielle
nulle.
Le champ de Dirac est donnée par :

Supposant que E" admet une réduction à Uo(n, p), nous définissons
l’adjonction de Dirac, qui associe à chaque spineur contravariant ~p le

spineur covariant A~p = où Hp est donné par ( 14) et * indique
l’adjonction vectorielle.

Considérant les structures spinorielles f : X -~ P et f’ : E’ --~ P’ du

théorème 3, nous posons /’ == /".
Nous introduisons d’abord deux applications ~(Z) -~ et

CC(P)  Si est définie par les 1-formes locales 
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alors 03C010393 est définie par les 1-formes locales o d03C0 où 03C0 est la projec-
tion M’ -+ M. Si LB. E est définie par les 1-formes locales alors 

est définie par les !-formes locales Nous obtenons le dia-

gramme commutatif.

Nous voulons maintenant prolonger les spin-tenseurs de M à M’. Si cp
est un spineur de M nous considérons le spineur q~p = cp o ?r de M’. Si X

est un champ de vecteurs (resp. de covecteurs) sur M, nous considérons
le champ de vecteurs qX = /ï(X o (resp. de covecteurs qX = h’(X ~ ?r))
sur M’ où h est définie dans la démonstration du théorème 3 et h’ est le
dual de Nous avons, relativement ou champ de repères B~ et La de (28) :

Nous définissons l’opérateur de prolongement q d’un spin-tenseur arbi-
traire par la condition de permutation au produit tensoriel. Nous avons :

quels que " soient le spin-tenseur qJ et le champ 0 de " vecteurs X sur M. Les
deux opérateurs V correspondent aux connexions r E ~(E) resp. 

PROPOSITION 4. Soit un champ de Dirac 03C8 associé à la structure spino-
rielle f : 03A3 -+ , savoir

oû cl, ...,~2r sont les générateurs de ta graduation ( 19’) et V correspond
à r e l(03A3). Si, dans (30), tes E" sont donnés par (20), (20’) et V correspond
~ 7~1~ ~~ est un champ de Dirac sur M’.

Démonstration. 2014 Nous reprenons la construction de la variété M’

indiquée dans la démonstration du théorème 3. Soient (xl, ..., x2r) un
système de coordonnées dans M et (y°) les composantes du vecteur y e F~

dans la base induite par 2014:. Alors est un système de coordonnéesp 
~xt 

t ~ y ) Y

dans M’ et l’opérateur t; (voir la démonstration du théorème 3) est de la
forme (~) ~ (0, ya).

D’autre part, étant donné un repère orthonormée { 03B8i} en x e M, nous
pouvons choisir un système géodésique de coordonnées (xl, ..., x2r) en x

relativement à la connexion riemannienne de M tel que 2014: - o. alors
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h : (X‘) ~ (X‘, 0) pour tout point u = (x, y) E M’et le repère (28) pris
dans le point u est de la forme

Par suite

Remarque 8. Le spin-tenseur fondamental EQ de M’ n’est pas le pro-
longement par q du spin-tenseur fondamental e‘ de M.

Supposant que E admet une réduction de groupe structural

on introduit l’opérateur d’adjonction A pour f ainsi que pour /’ et on
obtient la propriété de permutation A o q = q ~ A.
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