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Vol. XIV. n° 1. 1971, p. 57-67. Physique théorique.

Contribution a I’étude de la diffusion
par un potentiel central
dans la théorie de I’électron de Dirac. III

par

Marie-Claire BARTHELEMY (*)

SoMMAIRE. — Cet article constitue la troisiéme partie d’un travail d’en-
semble consacré a I'étude de la diffusion par un potentiel central dans la
théorie de I’électron de Dirac.

Le comportement des déphasages est examiné quand la valeur propre x
réelle croit indéfiniment. Une application est faite au cas du potentiel de
type exponentiel V(r) = r"e™*, avec o > 0, m étant un entier positif ou
nul.

Une propriété du carré du module de (kr)*krh, (kr) est étudiée en appen-
dice.

ABSTRACT. — This is the third part of a general study of potential
scattering in the Dirac electron theory.

In this article, we investigate the asymptotic behavior of phase shifts
when the real eigenvalue x increases indefinitely:

An explicit expression is given for a potential of exponential type
V(r) = r"e”*, with « > 0 and m a non-negative integer.

In the appendix, we give a property of the square of the modulus c.
(kry*krhy (kr).

Nous poursuivons ici une étude de la diffusion par un potentiel central
dans la théorie de I'électron de Dirac en conservant les notations et défi-
nitions introduites dans la premiére et dans la deuxiéme partie [I] [2].

(*) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Poitiers et Laboratoire
de Physique Théorique associé au C. N. R. S., Institut Henri Poincaré.
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Cette troisiéme partie sera plus spécialement consacrée a ’examen de
certaines propriétés asymptotiques des déphasages, comme fonction de
la variable x.

V. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES DEPHASAGES

Dans ce paragraphe, nous reprenons en les explicitant et en les complé-
tant, les résultats que nous avons donnés dans une Note récente [3].
Le dephasage n,(k) est donné par:
g _ 1K) _ (R’
(k) | he(k) 12
ou h,(k) est la fonction analogue a la fonction de Jost [4].
En rejetant le signe — par la convention 5(k) = 0 dans le cas de la parti-
cule libre, on prendra:
hy(k) Im h,(k)

em= T~ donc sin (k)= .
| (k) | 8 [ holK) |

"Ny (K,
Rappelons que hy(k) = [;2:2_7(1)2

la solution du systéme radial de Dirac, irréguliére a ’origine.
Hxk, r) = Im h,(k, r) vérifie I’équation intégrale :

} , (voir (IV-1 de [2]), h,(k, r) étant
r=0

(V-1) Hok, 1) = A3k, 1) — JwK(k; r, V(O H x(k, $)de
avec ! ’ P
0 — _LI*__ RO
’}fx(k’ r) - k E + # Rx(ks r)a

K(ki 7€) = 15 [RSMK, A2, &) — Wk, PRk, &),

krjx—l(kr)
Rk, r) = k , WOk, r) = k*
m krj, (kr) krhy (kr)

krhy_ (kr)

Résolvons (V-1) par les approximations successives :

s

Holk, r) =Z%;"’(k, r),

n=0
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avec:

H Ok, 1) = — JIK(k; r, V(AL Dk, &)de.
(V-2) H Pk, r) = ——l(—— [K*RO(k, r)A(k, r) — h2(k, r)B(k, r)],
E+u

Ak, 1) = jwk—lx h3'(k, OVIORR(K, E)dE,

B(k, r) = j Ry (k, &)V(ERR(K, E)dC.
Ces deux expressions se majorent en valeur absolue respectivement par :

=k, OVIORR(K, &) |d

d(k)=fw !

k)(

Bk) = J | RS (k, V(ORx(k, &) | dE.
0

On obtient, en raisonnant par récurrence, la majoration :

+ul (1=K

0 n)
B e, D)+ —— d(k) Z! h(k, r)l}

En explicitant j(kr) en fonction de J,. (kr) et en utilisant | J3(2)) <1
et |J(z)J_.(z)| €1 on obtient quel que soit x:

N k
(v-3) Z| #90 r)|<lEk l{ LE) k) | ROk, 1) |
n=2

o€

Bk)y<m r| V(r)|dr,
0

et

(k) < 21| E| rrw(r) | dr.
0

Ceci montre que (k) et #(k) convergent uniformément par rapport
a . On peut donc chercher les limites de (k) et (k) quand » — + oc.
En utilisant les formules de Debye [5], on trouve que /(k) et #(k) tendent
vers zéro quand x — + oC.
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Par ailleurs, étudions Z| hP(k, r)| quand » - + oc.
n=1
Pour cela, considérons:

Ho(k, 1) = hy(k, r)

k*krhy (kr)
Cette expression vérifie I’équation intégrale :
(V-4) Hy(k, r) = Hy(k, r) — J R(k; r, V(O H(k, O)dE,

avec

Rk; 1, &) = [k, NH'(k, &) — HR(k, R (k, ENK(kEhs (hE))

h(k
Hg(k9 r) = —L:r')_a
1krh (kr)
Rk, r)
Bk 1) = — L
< 1) = e (e

En remarquant que

| (krykrhy (kr) |2 =ZC§"(’<’)Z"
n=0

avec
« (20— )2 — 2n)

TR — )P

(cf. [5), p. 75), on obtient:

(kr)*~ Ykrhy_ (kr) |? < 2
(krY*krhy (kr) e
qui reste inférieur a 1 quand x - + oo.
On en déduit :
E —
(V-5) |H2<k,r)|<|' R

Pour obtenir une majoration de K(k; r, &), nous allons considérer
I’équation, en I'absence de potentiel, obtenue a partir de 1’équation radiale
de Dirac par la transformation ¥ = ®/k*krhy (kr).

La seconde composante de ¥ vérifie pour ¢ > r > 0:

d¥,(r) (1)“[(1@“)” ’hi(kf)]z d¥,(&)
ar— \¢) |k hgkn ] aE
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ce qui donne, en utilisant:
i

Ec’;,(kaz"
| ke (O P _ =2 <5)

V-9 Gy Thi )P~ & <\
& (kry?"
n=0
d¥v
(V-7) |'Pz<r)|<|wz<¢>|+c‘ 20))

d¢

Pour la premiére composante de ¥, en intégrant :

v (2/ khe 1(k")>\}, E ”
1(r) = r T Thokn) 1(r) = [E — pu]¥,(r)

comme si ¥,(r) était connu, on obtient:

(V-8) ¥,(r)

61

2x kEY*kEhy (k& ktYkth
| ey - [ - " g |

= (krykrhy (kr) gax
En utilisant (V-6), (V-7), (V-8) ainsi que:

| (kr)*™ Ykrhy_ y(kr) | < 1
| (kr)krhg(kr)| | kr|

et
E+u

RY(K, &)| = | —— |,

Rl O = | iznz ko2
on obtient :

|E — u|r(l +1kE) 1+ k|2

V-9 Kk < .
V9 IRknOI< ' 1+ | kE| |E + ¢

s

Résolvons (V-4) par les approximations successives H,(k, r) = ZH‘,;"(k, r)

n=0
avec pour n = 2:

HY(k, 1) = — Jxﬁ(k; r, OVIOHS ™ D(k, de.
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En utilisant (V-5) et (V-9), on obtient :

2, eten<(mgerem) o[ (maerm)| 1
L 1—d—a(a+k|b)) 0|~ \1—d—a(a+]|k|b) 1

avec

s

a=r|V<c>|dc, b=r5iV(é)ld6, c=F¢2|V(5)|d¢
0 0 0

et
d=Q2b+|klc)sup (|(E — ul, |E + pul).

Chaque intégrale, aussi bien que la série elle-méme, converge unifor-
mément par rapport a x, pourvu que V(r) vérifie les conditions d’intégra-
bilité

J‘ E"|V(E)|déE <0 avec n=0,1et?2
(o)

Nous pouvons donc prendre la limite de chaque terme sous le signe
d’intégration, ainsi que la limite de la série. En utilisant les formules de
Debye [5], on trouve que:

0

i HO(k. ) = HO% 4xE — 2u OCV J
Mmoo ) Bk ) = Hdk, 1) 55— | VIOdE,
n=1
et:
= 4. E — 2 «©
(V-10) lim Zh‘;"(k, r) = ha(k, r) Tﬂz—lﬁ V(E)dE.
x— o} %% — R

n=1

En utilisant (V-2), (V-3) et (V-10) on obtient le comportement de J#,(k)
r*#,(k, r)]
2 — D], _p

quand x — + oc, H#y(k) étant donné par #,(k)=Im h,g(k):[

k
lim A k) = — i B(k, 0)h(k).

x—+ o

Le premier terme négligé est inférieur a:

k 4xE — 2u x x
_t Oy AL — 2B . e rren | e
’E+ﬂ’33(k)hx (k) o — [JO IV(C)Idf+J;C|V(C)|dC]

Par ailleurs hy(k) === h2(k).
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Nous obtenons finalement le comportement du déphasage quand
x > + oC:

. . k *
"LII_P:’c Sin ﬂx(k) = — E—-H; J; Rgr(k, r)V(r)RS(/\, r)dr,

ce qui s’écrit en explicitant RI(k, r):

(V-11) Xler sin #,(k)

k * X 2
- TEix J vie ke + (5 e o

Les bornes utilisées ont été obtenues pour x entier, mais la démonstra-
tion reste valable si I'on prend x réel (non demi-entier) compte tenu du
résultat suivant établi en appendice:

Pour N < x < N + 1, N entier,

| (krNkrhy (kr) |2 < | (kr)krhyg (kr) |2 < | (kr)N* kb, ((kr) |2

Le calcul de sin #,(k) peut étre effectué complétement pour un potentiel
de type exponentiel V(r) = r"e™*, avec o > 0, m étant un entier positif

ou nul.
Nous pouvons évaluer :

o k o
1= j Vi(r)(kr, (kr)?dr = f-j e N2 (kr)dr.
0

m o 2
En utilisant les résultats de A. H. Van Tuyl [6], nous obtenons:

1) pour m impair: m = 2r — lavecr=1,2,3, ...

1
or-1 L r r<r+5> o2 \"[ o2 ot w2 o2
R Yuh S G e R )
k3" n <1 ) 2k2) [ k* 4k 2k
I'N-+n

2

ou Qf(z) est la fonction de Legendre associée de seconde espéce.
Par ailleurs, le comportement asymptotique [7], pour de grandes valeurs
de x, de Q,*"(z) est donné par:

. "M"’"(;):(zz e - @y DTN
i r(z + ;>

2

F1 ) 1 3 o —z4 (-
X 5—}-]-}-]1,5—1—)1,54—/{.—2(:—2??'

w

ANN. INST. POINCARE, A-XIV-]
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Ceci nous conduit a la limite:

1
. or—1 - r l"<r+§> a2 \"[ a2 ot J@rt2attis
LR ()C—>(i> [+ i)
0 INN=+n

1
. LAY
i(r+ r+n—3% +
X e n)n( )‘r n 2e(x «})u’

3
I

2
2
avec
a2 & o2\d
2) Pour m pair: m = 2r,avecr=0,1, 2, ...

3
r I —
or—1 ("+2> AN a_2+ ot —(r+n+1)/2Qr+’HLl o? o)
k2r+2 F( +3> 2k2 kZ 4k4 x 2k2
n=0 n =
2

Le comportement asymptotique pour de grandes valeurs de x de la
fonction de Legendre associée de seconde espéce Q% '"*!(z) est donné
par:

I, =—a

m

_5. -
Q;+"+l(z) _ ei1r+n+1)n<_125> (22 _ 1)—%[2 — (22 — 1)%]x+a‘

T(¢+r+n+2) ( 3
X ——————F| r+n+ 3 Tron-

3

Finalement :

‘ q2r- 1 n r<r + 5) a2\ o2 ot |2r+2n+3)4
Jm 1, = - K22 s ANE] + Kt
r( +

3
. T
i(r+n+1 rtn+i (x+4
X e (r+n )"(——) »" ze z)u’

13, crHE@-n
PR e BT N
2°2 22— 1)t

2
u étant défini en (V-12).
En reportant ces résultats dans I’expression du déphasage (V-11), nous
obtenons:



POTENTIEL CENTRAL DANS LA THEORIE DE L’ELECTRON DE DIRAC 65

1) pour m impair :

1
r r r + —
) . k (m\f2r—! r ( 2)
vy i smni=- g (5 5 ) (7) r(_—l)
k

n+ —

a?\"
- 6;(r+ n)m
()
2

aZ CZ4 —(2r+2n+1)/4 2
X|— 4+ — x—1 ’+""l‘€("“%)"+ _ -.""’l":L (x+ %)u
e e [t Sy A |

2) pour m pair :

(V-14) xlnpw sin #,.(k)

3
) r T =
: <n> z E (r+2>
== \z ]2
E-f—;l 2 k2r+2 < 3)
I'ln+

aZ aZ a4 —(2r+2n+3)/4
(2—k—>Tk— * m]
n=0

2
% é.,i(r+n+l)1z[(x _ ])r+n+%e(x—5—)u +< k xr+n+3’ve(x+—})u
. E — U 5

u étant défini en (V-12).

Nous retrouvons ici en faisant m = 0 I'exemple donné dans [3].

A laide des expressions (V-13) et (V-14), nous voyons bien que le dépha-
sage 7, tend vers zéro quand x — + oC.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude 2 M. G. PETIAU, Directeur
de Recherches au C. N. R. S., pour ses constants encouragements.
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APPENDICE

Considérons le cas ou x est réel quelconque positif.
n
| hrPkrhi k) 12 = = (k)P HZL (k) 2.

Posons kr = x. Ceci s’écrit :
n
| (krYkrhyg (kr)|? = 5 [ x***HZ! (x) |

1

Posons v = »x + 5

On cherche la croissance d’une telle fonction par rapport a » donc par rapport a v. Pour
¢
cela, cherchons les zéros de la fonction (_}—lx"H‘\?’(x) |2. 11 nous faut donc chercher les
v
¢ ¢

é
zéros de la fonction E—[x"H‘\.z’(x)] et de — [x"H{"(x)].
Sy v

Les variables v et x étant réelles, en utilisant les représentations asymptotiques des
fonctions H{?(x) et ;:—:;H“.z’(x) pour v trés différent de x d’une part et pour des valeurs
de v et x sensiblement proches d’autre part, on montre en suivant la méthode de Emde [8]
employée par J. P. Callonnec [9] que g[x"H‘f’(x)] n’a pas de zéro pour v > 5.

-

¢ 0
On voit donc que — | x*H'?(x)|? n’a pas de zéros dans le plan v. Donc . | x*H?(x) |2
cVv v
est de signe constant pour v réel positif.
é
Pour obtenir ce signe, nous examinerons — | x"H{?(x)|?> quand v tend vers I'infini.
cv

Soit v » x, H{?(x) admet la forme asymptotique suivante :

1(2)% e~ ¥(théo—¢&o)

@)~ ol
B0~ o wth o

ou &, est défini par:
"

Ch ¢ = ~.
x
Or
é 2\ * pl¥t log x+2o) —x Sho) 1 Ché,
— I x"HP(x) | ~ <—) —-——-—————{Log X+ & — = = }
év n (x Sh &,)* 2 xSh? &,

qui est positif quand v - + oc.
Autrement dit, | x*H{?(x)[? est une fonction croissante de v.
Nous pouvons donc écrire que pour x réel quelconque, N < x < N + 1, N étant entier:

| (kr)Nkrhg (kr) |2 < | (krYkrhg(kr)|? < | (ke)N* Ykrhg . (kr) |2



POTENTIEL CENTRAL DANS LA THEORIE DE L’ELECTRON DE DIRAC 67

BIBLIOGRAPHIE

[1] M. C. BARTHELEMY, Ann. Inst. Henri Poincaré, t. 6. n° 4, 1967. p. 365-393.

[2] M. C. BARTHELEMY, Ann. Inst. Henri Poincaré. t. 7, n° 2, 1967, p. 115-148.

[31 M. C. BARTHELEMY, C. R. Acad. Sci. (Paris), t. 268, 1969, p. 521.

[4] R. JosT, Helvetica Physica Acta, t. 20, 1947, p. 256.

[51 G. PeTIAU, La théorie des Fonctions de Bessel, C. N. R. S., 1955.

[6] A. H. VAN TuyL, Mathematics of Comnutation, t. 18, n° 87, 1964, p. 424.

[7) Handbook of Math. Funct, Nat. Bureau of Standards. p. 336. G. N. WaATsoN. Trans.
Cambridge Phil. Soc., t. 22, 1918, p. 277.

[8] F. EMDE, Passintegrale fiir Zylinderfunktionen von komplexem index. Z. 4. M. M.,

Bd 19, Nr 2, avril 1939, p. 101.
[9] J. P. CALLONNEC, C. R. A4cad. Sci. (Paris), t. 269, 1969, p. 94, et communication privée.

( Manuscrit re¢u le 24 juin 1970).



