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Contribution à l’étude de la diffusion

par un potentiel central
dans la théorie de l’électron de Dirac. III

Marie-Claire BARTHÉLEMY

Ann. Inst. Henri Poincaré.

Vol. XIV. n° 1. 1971, p. 57-67.

Section A :

Physique théorique.

SOMMAIRE. - Cet article constitue la troisieme partie d’un travail d’en-
semble consacre a I’etude de la diffusion par un potentiel central dans la
théorie de 1’electron de Dirac.

Le comportement des dephasages est examine quand la valeur propre z
reelle croit indefiniment. Une application est faite au cas du potentiel de
type exponentiel V(r) = avec a &#x3E; 0, m etant un entier positif ou
nul.

Une propriete du carre du module de est etudiee en appen-
dice.

ABSTRACT. - This is the third part of a general study of potential
scattering in the Dirac electron theory.

In this article, we investigate the asymptotic behavior of phase shifts
when the real eigenvalue % increases indennitely.
An explicit expression is given for a potential of exDonential type

V(r) = with a &#x3E; 0 and m a non-negative integer.
In the appendix, we give a property of the square of the modulus ~

Nous poursuivons ici une etude de la diffusion par un potentiel central
dans la theorie de 1’electron de Dirac en conservant les notations et défi-

nitions introduites dans la premiere et dans la deuxieme partie [1] [2].

(*) Departement de Mathematiques, Faculté des Sciences de Poitiers et Laboratoire
de Physique Theorique associe au C. N. R. S., Institut Henri Poincare



58 M.-C. BARTHELEMY

Cette troisieme partie sera plus specialement consacree a l’examen de
certaines proprietes asymptotiques des dephasages, comme fonction de
la variable z.

V. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE .
DES DEPHASAGES

Dans ce paragraphe, nous reprenons en les explicitant et en les comple-
tant, les resultats que nous avons donnes dans une Note recente [3].

Le dephasage YJx(k) est donne par :

ou hx(k) est la fonction analogue a la fonction de Jost [4].
En rejetant le signe - par la convention = 0 dans le cas de la parti-

cule libre, on prendra :

Rappelons que = (voir (IV-1 de [2]), r) étant
_(2;-- l)!!_,=o

la solution du système radial de Dirac, irrégulière à l’origine.
r) = 1m r) vérifie l’équation intégrale:

avec :

Résolvons (V-l) par les approximations successives :
TT
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avec :

On a :

avec :

Ces deux expressions se majorent en valeur absolue respectivement par :

On obtient, en raisonnant par recurrence, la majoration :

En explicitant jx(kr) en fonction de et en utilisant 1

et J~,(z)J _,.(z) ~  1 on obtient quel que soit ~:

et

Ceci montre que d(k) et convergent uniformement par rapport
a r. On peut donc chercher les limites de et éI(k) quand z - + oc.
En utilisant les formules de Debye [5], on trouve que et tendent

vers zero + oc.



60 M.-C. bARTHÉLEMY

x

Par ailleurs, dtudions 03A3 h(n)x(k, r) | quand x ~ + oc.
n=l 1

Pour cela, considerons:
A 

Cette expression vérifie 1’equation integrale :

avec :

En remarquant que

avec

qui reste inferieur a 1 quand z - +00.
On en deduit :

Pour obtenir une majoration de K(k; r, ~), nous allons considerer

1’equation, en l’absence de potentiel, obtenue a partir de 1’equation radiale
de Dirac par la transformation 03A8 =
La seconde composante de BII vérifie pour ~ &#x3E; r &#x3E; 0 :
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ce qui donne, en utilisant :

Pour la premiere composante de ’P, en integrant :

comme si ’P 2(r) était connu, on obtient :

En utilisant (V-6), (V-7), (V-8) ainsi que :

et

on obtient :

x.

Reso!vons(V-4) par les approximations successives Hx(k, r) = r)
n=o

avec pour n &#x3E; 2 :
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En utilisant (V-5) et (V-9), on obtient :

avec

et

Chaque integrale, aussi bien que la serie elle-même, converge unifor-
mement par rapport pourvu que V(r) verifie les conditions d’integra-
bilite

Nous pouvons donc prendre la limite de chaque terme sous le signe
d’integration, ainsi que la limite de la serie. En utilisant les formules de
Debye [5], on trouve que :

et :

En utilisant (V-2), (V-3) et (V-10) on obtient Ie comportement de /x(k)

r)]quand ;.( -+ + ~, /x(k) étant donné par /x(k) = 1m = 

(2;.( - l)! ! r=o

Le premier terme neglige est inferieur à :

Par ailleurs h)«k) ~~+~ 
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Nous obtenons finalement le comportement du dephasage quand

ce qui s’ecrit en explicitant r) :

Les bornes utilisees ont ete obtenues pour x entier, mais la demonstra-
tion reste valable si l’on prend x réel (non demi-entier) compte tenu du
resultat suivant etabli en appendice :

Le calcul de sin 1Jx(k) peut etre effectue completement pour un potentiel
de type exponentiel V(r) = rme-ar, avec a &#x3E; 0, m etant un entier positif
ou nul.

Nous pouvons evaluer :

En utilisant les résultats de A. H. Van Tuyl [6], nous obtenons :

1 ) pour nn im pair : m = 2r - 1 avec r = 1, 2, 3, ...

ou est la fonction de Legendre associee de seconde espece.
Par ailleurs, le comportement asymptotique [7]. pour de grandes valeurs

de est donne par :

ANN. INST. POINCARÉ. A-Xli"-1 I 5
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Ceci nous conduit a la limite :

avec

Le comportement asymptotique pour de grandes valeurs de x de la
fonction de Legendre associee de seconde espece Q,+n+1(z) ’est donne
par :

Finalement :

1I etant défini en (V-12).
En reportant ces resultats dans l’expression du dephasage (V-II), nous

obtenons :
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1) pour m impair :

2) pour m pair :

u etant defini en (V-12).
Nous retrouvons ici en faisant m = 0 l’exemple donne dans [3].
A l’aide des expressions (V-13) et (V-14), nous voyons bien que Ie depha-

sage 1Jx tend vers zero + oc.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude a M. G. PETIAU, Directeur
de Recherches au C. N. R. S., pour ses constants encouragements.
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APPENDICE

Considerons le cas ou x est reel quelconque positif.

Posons kr = a. Ceci s’ecrit :

2 
-

1
Posons v = x + - .

2

On cherche la croissance d’une telle fonction par rapport a x donc par rapport a v. Pour

cela, cherchons les zeros de la fonction 2014) (2. II nous faut donc chercher les

zeros de la fonction ~ ~[xvH(2)v(x)] et de cl’ cv

Les variables v et x etant réelles, en utilisant les representations asymptotiques des
~

fonctions H~2)(X) et 2014 H~.2)(x) pour B’ tres difl’erent de x d’une part et pour des valeurs
(T

de v et x sensiblement proches d’autre part, on montre en suivant la methode de Emde [8]

employee par J. P. Callonnec [9] que ~ ~[xvH(2)n(x)] n’a pas de zero pour v &#x3E; 5.
cr

., 

~
On voit donc 12 n’a pas de zeros dans Ie plan v. Donc 2014) x°H~y ~(x) ~2

cv c’v
est de signe constant pour v reel positif.

c~
Pour obtenir ce signe, nous examinerons quand v tend vers l’infini.

cv

Soit r x&#x3E; x, admet la forme asymptotique suivante :

ou Ço est defini par :

Or

qui est positif quand v - + oc.

Autrement dit, I xB’H~?)(x) f 2 est une fonction croissante de a.

Nous pouvons donc ecrire que pour x reel quelconque, etant entier :
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