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p. 1

Sur le problème du mouvement
des deux ou des trois corps en relativité générale

Luis MAS

Ann. Irtst. Henri Poincaré,

Vol. Vil, n° 1, 1967,

Section A:-:

Physique théorique.

SOMMAIRE. - Dans une première partie nous étudions le problème des
deux corps, à partir des équations aux variations des équations d’Einstein;
pour cela nous supposons qu’un des deux corps a une masse inférieure d’un
ordre de grandeur à l’autre. La variation est calculée à partir de la métrique
de Schwarzschild. Pour la plupart des calculs nous admettons la symétrie
sphérique. La deuxième partie est une étude de la formulation canonique
des équations du mouvement en Relativité Générale, pour le problème des
deux ou trois corps. Nous partons des lagrangiens déjà trouvés. Nous uti-
lisons le formalisme de la méthode de variation des constantes pour calculer

l’avance et le retard de passage au périhélie dans le cas des deux

corps.

SUMMARY. - In the first part of this work the two-body problem is treated
starting from the variational equations of Einstein’s equations, and in order
to do so it is supposed that one of the two bodies has ani nferior mass of an
order depending on the other mass.
The variation is calculated from the Schwarzschild metric. On the whole

we restrict our calculations to the spherically symmetric case.
The second part considers the canonical formulation, in the general

relativity, of the equations of motion corresponding to two or three bodies.
Starting from the already found Lagrangians and applying the method of
constants variation, the advance and the retardation of the perihelion are
calculated in the case of two bodies.
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INTRODUCTION

Le problème du mouvement dans la théorie de la Relativité Générale est
déterminé par le fait, établi par Einstein et Grommer (1927), de ce qu’on
doit obtenir les équations du mouvement, c’est-à-dire le principe géodésique,
en même temps que la métrique du système tensorielle :

c’est-à-dire que l’un dépend de l’autre.
Cette circonstance fait que le problème, théoriquement soit simple et

bien posé, mais dans un cas particulier quelconque les difficultés sont

très importantes comme c’est bien connu dans les problèmes où les équations
du mouvement déterminent le champ et réciproquement. C’est pour cette
raison qu’on n’a pas obtenu, jusqu’à maintenant, une solution exacte du
problème des deux corps ou plus en Relativité Générale. Des solutions
approchées ont été données que nous pouvons distinguer de cette façon :

a) Celles qui considèrent les corps comme singularités du champ, c’est-
à-dire, qui ne tiennent pas compte du second membre des équations I, et se
situent toujours dans un cas extérieur. Méthode suivie notamment par
Einstein, Infeld, Hoffmann [4].

b) Celles qui contrairement emploient le tenseur impulsion-énergie et
étudient la métrique intérieure des corps. Cette méthode a été initiée par
Fock [5].

L’objet de la première partie de cette thèse est une étude du mouvement
qui pourrait se classer dans le groupe b mais quelque peu modifié. Dans les
méthodes b les calculs prennent comme paramètre de développement v2/c~,
et les approximations on les fait toujours autour de l’espace plat; on emploie
les coordonnées cartésiennes pour l’espace plat de base et après on introduit
une condition dans les coordonnées, par exemple celle d’harmonicité [8]
ou d’autres semblables [9].
Ce que je me propose est de faire les approximations autour de l’espace

de Schwarzschild, en utilisant les coordonnées polaires habituelles mais en
introduisant l’hypothèse de prendre le nouveau champ comme une varia-
tion de celui de Schwarzschild, c’est-à-dire que nous pourrons obtenir la
différence entre les deux métriques à partir des équations aux variations
des équations d’Einstein I. Cette différence nous supposerons aussi qu’est
développable en fonction du paramètre v2/c2 et en plus qu’elle satisfait
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une condition de coordonnées semblable à la condition d’harmoni-

cité.

Quand nous employons la métrique de Schwarzschild nous avons au
centre des coordonnées le corps qui en est la cause; tenant compte des
difficultés pour étudier les variations de ce corps nous le supposerons tou-

jours fixe et les variations produites ailleurs, obtenant ainsi quand nous
calculons le mouvement d’un petit corps cause de la variation, le mouve-
ment relatif au corps central.

Les équations du mouvement nous les obtenons en utilisant la condition
V xù(Tcxfj) = 0, en forme intégrals, dans le champ de Schwarzschild plus
variation. La comparaison des résultats en première approximation avec
ceux de la Mécanique Classique, fixe la constante de la métrique de Schwarz-
schild.

Nous utilisons la notion de masse introduite par F. Hennequin [6],
c’est-à-dire : m = pM~c, où p correspond à l’espace avec la variation.
Une fois que nous avons obtenu les équations du mouvement, pour la

comparaison des résultats avec les autres déjà obtenus, nous calculons le
lagrangien duquel nous pouvons dériver les équations ; ce lagrangien nous
pouvons aussi l’obtenir directement de la métrique. A ce point nous intro-
duirons la condition de symétrie sphérique pour le corps qui produit la
variation et en plus nous prendrons aussi l’équation d’état du fluide

~/p = m~-1U° conditions qui simplifient le calcul et sont aussi nécessaires
pour la dite comparaison, surtout avec les travaux du groupe a, lesquels
sont obligés de prendre la symétrie sphérique, circonstance qui est à la base
de la différence des méthodes a et b.

La seconde partie de ma thèse étudie le problème d’application à un cas
pratique, jusqu’à présent toujours astronomique, des résultats obtenus sur
les équations du mouvement du problème des deux corps. Nous utilisons
la méthode de variation des constantes sous la forme développée par
Chazy [12].
D’une part nous avons les lagrangiens des méthodes a et b, qui sont

identiques sous les conditions de simplification citées pour les b et d’autre
part le lagrangien obtenu par nous, et qui est naturellement plus simple.
Le premier pas est obtenir de ces lagrangiens les hamiltoniens avec lesquels
et la méthode de variation des constantes nous obtenons l’avance du péri-
hélie et le retard de passage au périhélie, quantités les plus significatives
pour préciser la perturbation introduite.
Le dernier chapitre de cette partie étudie le problème des trois corps, à

partir du lagrangien donné par Infeld-Plebansky [13]; nous nous limi-
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tons à obtenir le formalisme hamiltonien à cause de la complication des
calculs, étudiant avec un peu plus de détail le problème restreint des trois
corps, c’est-à-dire en supposant que deux corps suivent une trajectoire
circulaire autour de son centre de masse et le troisième qui est dans le même
plan a une masse beaucoup plus petite que les autres.

NOTATIONS ET SYMBOLES

+ - - - : signature de la métrique,
ex, fi, y, ... et tout indice grec = 0, 1, 2, 3,
i, j, k, ... et tout indice latin == 1, 2, 3,
r, p, 6 coordonnées polaires habituelles,
... *

r, p, 0, vi, va, vs dérivées par rapport au temps,
’V / dt différentiation covariante,
K constante de la métrique de Schwarzschild,
ôa dérivée partielle ordinaire,
V i dérivée partielle covariante,
c vitesse de la lumière dans le vide.

Les nombres entre crochets et italiques renvoient à la bibliographie.
Les nombres entre parenthèses normaux renvoient aux formules pré-

cédentes.

Une lettre avec un trait dessus sera la variation de la quantité déterminée
par la lettre.

PREMIÈRE PARTIE

ÉTUDE DU PROBLÈME DES DEUX CORPS
A PARTIR DE LA VARIATION

DE LA MÉTRIQUE DE SCHWARZSCHILD

I. - Rappels.

Le problème des équations aux variations a été premièrement étudié en
Mécanique Céleste, en vue de trouver la vraie forme du mouvement à par-
tir d’un mouvement voisin périodique beaucoup plus facile à détermi-

ner [12] [16], mais qui correspond à certaines conditions initiales, qui ne
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sont pas celles du problème réel. Le point de départ est le suivant, soit :

un système de deux équations différentielles. Si x(t) et y(t) est une solution
déterminée de ce système, nous faisons le changement de variables :

et alors le système reste de la forme :

et si la solution x(t), y(t) est proche de celle qu’on cherche, on peut prendre
le principe de ne pas tenir compte des termes avec a,2, ~2, ..., en face des
termes avec ce et ~3, et alors on reste avec les équations linéaires :

qu’on définit comme les équations aux variations associées au système (1);
plus précisément équations de la première variation; si nous prenons aussi
les termes avec «2, p2, on dit équations de la deuxième variation.
Toutes ces considérations peuvent s’étendre à un système quelconque

d’équations différentielles même si les inconnues dépendent de plusieurs
variables, en prenant comme point de départ le changement de variables (2)
et utilisant le principe cité, qui fait que les équations à résoudre (3) soient
toujours linéaires, d’où sa simplicité.

II. - Équations aux variations de la relativité générale.

Les équations qui nous intéressent sont les équations de la Relativité
Générale, dans le cas intérieur et en supposant que nous avons un fluide
parfait :

La base de la Relativité Générale est une variété différentiable V, avec
une structure de différentiabilité CI, C4, par morceaux. La métrique doit
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être riemannienne et du type hyperbolique normal; nous la prendrons avec
un carré positif et trois négatifs.
Dans les équations (4) est en relation avec le tenseur de Ricci, Raa :

c’est-à-dire que les inconnues sont d’une part et p densité de masse,

p densité de pression, u« vecteur quadrivitesse unitaire, d’autre part.
En supposant qu’elles sont connues sous certaines conditions initiales,

nous allons calculer une première variation de cette solution. Nous appelle-
rons maintenant les inconnues du problème :

où le symbole Õ, que nous utiliserons par la suite, indique la variation de la
quantité qui suit entre parenthèse.
Dans les limites de la première variation nous pouvons monter et baisser

les indices tensoriels avec l’aide du tenseur métrique de base A partir de,

on trouve, en prenant les variations :

Calculons maintenant la variation des deux membres de l’équation (4).
Quant aux coefficients de la connexion riemannienne associée à on

peut mettre sa variation en forme tensorielle, ce qui est remarquable si

nous notons qu’ils ne sont pas des tenseurs [2] [8] :

A partir de ces formules on déduit la variation du tenseur de Riemann :

et par contraction et utilisant l’identité de Ricci, nous pouvons obtenir la
variation du tenseur de Ricci :
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où nous utilisons les notations :

L’expression de la variation du tenseur de Ricci peut se simplifier en uti-
lisant la définition introduite par A. Lichnerowicz de l’opérateur laplacien
généralisé [8] :

On obtient alors,

A partir de cette formule nous pouvons obtenir la variation du tenseur Sap,
qui est celle que nous cherchons. De,

par variation et tenant compte de (10) nous obtenons :

et en contractant :

et comme :

nous obtenons pour la variation du premier membre des équations (4) :

Voyons maintenant le deuxième membre; pour le Ta, nous avons dit

que nous prendrions un fluide parfait, c’est-à-dire que le tenseur Ta3 est
tel qu’il a : un vecteur propre uoe, qui est réel et orienté dans le temps, la
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valeur propre duquel est la densité de masse du fluide que nous supposerons
toujours positive; et les autres trois valeurs propres identiques. Nous sup-
poserons UX unitaire et l’interpréterons comme le vecteur quadrivitesse du
schéma. Nous avons donc :

L’équation variée associée est :

et une formule analogue pour,

III. - Cas particulier à résoudre.

Pour nous le problème est de trouver une métrique qui correspond au cas
physique d’un corps central de masse M, et un deuxième corps de masse m
beaucoup plus petite (m  M) mais non négligeable, à partir de la solution
d’un seul corps, laquelle dans le cas de symétrie sphérique que nous suppo-
serons, à une métrique bien connue, solution de (4), et que nous prendrons
comme métrique de base pour un calcul aux variations, plus précisément pour
le calcul de la première variation.
Les équations à résoudre sont,

avec les développements (11) et ( 13).
Maintenant nous allons introduire des simplifications qui sont dues au

cas particulier que nous voulons obtenir.
La métrique de base nous devrons l’employer pour résoudre (14) dans

les régions qui correspondent au cas extérieur, puisque le corps petit nous
le supposerons suffisamment éloigné du corps central et dans ces conditions,
Rap = 0, p = 0 et p = 0. C’est-à-dire que nous avons déjà :

Nous pouvons encore simplifier d’avantage, puisque nous allons voir que
sous certaines conditions nous pourrons annuler le vecteur ka.
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Soient x°~ le système de variables dans lequel nous avons les et faisons

le changement :

la nouvelle forme de la métrique peut se mettre sous la forme,

où nous avons tenu compte de la formule de Taylor et nous avons pris seu-
lement la première variation et finalement nous avons posé :

Pour les fa.f3 nous obtenons :

Et finalement pour le vecteur 1

Les ka sont connus, et des travaux de I. Bruhat-Choquet, nous déduisons
que c’est possible, au moins localement, de trouver certains pour les-

quels k~ = 0.
C’est-à-dire que bien qu’en général nous partons d’un système de varia-

bles pour lequel 0, en faisant un changement du type (17), convenable-
ment choisi nous pouvons avoir kx = 0; les nouveaux tenant compte
de l’ordre d’approximation dans lequel nous travaillons auront exactement
la même forme qu’avant par rapport aux nouvelles variables. Nous avons
donc :

puisque,

et S~ = 0. Les calculs seront faits dans un système de variables, lequel
satisfait à ka = 0.

Cette condition est dans un certain sens analogue à la condition d’harmo-
nicité du système de variables, mais dans notre cas ce n’est pas une condition
sur la métrique, mais seulement sur la variation de la métrique.
Pour Taa, nous prendrons comme nous avons déjà dit, un schéma fluide

parfait, la variation duquel est (16), mais que maintenant nous pouvons
simplifier en tenant compte de ce que nous serons toujours dans un cas exté-
rieur pour la métrique de base : p = 0, p = 0.
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Nous tiendrons compte du fait que p est grande par rapport à p et en plus
de ce qui est homogène à p, en employant les unités physiques habituelles
n’est pas p mais Nous posons aussi :

et nous interpréterons vj comme la vitesse spatiale. En conclusion (16) a la
forme :

Des équations (14) nous déduisons identiquement : = 0, mais
non de (18); si en plus de (18) nous admettons 0 = 0, comme nous
ferons pour déduire les équations du mouvement, nous aurons aussi de,

que,

c’est-à-dire,

équation qui nous servira plus tard pour clarifier la condition sur les varia-
bles que nous avons prise.

IV. - Métrique de base.

Les équations (18) nous allons les résoudre en prenant comme métrique
de base, celle de Schwarzschild en coordonnées polaires habituelles :

avec K une constante à déterminer.

Comme tenseur de courbure de Riemann nous prendrons :
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Avec ce ds2 nous pouvons développer le premier membre des

équations ( 18) ; le calcul de donne :

La valeur de L est : 1 - 2~rc2
Dans le symbole D, nous introduisons tous les termes qui proviennent

du Dalembertien de l’espace plat et en plus les termes :
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Le calcul de donne comme résultat :

A noter que tous ces calculs nous les avons faits sans aucune approxi-
mation et que par conséquent ils sont valables pour d’autres problèmes phy-
siques semblables dans le sens qu’ils emploient le calcul aux variations à
partir de la métrique de Schwarzschild comme métrique de base; par
exemple, calcul de la métrique dans un point situé dans le cas extérieur dû
à une masse qui n’a pas la symétrie sphérique mais seulement une symétrie
cylindrique et que nous pouvons aussi étudier comme variation de la

métrique de Schwarzschild.
Pour le problème que nous allons étudier les seuls termes nécessaires

sont le premier des (21) et des (22) ceux qu’ont CI = p.

V. - Hypothèses sur la forme de la solution.

Pour résoudre (18) nous allons faire deux hypothèses :

a) La solution peut se mettre sous la forme :
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où les U et les S sont des fonctions des coordonnées, de p et p, mais non des
produits de ceux-ci, parce que nous sommes en première variation; pour
la même raison les termes écrits seront ceux que nous calculerons.

b) Nous supposerons aussi que vi est petit face à c2, c’est-à-dire que nous
ne prendrons pas des termes avec des facteurs d’un ordre supérieur à
(v=/c)2; et encore nous supposerons que le corps petit suit un mouvement de
presque translation dans le sens que, .

Avec ces hypothèses, nous avons à partir de l’unitariété de u :

où,

développement que nous utilisons dans l’expression des (19), pour
obtenir :

Nous résoudrons (18) en deux étapes : premièrement nous calculerons
les U, ce que nous appellerons première approximation et après les S, ce
que nous appellerons deuxième approximation.

VI. 2014 Calcul de la première approximation.

Pour commodité et aussi pour rapprocher les calculs que nous allons faire
avec ceux qui ont été faits avec de principes semblables [6] [9], nous partons
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pour l’instant de la forme des h03B103B2 et non pas de la forme desfa(3 (23); c’est-
à-dire que :

la barre indique que les U sont différents de ceux définis avant. Avec cette
forme des ha, nous avons pour les 

avec UPp = 

Ces développements nous les utilisons dans (18) et (19), en tenant compte
du fait que nous prenons, comme toujours, x de l’ordre 1/c2 ; les premiers
termes donnent :

où le signe A maintenant veut dire simplement : - avec les g~~ de
l’espace plat, puisque nous sommes en première approximation. Avec des
conditions à l’infini qui traduisent le fait que l’espace doit tendre vers un



15MOUVEMENT DES DEUX OU TROIS CORPS EN RELAbVHÉ GÉNÉRALE

espace plat, et aussi qui donnent la continuité convenable, nous déduisons
des dernières de (26) :

et en faisant l’addition :

résultat que nous pouvons rapporté aux formules premières de (26) :

En plus de ces résultats qui concordent avec une théorie classique nous
obtenons aussi que les Vu sont nuls, résultat qui nous sera utile pour le
calcul des S et qui est à la base de tous les calculs faits par approximations.

VII. - Équations du mouvement
en première approximation.

Nous supposerons que l’espace-temps à la métrique de Schwarzschild
plus la variation que nous venons de calculer et de cette métrique nous
allons déduire le mouvement du corps petit qui est la cause de la variation.
Nous fixons les variables de sorte que le corps central soit toujours au centre
de coordonnées, c’est-à-dire que le mouvement à obtenir sera le mouvement
relatif des deux corps. Nous verrons que les équations du mouvement
impliquent la condition k« = 0, au moins au même ordre d’approximation
dans laquelle nous sommes pour l’instant.
Nous déduirons les équations du mouvement des équations :

équations qui doivent être comprises au sens de la métrique g03B103B2 + 8(gex(3);
elles peuvent se mettre sous la forme bien connue :

ou,
ANN. INST. POINCARÉ, A-Vll-1
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Tenant compte de la forme (19) des ù(Tf), nous pouvons écrire :

et par conséquent nous pouvons développer le premier terme de (29) de la
forme suivante : .

et en faisant intei venir la dérivée totale par rapport au temps selon la tra-

jectoire que va suivre le petit corps : d/dt = V-o + nous obtenons :

c’est-à-dire que les équations (29) auront maintenant la forme :

Ces trois formules appliquées à un des points du corps petit vont nous
donner le mouvement cherché, en tenant compte de l’hypothèse de quasi-
translation. Nous pouvons aussi employer la formule intégrale déduite
de (30) :

qui donne des résultats analogues et qui sera la seule utilisée en deuxième
approximation. Remarquons que d~ est l’élément de volume d’une section

d’espace, c’est-à-dire : d~ _ A d0 A A est un domaine
borné de cette section d’espace qui contient le petit corps. Remarquons
aussi que le deuxième terme de (30) ne figure pas dans (31), puisque nous
l’annulons en transformant son intégrale de volume dans une autre sur la
frontière de A, et dans laquelle nous supposons la condition de Schwarzschild

p = 0.
Rappelons aussi que F. Hennequin [6], avait prouvé que dans un schéma

matière pure : T"3 = la quantité,
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est conservée le long des lignes de courant et que par conséquent il était

logique de prendre cette quantité comme masse et la quantité pUO g
comme densité de masse, non seulement dans ce schéma mais aussi dans un
schéma fluide parfait dans lequel nous avons encore :

Développons maintenant les équations (30), qui nous donnent pour
chaque valeur de i :

En égalant les termes correspondants et tenant compte de (33), nous
obtenons :

Ces dernières équations jouent le rôle d’une équation d’état du fluide
classique et (34) est tout à fait identique aux équations du mouvement
relatif de deux corps en Mécanique Classique si nous prenons :

G, étant la constante de la gravitation.
Analoguement si nous partons des formules (31), nous arrivons à :
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c’est-à-dire si nous tenons compte de :

Ces équations sont identiques aux équations (34) puisque les intégrales
s’annulent sous la condition (35) et la condition de Schwarzschild p = 0
que nous avons déjà admise avant. Notons que cette condition permet
d’avoir des équations analogues à des équations classiques au moins à cette
approximation, sans avoir besoin de la condition de symétrie sphérique
pour la distribution des masses et pressions.
Nous avions prouvé (20) que les équations du mouvement imposées

impliquent que Ak« = 0, au même ordre d’approximation. Maintenant

ça veut dire que la laplacienne se réduit à - ;17 j et avec les conditions

supposées de continuité et d’espace plat à l’infini ~=0(-~; résultat
suffisant pour la compatibilité de nos calculs, à cet ordre. /

VIII. - Calcul de la deuxième approximation.

Maintenant cherchons à résoudre (18) avec la forme de solution supposée
des f«3 (23), en tenant compte de ce que nous avons déjà trouvé, Uii = 0.
Une fois calculés les U et les S nous obtenons les à partir de :
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et comme par contraction, f = - h nous avons, = fa~ - 2 1 g~a f ~ ’

Nous utilisons la notation :

Pour pouvoir résoudre les équations (18) il est nécessaire d’approcher la
métrique de Schwarzschild dans le sens suivant : La différence entre g«3
et doit être d’ordre supérieur aux valeurs de ce qui fait qu’à
l’approximation considérée sont équivalentes. Pour qu’il en soit ainsi

il suffit de retenir dans uniquement les termes jusqu’à l’ordre z
inclus. Cette simplification ne modifie pas le résultat cherché étant donné
l’ordre de grandeur supposé de Ceci ne serait pas correct pour obte-

nir une approximation supérieure, qui d’ailleurs n’aurait pas de sens physique
puisque alors nous devrions aussi considérer la seconde variation de la
métrique de Schwarzschild.
Tenant compte de ces considérations dans les développements (21) et (22)

et en employant aussi les formules (25) nous arrivons à la forme suivante
pour les équations (18) :
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Comme avant A est - avec les g"1 d’un espace plat en coordo n-
nées polaires habituelles et ne tenant compte que U° et S° sont traités comme
scalaires, Ui et Si sont traités comme vecteurs à trois dimensions et Uv et Sij
comme tenseurs à deux indices à trois dimensions.

La première des équations (38) donne :

et comme,

nous obtenons :

c’est-à-dire que S° a la forme :

Nous avons des formules analogues pour SOi et Sij pour i # j, que nous
n’écrivons pas puisqu’elles n’interviennent pas dans les équations du mou-
vement. Voyons finalement le calcul des 522 et S~, plus précisément
de SPP, puisque cette quantité est celle qui entre dans les équations du mou-
vement, d’une mani ère . analogue à UPP en première approximation. Multi-
plions les trois dernières formules de (38) par glt, g22 et g33, respectivement :

et en les additionnant;
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et comme,

nous arrivons pour Spp à obtenir la forme :

avec,

Nous additionnons les formules (40) et (41) pour obtenir un résultat
qui sera utilisé par la suite :

Jusqu’ici nous n’avons fait aucune supposition sur les fonctions p et

p tout ce que nous avons dit est qu’ils sont liés par les équations (35);
comme nous voulons obtenir un résultat concret il nous faut préciser
davantage; pour un résultat concret j’entends trouver une solution des
équations (40) et (42). Le plus simple que nous pouvons faire est de prendre
la condition de symétrie sphérique autour d’un point intérieur 0 du corps
petit, c’est-à-dire supposer que, 

-

f étant une fonction explicite de R seulement et R la distance par rapport à
ce point 0. Ces conditions sont les mêmes qui dans un espace plat traduisent
ce qu’on imagine pour symétrie sphérique et que maintenant nous pren-
drons comme définition.

Avec cette condition nous pourrons calculer f, f’, 1 et n; nous le ferons

explicitement pour f et f’, mais non pour 1 et n puisque pour les équations
du mouvement ce n’est pas f, f’, 1 et n qu’il nous faut, mais :

et nous allons voir que ces deux dernières sont nulles en utilisant la condi-
tion de symétrie sphérique. C’est évident pour n puisque de son équation
de définition nous déduisons : n = n(R) et alors l’intégrale correspondante
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à n est du type (43). Voyons maintenant /; de sa définition nous déduisons :

c’est-à-dire que si les deux corps sont suffisamment éloignés la valeur de l
est peu différente de 1 -- k/r . DO à l’intérieur du petit corps et par conséquent
l’intégrale,

est aussi du type (43) et par conséquent nulle.
Avant de faire le calcul explicite de f et f’ nous ferons quelques considé-

rations sur les coordonnées sphériques sous la condition de symétrie que
nous avons défini pour en déduire quelques équations qui nous seront utiles
par la suite.

IX. - Étude de la symétrie sphérique.

Les coordonnées polaires donnent lieu, presque toujours, à des calculs
assez longs ; je voudrais ici résumer les résultats qu’on peut obtenir en par-
tant des hypothèses de quasi-translation et symétrie sphérique (43).
Nous avons besoin de ces formules pour le calcul de f, f ’ et aussi par les

équations du mouvement en deuxième approximation, c’est-à-dire des

calculs à Ijc2 près et par conséquent nous pouvons traiter l’espace comme
un espace plat.

a) Avant d’entrer dans le détail nous introduisons la fonction d’univers
Q(x, x’), puisque certains résultats qu’on peut déduire d’elle nous seront
utiles :

Si A et 0 sont deux points de l’espace-temps, que nous pouvons unir
par une géodésique d’équation xi = ç(u), où u est un paramètre, la fonction
d’univers est :

définition que dans le cas d’un 3-espace plat se réduit à :
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RI étant la distance euclidienne entre A et 0, c’est-à-dire en coordonnées

rectilignes cartésiennes :

avec,

et en coordonnées polaires,

avec,

La forme (46) de R sera utilisée surtout pour suggérer des formules qui
avec elle sont presque évidentes mais non avec la forme (47).

II faut noter que la fonction d’univers est un biscalaire et comme tel si

nous prenons sa dérivée covariante il faut préciser par rapport à quel point,
A ou O. Les dérivées covariantes de .Q nous le noterons avec un subindex

à continuation de .Q voudra dire dérivée par rapport à la coordon-
née il du point A, i2 voudra dire dérivée par rapport à la coordonnée i2 du

point 0 et i dérivée par rapport à la coordonnée i d’un des deux points
indifféremment.

Par sa définition ~ satisfait à :

et aussi il est facile de vérifier,

Pour pouvoir comparer un vecteur Vil à d’autres au point 0, nous utilisons
le transport par parallélisme le long d’une ligne droite :

tj] étant le bi-1-tenseur qui fait le transport et qu’en coordonnées recti-

lignes cartésiennes est égal à On définit le bitenseur de transport titi. par
l’équation :

lequel donne en coordonnées rectilignes cartésiennes,
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Avec l’aide de ces tenseurs nous arrivons à obtenir pour les dérivées

covariantes de Q les formules suivantes :

Ces formules et la formule (48) se traduisent pour R2 en :

~ Voyons maintenant ce que nous pouvons déduire de l’hypothèse de

quasi-translation : V ~ == 0 ( B~ 2014 / ).

c) Pour l’application de la condition de symétrie sphérique nous aurons
besoin de certaines formules concernant la fonction R qui joue alors un
rôle très important. La fonction a que nous avons introduit dans la défini-
tion de R peut se mettre sous la forme,

avec,

Nous utilisons aussi les identités :

Avec l’aide de ces calculs nous avons pour les dérivées secondes de R :
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X. - Calcul de la fonction f.

La définition de f est à partir de :

avec U° = U°(R) ; résultat que nous déduisons de la première des équa-
tions (38) et de p = p(R). Nous utiliserons les notations,

Calculons la forme de v-ooUo sous ces hypothèses; d’abord pour la pre-
mière dérivée nous avons :

et pour la deuxième :

Mais tenant compte de,

nous pouvons donner un formalisme covariant à (52) :

En utilisant le résultat,

la dérivée seconde v-ooUo prend la forme :

Les deux premiers termes peuvent être résumés en un seul :
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Finalement de la définition de fonction d’univers nous déduisons que
cette dérivée peut aussi s’écrire,

où nous avons utilisé la notation : (v~)2 = 
Devant cette forme de nous allons prouver une solution de (40) de

la forme :

X, y et v, fonctions de R à déterminer. Si f a cette forme sa laplacienne est
elle de la forme :

Pour développer ces calculs nous utilisons (50); d’abord étudions les

termes du type,

lesquels sont nuls, puisque de (50) nous déduisons :

Étudions maintenant les A(i)X, 

et si nous utilisons la dernière des formules (50’),

nous obtenons,

Voyons maintenant le terme,
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lequel peut être simplifié utilisant la deuxième formule de (50),

Les calculs ont été faits en coordonnées cartésiennes mais comme le résultat
est tensorielle il est valable dans un système quelconque de coordonnées.
Analoguement nous trouvons pour le terme,

l’expression suivante,

Finalement reste le terme,

que nous avons traité d’une façon très semblable aux précédents.
Pour le développement de la laplacienne de f nous arrivons à :

et en identifiant les coefficients de,

avec ceux de la dérivée seconde de ZooU°, nous obtenons les équations diffé-
rentielles de second ordre linéaires suivantes :

Les solutions de ce système qui prennent la valeur zéro, ainsi que leurs
dérivées premières par rapport à R, pour R tendant vers l’infini sont :

R étant la distance de A à O.
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Nous avons déjà dit que dans les équations du mouvement ce qui nous
faudra est, .

calcul que nous allons faire en employant la condition de symétrie sphé-
rique. Calculons d’abord la dérivée 3~ :

c’est-à-dire, si nous tenons compte de l’hypothèse de quasi-translation,
de (50) :

l’intégrale à calculer se réduit à :

Les seules qui ne sont pas nulles sont,

et

Ce résultat a été obtenu en faisant le calcul en coordonnées rectilignes
cartésiennes et comme il conserve son formalisme tensoriel il est valable
dans un système de coordonnées quelconque. Nous avons utilisé aussi le
résultat :

Nous arrivons donc, à la forme suivante pour l’intégrale :
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la quantité sous l’intégrale peut être calculée à partir de la solution trouvée
pour v,

Le résultat final est :

XI. - Calcul de la fonction f ’.

La définition de f ’ est :

avec comme avant, U° = U°(R).
Calculons la forme de sous ces hypothèses ; d’abord pour la pre-

mière dérivée nous avons :

et pour la deuxième,

mais tenant compte des formules (51’), nous pouvons écrire :

les deux premiers termes nous pouvons les unir comme avant pour v-oouo

Devant cette forme de V-11UO, nous allons prouver une solution de (59)
du type :

ou bien si nous faisons l’approximation,
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valable dans l’ordre de précision que nous nous avons fixé, une f’ de la
forme :

avec, X et ~, fonctions à déterminer. Si f ’ a cette forme sa laplacienne est-elle
de la forme :

et nous pouvons la calculer avec l’aide des résultats :

et nous obtenons :

Maintenant si nous identifions les coefficients de,

avec ceux de la dérivée seconde de nous arrivons aux équations
différentielles de second ordre linéaires :

Les solutions de ce système qui prennent la valeur zéro, ainsi que leurs
dérivées premières par rapport à R, pour R tendant vers l’infini sont :

R étant maintenant la distance entre les points A et O.
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Comme avant il nous faut calculer l’intégrale,

qui sera utilisé par la suite ; voyons d’abord la dérivée première par rapport
à il de f’ :

Par les mêmes considérations que nous avons employé avec f ’, nous
sommes réduits aux deux intégrales :

La première peut être calculée avec l’aide de (57) et nous avons :

Et si nous utilisons la solution obtenue pour f ’ (60) :

c’est-à-dire :

Pour i = 2, 3, il est facile de voir que nous avons :

XII. - Équations du mouvement
en deuxième approximation.

Les équations du mouvement que nous imposons sont les mêmes qu’avant,
c’est-à-dire :

ANN. INST. POINCARÉ, A-Vit-1
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mais maintenant nous devons faire les calculs avec une précision supérieure
d’un ordre à celle de la première approximation. Pour le premier membre
des équations (31) nous avons besoin de calculer 

Comme nous avons dit avant la quantité que physiquement nous devons

prendre comme densité de masse est : pzfJc, laquelle si bien n’est pas conser-
vative le long des lignes de courant du fluide elle est la plus conservative
qu’on peut trouver Nous prendrons donc :

et nous poserons les TOi en fonction de cette m :

Calculons maintenant la quantité 1/2 qui est au second membre
de (31); en tenant compte comme avant de (27), de la définition de (v)2 et
que de (42’) nous déduisons :

nous arrivons à :
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Ce résultat nous donne pour i = 1 :

pour i = 2,

pour i = 3,

Avec ces calculs la première équation du mouvement, c’est-à-dire, en
faisant i = 1 dans (31), donne :
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en tenant compte que maintenant, +2U0 C2); , nous
utilisons aussi la notation, dV = dr A de A drp.
Voyons de plus près le calcul du premier membre :

Maintenant nous pouvons simplifier beaucoup ces termes en tenant compte
de : .

a) nous prendrons une équation d’état du fluide semblable à celle de la
première approximation (35),

la différence étant en termes de 1/c2, ce qui ne modifie pas les résultats déjà
obtenus puisqu’en première approximation nous ne considérions pas les
termes que nous venons d’introduire dans l’équation d’état;

b ) de l’équation (38) et de l’hypothèse (33), nous avons que :

c) sous les conditions de symétrie sphérique la condition (67) peut se
mettre de la forme :

où U’, p’ veut dire dérivée par rapport à R, et de cette formule nous allons
déduire que :

en effet, le deuxième membre est :
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la première intégrale est nulle, puisque p nous le supposons fini à l’intérieur
du corps petit et nul au dehors ; quant à la deuxième tenant compte de (68),

la dérivée U’° nous pouvons la déduire de (38) :

c’est-à-dire que nous avons :

la première intégrale est aussi nulle puisque nous prenons les conditions déjà

citées, UOI = 0 pour R = 0, U~ ~ -~ pour R - oo ; il reste donc :

analoguement, utilisant (69) nous avons :

et comme la première intégrale est nulle comme avant,

De l’égalité entre (70) et (71) nous déduisons (68’). Nous avons besoin de
cette formule parce que des résultats (67’) et (33), nous arrivons à :

et par conséquent aussi :

d) nous utiliserons aussi le résultat de la première approximation :
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Après toutes ces considérations il reste seulement pour le premier membre
de (66’) : ,

Tenant compte de dJdt(I/r) = - et aussi à partir de (51) :

les deux derniers termes de (72) peuvent se regrouper :

Les termes que nous avons obtenus maintenant peuvent se simplifier avec
ceux du premier membre :

nous avons utilisé la formule (déduite de (58) et (61)) :

Nous pouvons encore simplifier ce résultat, puisque à partir de :

nous obtenons finalement pour l’équation du mouvement i = 1 :
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Passons à la deuxième équation, i = 2 :

Avec les termes du premier membre nous pouvons faire à travers les mêmes
raisonnements qu’avant les simplifications déduites de (67) et suivants et
nous arrivons à :

En tenant compte maintenant des termes du deuxième membre de l’équa-
tion, nous obtenons pour i = 2 :

où nous avons aussi utilisé le résultat :

sin 0) = ()-2Uo.pr2 sin fi + sin e + 2U°pr’ sin 0 cos 6.

Pour la dernière des équations du mouvement, i = 3 nous avons :



38 LUIS MAS

le premier membre nous pouvons le développer sous la forme :

ce qui nous donne pour ladite équation du mouvement :

Toutes ces équations du mouvement ont les deux intégrales du type :

que nous pouvons annuler sous la condition de symétrie sphérique; il reste
alors les équations très simples :

Il est important de noter que sous ces hypothèses, les équations du mou-
vement ne dépendent pas de p, résultat déjà remarqué dans d’autres équa-
tions trouvées par des méthodes semblables.

XIII. - Comparaison avec les résultats obtenus
de la métrique de base.

Le lagrangien, correspondant à une particule d’épreuve, qui est dans un
champ gravitationnel produit par un corps de masse M, lequel donne une
métrique de Schwarzschild, est :
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où 03A3 est en utilisant les notations de L. Bel [1] :

avec,

Les équations du mouvement de la particule d’épreuve de masse m sont
les équations d’Euler :

que nous devons calculer pour comparer avec nos résultats, jusqu’aux
termes en 1/c2 : pour ~ et a nous avons les développements :

En tenant compte de :

nous avons pour la première équation :
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c’est-à-dire,

Pour la deuxième équation :

Et finalement pour la troisième équation :

C’est-à-dire les mêmes équations que (76), mais maintenant, K = GM
et dans notre cas : K = G(M + m); cette coïncidence veut dire que sous
des conditions de symétrie sphérique convenablement choisis, l’influence de
la petite masse m est minimum sur la métrique et aussi que la densité de
masse que nous avons pris est la plus adéquate à la vue de cette ressemblance
des équations. Nous n’aurions pas obtenu exactement les mêmes termes si
nous avions resté avec la densité de masse p ou si nous avions pris une autre
définition, que dans les limites de 1/c2 près était tolérable.

Les résultats que nous venons d’obtenir seront employés dans la deuxième
partie de cette thèse pour étudier comment la trajectoire du corps petit a été
modifiée à cause des termes supplémentaires calculés.

XIV. 2014 Étude de la condition Ka = 0.

Des équations du mouvement : = 0, nous avons déduit que
0394k03B2 = 0, au même ordre d’approximation.
Nous pouvons toujours développer I1kf3 de la forme :

où ka~2~, représentent les ordres successifs par rapport à 1/c2. Dans
la première approximation nous avons vu que des équations du mouvement
nous obtenions (36’) :

où veut dire la laplacienne dans un 3-espace plat. C’est-à-dire que nous
avions :
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Nous faisons maintenant un raisonnement identique; mais à un ordre
d’approximation supérieure :

d’où,

Ces deux résultats (79) et (80) nous suffisent pour pouvoir affirmer que
dans les limites de l’approximation que nous nous avons fixées, il y a compa-
tibilité entre la condition sur les variables ka = 0, et la solution que nous
avons obtenue.

DEUXIÈME PARTIE

FORMULATION CANONIQUE
DU PROBLÈME DES DEUX ET TROIS CORPS

EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE

I. - Hypothèses fondamentales.

Pour bien se rendre compte de la nature mécanique et mathématique du
problème des deux corps en Relativité Générale il est nécessaire avant tout
de préciser son aspect astronomique, indépendamment des lois mécaniques
qui nous serviront pour le développer mathématiquement.
Nous traiterons toujours de deux corps suffisamment éloignés de façon

que la comparaison de cette distance avec la grandeur de chacun de ces
deux corps nous autorise à donner par connu le mouvement d’un corps si
nous connaissons le mouvement d’un point de ce corps; ce point sera presque
toujours un centre de symétrie que nous supposerons exister à l’intérieur
de chaque corps.
Nous nous placerons pour l’instant dans le problème des deux corps

c’est-à-dire que du point de vue astronomique il faut admettre que l’influence
des autres corps, toujours présents, est négligeable; la cause peut être double,
parce qu’ils sont très éloignés ou bien parce qu’ils sont de masse très petite
face aux deux corps que nous étudions.
En Relativité Générale dans un problème quelconque il faut résoudre les

équations d’Einstein,
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avec dans chaque cas le T cx(3 qui décrit la situation physique. De ces équa-
tions nous devons obtenir la métrique de l’espace et à partir de cette métrique
déduire les équations du mouvement. Les équations sont en général diffi-
ciles à résoudre à cause de l’influence de la métrique sur le mouvement et
vice versa.

Seulement dans le cas d’un seul corps la solution exacte a pu être obtenue,
en supposant la symétrie sphérique et le corps centré à l’origine des variables ;
à partir de cette solution on trouve aussi le mouvement d’un corps d’épreuve
par approximations successives. Dans notre problème il faudra prendre une
solution approchée pour les deux : la métrique et le mouvement. L’objet
de cette étude est d’arriver aux derniers résultats qu’impliquent ces équa-
tions notamment vis-à-vis des résultats classiques.
Le problème des deux corps peut être considéré comme un cas parti-

culier de la mécanique des milieux continus avec une distribution de matière
qui remplit, avec des vides éventuels, tout l’espace; cette matière est soumise
et crée la gravitation. Il faut trouver en fonction des coordonnées non

seulement les coefficients de la métrique mais aussi la congruence des
lignes de temps qui décrit le mouvement de ce fluide. Analytiquement une
congruence est déterminée par quatre paramètres u«(x°, xi, x2, x3). Ces

quatre nouvelles inconnues se réduisent à trois puisque nous devons avoir
l’identité,

En introduisant la densité de distribution de la matière d(XO, xl, x2, r)
et la constante c, vitesse de la lumière dans le vide, d/c2 = p sera la densité
d’énergie tenant compte de la proportionnalité de la masse et de l’énergie; le
tenseur impulsion-énergie aura les composantes :

Si nous tenons compte des forces intérieures, c’est-à-dire, les pressions, le
tenseur impulsion-énergie est dans le cas d’un fluide parfait :

Les inconnues du problème sont alors :

Pour que le problème soit déterminé il faut utiliser les équations
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qui dérivent des équations (81). Dans un cas pratique on se fixe un système
de variables et on déduit les équations du mouvement à partir de la conser-
vation du tenseur impulsion-énergie, équations qui sont bien les géodésiques
de l’espace selon (82).
Nous allons préciser les ordres de grandeur sur lesquels nous étudions et

simplifions le problème.
Premièrement nous irons seulement jusqu’à la deuxième approximation.

Dans la plupart des cas où nos raisonnements seront appliqués l’ordre de
grandeur des magnitudes comme l’énergie potentielle ou cinétique est celle
de notre système planétaire. Pour les mouvements de ce système, v2 est très
petit face à c2 et aussi U, le potentiel newtonien à l’intérieur ou à l’extérieur
des corps :

sont de l’ordre de 10-8 pour la Terre et pas très différents pour les autres

corps du système solaire. Les termes qui contiennent ~2 ou y seront dits
du premier ordre et face à eux nous négligerons tous les termes d’ordre
supérieur.
A partir d’une des hypothèses déjà introduites nous pouvons déduire que

nous pouvons négliger les termes d’ordre (D/R)2, où D est la distance
moyenne entre les deux corps et R le « rayon » d’un des deux corps.
Nous supposons aussi que le mouvement de ces deux corps est une quasi-

translation dans le sens suivant : un corps Ci a un mouvement de transla-
tion si à un instant quelconque tous ses points ont la même vélocité vecto-

rielle, nous pouvons donc prendre la vélocité d’un point P quelconque du
corps. Pratiquement nous pourrons considérer un mouvement comme

quasi-translation si la valeur absolue de la différentielle vectorielle ~03C5i est

négligeable face aux valeurs vi ; il nous faut que le rapport : l V Vi 1 /Vi, soit
au plus de quelques centièmes, de façon que :

soient d’un ordre supérieur au premier; c’est cela qui arrive pour les planètes ;
premièrement ses déformations sont très petites et ils se comportent comme
de corps rigides; en réalité son mouvement n’est pas purement une transla-
tion puisqu’il y a en plus la rotation, mais le rapport entre les deux vélocités
est toujours de quelques centièmes.
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II. 2014 Méthodes de calcul.

Une fois admises ces hypothèses il faut calculer la métrique de l’espace
correspondant à notre distribution de masses des deux corps. Pour le

faire il y a deux chemins :

a) Admettre le rôle fondamental du tenseur impulsion-énergie et pal
étapes successives approcher la métrique en employant ce tenseur qui nous
décrit le fluide ; ce fluide garde encore assez de libertés quant à sa forme de
distribution et à sa symétrie. Les calculs mathématiques sont à peu près les
mêmes que nous avons faits dans la première partie de cette thèse, puisque la
méthode d’approximation choisie appartient à cette classe.

b) Obtenir la métrique sans l’aide du tenseur impulsion-énergie, c’est-
à-dire en considérant les corps en présence comme zones singulières sans
préciser son intérieur; la symétrie sphérique est alors obligatoire, ce qui
différencie cette méthode de la précédente si bien on finit là aussi pour
admettre la symétrie sphérique pour simplifier le problème.

Sous cette condition de symétrie sphérique les deux chemins conduisent
au même résultat au moins jusqu’à l’ordre d’approximation que nous étu-
dions.

Voyons maintenant comment à partir de la métrique nous arrivons au
formalisme lagrangien. Nous suivrons le point de vue adopté par Levi-
Civita [15] ; la métrique qu’il a obtenue est :

où h = 1,0 représente un corps ou l’autre; Cùh et 8h potentiels intérieurs et,

En prenant :

nous avons,

où,
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est la partie du premier ordre, identique aux calculs classiques. Comme
termes du second ordre nous avons :

Nous pouvons utiliser la constante en choisissant une valeur conve-
nable pour que dans l’expression du lagrangien disparaissent les potentiels
’Cl1’h, 8h, intérieurs du corps qu’on considère. Nous dans la première partie
avons fait de même quand nous avons pris la densité de masse m puisque
dans les équations du mouvement sous les hypothèses de symétrie sphérique
n’intervenait pas U° potentiel intérieur du corps et par conséquent non plus
dans le lagrangien desdites équations.
Nous arrivons facilement à mettre le lagrangien sous la forme :

ou,

nous avons écrit :

G étant la constante de la gravitation.
Le mouvement absolu est défini pour les équations :

Nous fixons la forme d’obtenir ces équations en admettant qu’en pre-
mière approximation le vecteur « défini par :

m étant égal à la somme mo + mi de la masse des deux corps, est nul; alors
dans LI nous pourrons faire :
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condition sur laquelle nous nous appuyerons pour étudier le mouvement
relatif. Nous prenons comme variables celles d’un corps par rapport à

l’autre :

la vélocité relative étant :

de (84) et (85) nous obtenons,

formules qui nous permettent d’éliminer la vélocité absolue dans tous les
termes d’ordre supérieur; la substitution en Lo et L1 nous devons la faire après
avoir fait les dérivations indiquées.
Nous obtenons donc comme lagrangien relatif :

avec,

et les termes du second ordre :

où maintenant pour simplifier, x, y, z seront toujours les coordonnées rela-
tives d’un corps par rapport à l’autre; nous avons pris aussi :

G constante de la gravitation,
c vitesse de la lumière,
C constante que nous déduisons de l’intégrale première :

où r, 6, ç seront utilisés pour les coordonnées relatives polaires de deux
corps.
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Nous employerons aussi l’intégrale première de l’énergie :

où la notation @ sera utilisée pour les termes du second ordre ou d’ordres
supérieurs.
Avec l’aide de (89) nous obtenons :

Le premier terme en 1/r nous pouvons l’éliminer facilement en prenant
comme nouvelles masses des deux corps, les quantités :

Cela est possible puisque nous avons au premier ordre :

c’est-à-dire qu’à cet ordre nous serons d’accord avec la Mécanique Classique,
condition nécessaire de compatibilité pour nos calculs. Comme toutes les
masses qui interviendront dans nos formules seront maintenant celles que
nous venons de définir, nous pourrons supprimer le signe *, sans que cela
prête à confusion.

III. - Comparaison avec l’autre méthode d’obtention
de la métrique.

Avec l’autre méthode (II) nous arrivons au lagrangien absolu suivant
pour le problème des deux corps :

avec,
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Ce qui nous donne pour ie lagrangien relatif (90) :

avec maintenant,

Nous pouvons modifier cette dernière formule en utilisant les constantes
des intégrales premières déjà citées ; notamment nous pouvons substituer (v)2
par sa valeur déduite de (89) et de (88) nous avons :

et aussi :

résultats que donnent pour (91) exactement la forme (90) du lagrangien
que nous avons obtenu par l’autre chemin.

IV. - Formalisme hamiltonien.

Nous pouvons maintenant obtenir la fonction de Hamilton du système;
pour cela il faut seulement mettre L sous la forme :

et par conséquent,

En introduisant les impulsions généralisées :
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nous pouvons obtenir pour H,

avec,

Les deux termes de Hi, nous pouvons les écrire de la forme :

où,

et,

Ces termes seront supposés dérivés d’une force perturbatrice du type :

le sens de laquelle sera précisé par la suite.
Une fois la fonction de Hamilton obtenue, nous allons étudier une méthode

pour avoir des résultats assez simples qui s’appelle :

v. - Méthode de la variation des constantes [12].

Nous partons avec un système de variables dynamiques

(~1) ’ ’ - ? ..., Pn)

lesquelles obéissent aux équations de Hamilton :

où.
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L’équation de Hamilton-Jacobi correspondante à Ho est :

et si Ho ne dépend pas explicitement du temps.

La fonction W(q, a, t) définit une transformation canonique des variables
dynamiques q, p aux variables a, fi que satisfont aux équations :

où,

mais de (95) nous obtenons :

La fonction Hi, il faudra l’expliciter maintenant en termes dépendant des
fonctions a et p.

Les constantes canoniques qui proviennent d’une solution de l’équa-
tion de Hamilton-Jacobi ont donc des propriétés notables. Si nous suppo-
sons que ladite équation (95) est résolue en employant un certain Ho(p, q, t)
que nous désignerons par fonction de Hamilton imperturbée, soient (6, p)
les constantes canoniques que nous en déduisons. Nous avons maintenant
non seulement la solution du problème imperturbé, mais aussi la même
solution est valable pour le problème dynamique de fonction de Hamilton
égal à :

avec les mêmes degrés de liberté qu’avant, mais maintenant a et 03B2 ne sont
plus des constantes mais des nouvelles variables dynamiques qui satisfont
les équations :
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Dans (98), Hi nous devons le considérer comme fonction des 6, P, t;

pour cela il faut remplacer les variables q et p par ses expressions en fonc-
tion des c, p, t. La fonction de Hamilton Hi nous l’appellerons perturbée
et la solution du problème aussi solution perturbée.

VI. - Application à notre fonction de Hamilton.

Notre problème s’adapte à ce que nous venons d’exposer; pour le résoudre,
nous chercherons premièrement la solution imperturbée qui est la classique
et après il faudra écrire les équations (98) pour obtenir d’elles les modifica-
tions du mouvement de base.

Nous supposerons que nous voulons étudier pour fixer les idées, le mou-
vement d’une certaine planète de masse m. Nous prendrons deux systèmes
de variables, les deux orthogonaux mais un (ç1, ç2, ç3) avec son centre de
masse que nous pouvons déterminer en première approximation et l’autre
fixé à un des deux corps, le Soleil dans notre cas par exemple (x, j’, z).

Les résultats classiques déduits de la loi de Newton donnent pour le

mouvement absolu de n corps :

et pour le mouvement par rapport au Soleil des n planètes :

nous avons,

où,
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D est facile de vérifier que (99) peut se mettre de la forme :

où,

avec la valeur de R égal à :

En termes de fonction de Hamilton nous avons donc :

ou bien,

où,

De cette façon on peut étudier le problème des=deux corps perturbé par
la présence d’autres corps. Pour notre problème avec Ho nous utiliserons
la solution classique du problème des deux corps, laquelle est une des seules
à pouvoir être obtenues sans l’aide de Hi en Mécanique Classique; pour le
calcul des perturbations nous utiliserons l’expression (92) de Hi.
La solution du problème imperturbé est :

où,
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Pour pouvoir interpréter les résultats nous devons mettre les constantes
canoniques en fonction des constantes du mouvement :

avec a demi-grand axe de l’ellipse,
e excentricité de l’ellipse (0  e  1),
i inclinaison du plan du mouvement par rapport au plan de référence,
T temps de passage au périhélie,
M angle entre le noeud ascendant et le périhélie,
Q longitude du noeud ascendant.

Nous utiliserons aussi :

M longitude du périhélie : ~ = (ù + .0,
M anomalie moyenne : M = net - T),
n moyen mouvement : n2a3 = k(M + m),
u anomalie excentrique,
s longitude moyenne.

A partir de l’équation de Hamilton-Jacobi correspondante à Ho nous
arrivons à la solution classique :

En utilisant les équations (98) nous aurions les dérivées des éléments

canoniques, mais il paraît plus convenable d’obtenir les dérivées par rap-



54 LUIS MAS

port aux éléments classiques que nous venons de définir. Si nous appelons
ces éléments c; avec pour i l’ordre : a, e, i, Q, û), s, nous avons :

c’est-à-dire en employant les équations (98),

et en inversant l’ordre des dérivées :

c’est-à-dire :

où,

Les seuls crochets de Poisson qui ne sont pas nuls sont :

où nous avons introduit la notation : sin C = e.
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Nous obtenons finalement les dérivées par rapport au temps des éléments

classiques :

La résolution de ces équations nous donnera la solution perturbée que
nous cherchons; la valeur de R à employer est (92). Dans le cas d’un mou-
vement plat, que nous supposerons comme hypothèse simplificatrice, il ne
faut pas tenir compte des équations (103) et (104).

VII. - Étude de l’avance du périhélie.

Nous allons étudier premièrement l’équation (105) que sous l’hypothèse
du mouvement plat se réduit à :

où F représente une force perturbatrice, laquelle dans notre cas est donnée
par (94).
De r = a (1 - e cos u), nous déduirons :
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c’est-à-dire que :

et par conséquent,

Grâce à un théorème de Poincaré nous sommes autorisés à considérer
dans l’étude du mouvement elliptique perturbé du point P, que pendant une
révolution les éléments classiques de l’ellipse qui figurent dans le deuxième
membre de (107) sont tous constants à l’exception de t et u.

Si nous intégrons la formule (107) le long d’une révolution nous aurons
l’avance 8m du périhélie correspondant.
Mais avant il est convenu de changer la variable d’intégration puisque

pour le moment nous avons u explicitement et aussi dans l’équation pour r :

Les calculs seront plus faciles si nous prenons comme variable d’intégra-
tion u à la place de t.

Dérivant l’équation de Kepler (100’) par rapport à t nous avons :

avec laquelle nous obtenons l’équation :

Décomposant F selon les deux termes de (94) nous obtenons pour le
premier terme après avoir fait : k = n2a3,

Pour l’intégration il nous faudra savoir les valeurs de :
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Nous pouvons mettre (107) de la forme :

avec laquelle nous obtenons pour l’avance du périhélie du premier terme de
la fonction perturbatrice (Xl :

et en tenant compte des valeurs (109) :

Pour le deuxième terme de F nous avons l’équation :

et en l’intégrant,

c’est-à-dire tenant compte des valeurs des intégrales (109) :

Si nous additionnons ( 110) et (111) :

et tenant compte des valeurs de xi, oc2 (94) et (94’) :

Rappelons que m = mo + mi. Ce résultat est analogue au résultat obtenu
par Robertson [17], par des méthodes différentes.

Les variations de a et e demi-grand et excentricité de l’ellipse sont pério-
diques et par conséquent ne donnent lieu à des variations observables. Nous
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noterons encore que le mouvement actuel admet au deuxième ordre deux

intégrales premières :

lesquelles ont déjà été utilisées.

VIII. - Étude du retard de passage au périhélie.

Il nous reste à étudier l’équation (106) qui concerne le retard de passage
au périhélie :

Comme avant nous prenons u variable d’intégration et nous considérons
la révolution délimitées par uo et la valeur uo + 277. Nous appellerons
8’t", S’ï, 8~, les perturbations correspondantes aux trois termes de l’équa-
tion (113) :

Si nous comparons avec (107),

Pour obtenir 03B4’03C4 il est nécessaire de développer la dérivée c’est-

à-dire de l’expression, r = a(1 - e cos u), nous déduisons :

La dérivée par rapport à a de u nous l’obtenons par la dérivée logarithmi-
que de l’équation de Kepler ( 100’) :

où K est constant; nous avons donc,
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e~

A partir de ces calculs nous obtenons 8’ "t’ de l’intégrale :

Si nous prenons le premier terme de F, la première intégrale de ( 114)
donne :

et la seconde si nous faisons une intégration par parties devient :

Pour le deuxième terme de F nous devons calculer d’abord l’intégrale :

et après :

que nous pouvons aussi résoudre par une intégration par parties :

La contribution du deuxième terme de F est donc,

Et pour le retard total nous avons :

et si nous remplaçons les valeurs de Clb «2 (94), (94’) : 1
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Cette formule diffère de celle d’un corps d’épreuve dans un espace de
Schwarzschild, parce qu’il y a m = mo + mi, et dans la parenthèse un terme
nouveau, la valeur duquel varie entre,

il est 1 /2 quand mo = ml et e = 0 ; il est très petit quand mo &#x3E; mi.

IX. - Étude avec la métrique obtenue par variation.

Les équations du mouvement (76) que nous avons obtenu sous les hypo-
thèses de symétrie sphérique et aussi :

peuvent se dériver du lagrangien :

Ce lagrangien nous avons vu qu’à termes en 1 /c2 près peut se mettre de
la forme :

et utilisant l’intégrale de l’énergie :

ce lagrangien se réduit à :

avec,

Pour les mêmes chemins que précédemment nous arrivons à la fonction
de Hamilton,
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Hi, nous pouvons le mettre de la forme :

puisqu’en faisant le changement :

nous avons éliminé le terme en 1/r. Hi nous le prendrons donc comme dérivé
d’une force perturbatrice :

Cette force donne pour l’équation (105) d’avance du périhélie la contri-
bution :

et pour l’équation (106) de retard de passage au périhélie :

Les formules ( 116) et ( 112) sont identiques et quant à ( 117) et ( 115),
maintenant l’expression est plus simple et comme correction à la formule
correspondante à un corps d’épreuve dans un espace de Schwarzschild elle
conserve seulement la modification m = mo + mi, des deux que nous avions
avant.

X. - Rappel des résultats obtenus en relativité générale
pour le problème des N corps.

Des deux méthodes citées d’obtention des équations du mouvement le
résultat obtenu par ceux qui utilisent le tenseur impulsion-énergie peut se
mettre de la forme :
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où g, 1 sont les fonctions déjà introduites et que satisfont à :

Si nous admettons la symétrie sphérique et en plus la condition sur la
pression :

on arrive selon A. Papapetrou [9] à :

Einstein, Infeld, Holfmann [4] par l’autre méthode arrivent au résultat
suivant :

équations qui sont essentiellement identiques aux précédentes ; il faut seu-
lement faire les dérivées indiquées en (118) et après regrouper les termes
pour trouver les équations (119).

Ces équations peuvent être déduites d’une fonction de Lagrange :



63MOUVEMENT DES DEUX OU TROIS CORPS EN RELATIVITÉ GÉNÉRALE

laquelle est :

Cette fonction peut être obtenue aussi directement de la métrique en sui-
vant la méthode indiquée par Landau, Lifchitz [14].

XI. - Problème des trois corps.

Jusqu’au deuxième ordre nous obtenons le lagrangien absolu suivant
pour le problème des trois corps, déduit de (120) :

où nous employons les notations :

ml, m2, m3 masses des trois corps; (~), (~2), (~3) coordonnées absolues
de chacun des trois corps ; ’12, r23, ~3i? distances entre les corps.
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XII. - Étude générale du formalisme hamiltonien.

Avant d’obtenir la fonction de Hamilton qui peut se déduire de la fonc-
tion de Lagrange que nous venons d’écrire, nous allons faire des considéra-
tions plus générales.

Soit L un lagrangien du type :

où !(2)(q) veut dire une fonction d’ordre supérieur aux autres termes par
rapport à (v)2/c2 : tel est le cas du lagrangien des trois corps, à étudier.

Par définition la fonction de Hamilton correspondante est :

dans notre cas nous avons,

c’est-à-dire,

et aussi en prenant le carré :

et en tenant compte de (124), nous obtenons :

En substituant ces résultats dans la définition du hamiltonien, nous obte-
nons pour celui-ci :
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Toutes ces considérations peuvent s’étendre à notre cas puisque dans le
lagrangien (122) nous avons une partie d’ordre 1 par rapport à v2/c2 et une
autre partie d’ordre 2 par rapport à v2/c2.

XIII. - Application au problème des trois corps.

Dans le lagrangien (122) il y a les trois parties de (123) :

.

et tous les autres termes sont de second ordre : 

Nous pouvons donc obtenir immédiatement la fonction de Hamilton

à partir de (123), mais avant nous prendrons des notations plus commodes :

avec lesquelles la fonction de Hamilton s’écrit :
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Il faut dire que dans toute cette dernière partie nous prenons par commo-
dité c = 1 et k = 1, en suivant les notations de Infeld-Plebansky [13].

XIV. - Autre forme de la fonction de Hamilton.

Nous allons faire une transformation canonique des variables q et p :

pour cela il suffit que :

c’est-à-dire que,

La nouvelle fonction de Hamilton est :

et nous prendrons,

Les relations entre les anciennes et les nouvelles variables sont :
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Nous utiliserons la notation vectorielle :

et en plus nous supprimerons les ’ puisqu’on ne peut pas se confondre.

Nous prendrons aussi la condition p3 = 0, laquelle fixe le système de
référence; ce système est celui qui fixe le troisième corps au repos. Avec
ces conditions la fonction de Hamilton est :
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XV. 2014 Les impulsions généralisées.

Nous retournons à notre premier lagrangien pour le calcul des impulsions
~T

généralisées; par définition : pi ~ , ce qui nous donne pour la coordon-

née 1 du premier corps :

et en notation]plus résumée pour les autres coordonnées du premier corps :

Nous avons obtenu des formules analogues pour les autres corps. De toutes
ces formules nous obtenons :
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avec, a, b, c, des quantités d’ordre supérieur par rapport à v2/c2, que nous
pouvons déduire facilement de (126) ; par exemple la valeur de a est :

Si nous calculons les carrés des formules (127) :

c’est-à-dire que pour l’énergie cinétique classique nous avons en termes des
impulsions généralisées :

où le terme correctif de second ordre est :

Pour les deux autres corps nous avons :

avec d’expressions semblables à (128) pour les termes correctifs et que nous
ne développons pas puisque par la suite ne seront pas employées.
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XVI. - Fonction de Hamilton relative à un des corps.

La fonction de Hamilton (124) donne pour la fonction de Hamilton
relative au corps de masse 

où nous avons supprimé les termes de (124) qui ne font pas intervenir les
coordonnées du corps de masse m3.

Cette fonction de Hamilton en employant les résultats (129) et (128)
nous pouvons l’écrire :

Afin d’alléger un peu les calculs, en supprimant des termes à l’expression
antérieure nous prendrons comme masses des deux autres corps :
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notons qu’au premier ordre :

c’est-à-dire que nous sommes assurés de retrouver les résultats classiques à
cet ordre d’approximation; les nouvelles masses sont constantes dans les
limites des termes du troisième ordre que nous ne considérons pas.
Le nouveau hamiltonien est :

C’est-à-dire que nous pouvons l’écrire :

avec comme partie classique :

et comme fonction de Hamilton perturbatrice :

Dans le cas d’un problème des trois corps plats, c’est-à-dire que les trois
corps restent toujours sur le même plan les équations sont plus simples;
nous avons pour le hamiltonien absolu :
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pour les impulsions généralisées :

Les changements de masse sont maintenant :

et la fonction de Hamilton relative au corps de masse m3 :

ce qui nous donne finalement les deux parties :

avec comme partie classique :

et la perturbation de second ordre :

où les distances r23, r13, sont maintenant :

XVII. - Application au problème restreint des trois corps.

C’est le cas où deux masses décrivent des circonférences concentriques
pendant que la troisième masse beaucoup plus petite est dans le plan des
deux circonférences. Le nombre des degrés de liberté du système est alors
deux.
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De (135) nous déduisons la fonction de Hamilton :

avec ses deux parties :

Nous sommes maintenant dans le cas plat; notons aussi que Ho et Hi
sont fonctions explicites du temps.

Faisons un premier changement de variables canonique :

avec,

n est la vélocité angulaire de mi, m2 par rapport au centre de masse, déter-
miné au premier ordre d’approximation. Comme,

et en plus de (138) :

en calculant le carré et additionnant nous avons :

Pour la nouvelle fonction de Hamilton nous obtenons,
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Ce changement, physiquement équivaut à une rotation des axes ; mainte-
nant le hamiltonien K ne dépend pas explicitement du temps. Pour cette
raison nous aurons [18] :

et d’ici nous pouvons déduire :

par conséquent (139) peut se mettre sous la forme :

Nous pouvons encore avoir une forme plus simplifiée en faisant le nou-
veau changement canonique des variables :

avec,

Nous avons donc,

Ho est le terme classique [18] :

et comme terme correctif il reste seulement :
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CONCLUSION

Dans la première partie nous avons obtenu une méthode pour étudier
les variations de la métrique de Schwarzschild, laquelle peut s’appliquer
non seulement au cas que nous étudions mais aussi à d’autres cas voisins

comme par exemple : variation due à la rotation du corps central, variation
due à la déformation du corps central, déformation qui peut même être
variable avec le temps.
Nous voyons aussi que les calculs avec des coordonnées sphériques se

simplifient beaucoup si nous utilisons la fonction d’univers, puisqu’elle
permet d’obtenir le formalisme covariant.

Les résultats obtenus pour le problème des deux corps ont, comme tous
les résultats jusqu’à présent obtenus, la remarquable propriété de ne

dépendre que d’une seule constante sous des conditions de simplification
raisonnables. Dans le cas limite de masse du petit corps tendant à zéro nous
retrouvons les géodésiques de Schwarzschild et si c - oo, les résultats de
la Mécanique Classique. L’étude des termes nouveaux introduits ne peut
se faire qu’en précisant l’intérieur du petit corps ; dans des conditions simples
nous obtenons des perturbations qui sont d’ordre assez supérieur à l’ordre
de précision actuel des mesures.

L’étude canonique des équations du mouvement en employant la méthode
de variation des constantes permet un calcul rapide des perturbations que
les nouveaux termes introduits par la Relativité Générale produisent,
notamment la perturbation du retard de passage au périhélie. On pourrait
espérer que certaines étoiles doubles dans un proche avenir puissent donner
une confirmation de ces résultats.

Pour le problème des trois corps, le hamiltonien obtenu permet d’étudier
des problèmes théoriquement importants, comme le Soleil, Jupiter et Saturne,
mais les corrections qu’on peut obtenir sont loin d’être observables puisque
pour l’instant il y a encore assez de magnitudes de ces corps que nous ne
connaissons pas avec la précision nécessaire.
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