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Singularités des processus de diffusion multiple

Frédéric PHAM

(C. E. R. N.-Genève et C. E. N.-Saclay).

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. VI, n° 2, 1967

Section A :

Physique théorique.

ABSTRACT. - As Coleman and Norton recently noticed, the phenomeno-
logical notion of « multiple scattering » allows a very simple interpretation
of Landau singularities of the S matrix in the physical region, for processes
with an arbitrary number of particles. Here this physical interpretation
is deepened through a geometrical idea : Landau singularities are apparent
contours. Using certain methods of differential topology, inspired by
Thom, and developed in the Appendices, one shows that these apparent
contours have in the physical region a much simpler structure than one
would imagine. This gives the opportunity of formulating in a precise
way the usual conjectures on the analyticity of the S matrix (distorsion of
the physical region, Cutkosky’s rules, etc.), and of providing a simple
link between these conjectures and the multiple scattering idea: thus

Cutkosky’s rules lead very directly to the factorization property of the S
matrix for large timelike intervals.

Still using the apparent contour idea, one studies systematically the
« hierarchy » of the singularities for the various processes, thus supporting
the conjectures through many mathematical consistency arguments.

RÉSUMÉ. - Comme Coleman et Norton l’ont remarqué récemment,
la notion phénoménologique de « diffusion multiple » permet d’interpréter
très simplement les singularités de Landau de la matrice S dans la région
physique, pour des processus à un nombre quelconque de particules. Cette
interprétation physique est ici approfondie, grâce à une idée géométrique :
les singularités de Landau sont des contours apparents. Utilisant des méthodes
de topologie différentielle inspirées par Thom, et développées dans les

Appendices, on montre que la structure de ces contours apparents dans la
région physique est beaucoup plus simple qu’on pouvait l’imaginer. On en
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profite pour formuler avec précision les conjectures habituelles sur l’analy-
ticité de la matrice S (détournement de la région physique, règles de Cut-
kosky, etc.), et pour les rattacher très simplement à l’idée de « diffusion
multiple » ainsi les règles de Cutkosky conduisent tout droit à la propriété
de factorisation de la matrice S pour des événements éloignés dans le temps.
Toujours grâce à l’idée de contour apparent, on étudie systématiquement

la « hiérarchie )) des singularités des divers processus, étayant ainsi les

conjectures par de nombreux arguments de cohérence mathématique.
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1

INTRODUCTION

Les difficultés auxquelles se heurtait la théorie des champs avaient conduit
en 1943 Heisenberg [11] à dégager la notion de « matrice S », qu’il présen-
tait comme étant l’observable fondamentale de la physique, et le seul concept
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destiné à survivre dans « la théorie future ». Depuis lors, de grands progrès
ont été faits dans l’étude des propriétés générales de la matrice S, et surtout
de son analyticité, permettant de relier entre eux de nombreux résultats
expérimentaux et donnant des vues profondes sur la dynamique des inter-
actions fortes. Dans l’étude générale de ces propriétés analytiques, on peut
distinguer deux styles de recherche : le premier consiste à démontrer rigou-
reusement, à partir des axiomes de la théorie des champs (aujourd’hui
épurée et affermie sur ses bases [17] [36]) que la matrice S est certainement
analytique dans tel ou tel domaine (de l’espace complexe des impulsions-
énergies) ; bien que cette route soit longue et difficile, elle a déjà conduit à
quelques prédictions vérifiables expérimentalement. La seconde voie,
heuristique, est celle que nous allons adopter : elle consiste à essayer de
deviner, au contraire, à quels endroits la matrice S sera obligatoirement
singulière; le pas décisif a été fait par Landau [18], se guidant sur la théorie
des perturbations; les études faites après lui ont élargi notre compréhension,
confirmant l’existence des « singularités de Landau » à un niveau plus
profond que la théorie des perturbations, mais en ce qui concerne les

résultats bruts on n’a guère gagné en précision : par exemple, on ne sait
toujours pas délimiter en général le « feuillet physique », ni donner de
critères simples pour qu’une singularité de Landau y soit effectivement
présente. En attendant de comprendre ce mystérieux « feuillet physique »,
il est intéressant de voir ce qu’on peut dire de la région physique : après tout,
c’est là qu’ont lieu les expériences. Pour les processus à deux corps, les
seules singularités de Landau présentes dans la région physique sont les
« seuils normaux », ce qui ne nous conduit pas très loin. Mais quand on
augmente le nombre de particules, les singularités de « graphes de Feynman »
de plus en plus compliqués se mettent à rencontrer la région physique, ce
qui intuitivement se comprend ainsi : les processus « virtuels » que décri-
vaient ces graphes deviennent « vraiment » possibles, processus de diffusion
multiple tels qu’on peut en observer dans une chambre à bulles. A cette
simplification de l’interprétation physique (1), s’ajoute une simplification
mathématique : nous montrerons que la structure topologique des singula-
rités de Landau est, dans la région physique, la plus banale qu’on puisse
imaginer, tout à fait semblable à la structure des seuils normaux, et cela
nous permettra de formuler de façon simple et précise les conjectures usuelles
sur l’analyticité de la matrice S (règles de Cutkosky [4], etc.), qui étaient
jusqu’à présent enveloppées d’un brouillard protecteur. Il nous faudra

(1) Mise en relief récemment par Coleman et Norton [3].
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bien sûr donner des arguments précis en faveur de ces conjectures (n’ayant
pas encore l’ambition de les démontrer en théorie des champs). La notion
phénoménologique de diffusion multiple nous fournira de tels arguments.
En particulier, nous verrons que les règles de Cutkosky sont liées à la
propriété de factorisation de la matrice S pour une succession de processus
largement séparés dans le temps, propriété très importante (2) qui permet
de comprendre pourquoi la matrice S, définie seulement en termes d’états
asymptotiques de diffusion aux temps - 00 et + peut néanmoins servir
à décrire une expérience de laboratoire, où les particules initiales doi-

vent être préparées et les particules finales détectées à des instants finis.
Ces arguments physiques (développés dans la section 3 de cette introduction)
me semblent fournir une justification beaucoup plus convaincante que la
théorie des perturbations (3). Nous les compléterons par un autre type
d’arguments, destinés à servir de jalons pour la preuve future des conjec-
tures : on soupçonnait depuis longtemps, et cette idée s’est un peu préci-
sée [30], qu’une certaine « hiérarchie » des graphes rend leurs singularités
logiquement dépendantes les unes des autres; cette interdépendance fera
l’objet dans les chapitres suivants (et surtout au chap. II) d’une étude
systématique qui j’espère convaincra le lecteur de la puissance des méthodes
topologiques (4) ; en particulier, des arguments mathématiques tout à fait
généraux nous permettront de déduire « en partie » (5) les conjectures pour
les graphes d’ordre supérieur une fois admises pour les graphes d’ordre
inférieur.

(2) Goldberger et Watson [8]. Il est amusant de noter qu’une propriété très
analogue de factorisation des amplitudes est le point de départ de la formulation
de la mécanique quantique selon Feynman [6], formulation qui lui a justement
permis de découvrir ses graphes.

(3) Ce qui ne nous empêchera pas de justifier les conjectures aussi en théorie
des perturbations : cf., section 4 de cette introduction.

(~) Joueront un rôle essentiel : d’une part les idées de Thom sur les singularités
des applications différentiables [37] ; d’autre part les techniques générales d’étude
de l’analyticité des intégrales multiples, techniques issues du travail de Leray [22],
et développées par Fotiadi, Froissart, Lascoux et l’auteur [7] [28] ; pour un exposé
d’ensemble, cf. [29] ; pour la simplification apportée ici par la restriction au
domaine réel, cf., l’appendice III du présent travail.

(5) Pour les déduire en totalité (et aussi pour donner le départ de la récurrence),
il faudrait ajouter à ces arguments mathématiques un ingrédient supplémentaire :
l’unitarité de la matrice S est un candidat évident, et permet en effet d’aller jusqu’au
bout dans des cas particuliers simples, mais je n’ai pas essayé de m’attaquer au
cas général, craignant de me perdre dans l’extrême complexité combinatoire des
relations d’unitarité.
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I. Rappel de propriétés générales de la matrice S.

1.1. La matrice S.

Le fait fondamental, qui permet de parler de la matrice S, est l’existence
d’états asymptotiques [31 ], c’est-à-dire le fait que tout système physique
tend à se séparer (6), aux temps - oo et + oo, en des systèmes (appelés in
et out) de particules bien différenciées, indépendantes. Pour décrire un
ensemble 1 de particules indépendantes, on peut choisir comme variables
canoniques, outre les spins (7) et nombres quantiques internes de chacune
de ces particules, leurs impulsions-énergies pl (i El), appartenant à la nappe
d’hyperboloïde

où m; est la niasse (supposée ~ 0) de la particule i. Un état du système est
donné par une « fonction d’onde » de carré sommable sur la « couche

de masse » fli J6; munie de la mesure
/6l

On note ( ~ ) S j ~ ~ l’élément de matrice S entre deux tels états, c’est-à-dire
l’amplitude de transition d’un état in décrit par la fonction d’onde à
un état out décrit par la fonction d’onde Il est commode d’introduire
le « noyau intégral » pJ | S |pI&#x3E; défini par l’expression symbolique

où le symbole doit s’interpréter comme une intégration sur la couche
de masse avec la mesure Ce noyau intégial pJ|S|pI&#x3E; est une

(a) Pourvu qu’aucune particule de masse nulle n’entre en jeu.
(’) On se limitera pour simphfier au cas de particules de spin zéro.
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distribution (8) sur la variété L’invariance par translation (9) de la
matrice S entraîne immédiatement que la distribution pJ 1 S 1 pI ) se facto-
rise en

où l’on a posé /?i = pl, PJ désigne une distri-

bution qui peut être restreinte à {7?ï 2014 p, = 0 }. On utilisera les notations
suivantes :

la distribution ( est considérée comme définie sur cette variété ~IJ.

1.2. « Décomposition en paquets » (cluster décomposition).

Imaginons un processus 1 - J où les particules de 1 u J sont groupées
en « paquets » situés à de grandes distances d’espace les uns des autres.
Intuitivement, on s’attend [39] à ce que tous ces paquets représentent des
processus indépendants les uns des autres, de sorte que l’amplitude de
transition sera simplement le produit des amplitudes de chacun de ces

processus. Et en effet, on démontre [12] la

PROPRIÉTÉ DE « CLUSTER »

Soient une partition non triviale de 1 u J, a = une famille

de quadrivecteurs tels que toutes leurs différences aK - aK- soient du genre
espace (c’est-à-dire (aK - aR~)2  0), ~pa [resp. la fonction d’onde déduite

(8) C’est une conséquence du théorème nucléaire de Schwartz et du fait que la
matrice S est un opérateur borné (cet argument m’a été indiqué par D. Iagolnitzer
qui l’avait appris de D. Ruelle). 

’

(9) L’invariance par translation s’écrit ( 9 1 s 1 cp ) = (Ya S 1 90 B où Qa [resp. Ça]
désigne l’état « translaté du quadrivecteur a », défini par
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[resp. ~] en opérant sur chaque particule i E 1 [resp. J] une translation
de vecteur agl, Ki 3 i [c’est-à-dire

Alors, quand tous les (aK - aK,)2 tendent vers moins 1 S 
tend vers l’expression

1.3. Définition des amplitudes tronquées.

Les amplitudes tronquées pJ|S|pI&#x3E;T sont définies, par récurrence
sur les ensembles 1 et J, par les décompositions

où la somme porte sur toutes les partitions ~’ de I u J (y compris la partition
triviale). Chacun des termes ainsi définis satisfait évidemment la conserva-
tion de l’impulsion-énergie de sorte que seule l’amplitude tronquée
 pJ 1 S pI )T contribuera à ~ c~ j 1 S J cp) pourvu que les supports des fonc-
tions d’onde c~(p’) interdisent toute conservation « partielle » de
l’impulsion-énergie.

Il est intéressant de voir ce que devient la propriété de « cluster » quand
on remplace chacun de ses termes par sa décomposition en amplitudes tron-
quées : on voit que seules contribueront les partitions 3l’ plus fines que la
partition X donnée; en particulier, la contribution du terme ( p’ [ S 
sera nulle pour toute partition 3l non triviale, ce qui veut dire que la trans-
formée de Fourier aJ|S|aI&#x3E;T de (p] [ S 1 pl B tend vers zéro lorsque
les vecteurs a « relatifs » tendent vers l’infini dans des directions du genre

espace. Cette propriété de la transformée de Fourier est intimement liée
au caractère « peu singulier » de l’amplitude 
en effet, il semble que celle-ci soit une distribution plutôt « douce », proba-
blement une « brave » valeur au bord de fonction analytique. En gros, on
peut dire que l’amplitude tronquée est ce qui reste une fois extraits de
l’amplitude totale les termes les plus singuliers (ceux qui contiennent les
fonctions S de conservation partielle de l’impulsion-énergie), termes qui
sont responsables de la factorisation de la matrice S pour de grandes sépa-



96 FRÉDÉRIC PHAM

rations du genre espace. Nous verrons dans les sections suivantes qu’il
reste aux amplitudes tronquées d’autres singularités (moins graves), corres-
pondant aux factorisations de la matrice S pour de grandes séparations du
genre temps (processus de diffusion multiple) .

2. Singularités de Landau de la matrice S.

2.1. La remarque de Coleman et Norton.

La plus simple des singularités de Landau, le pôle dû à la propagation
d’une particule intermédiaire (fig. 1 ), est connue depuis les débuts de la
mécanique quantique relativiste. Son interprétation en termes de « diffusion
double » a suscité une abondante littérature (1°). Mais assez curieusement,
c’est seulement récemment qu’on s’est aperçu [3] que la notion phénoméno-
logique de diffusion multiple fournit pour un graphe quelconque une inter-
prétation très simple des « équations de Landau ».

Considérons, pour fixer les idées, le graphe de la figure 2. On peut l’inter-
préter comme représentant trois diffusions successives, chacune des trois
« collisions » ayant lieu dans une petite région A, B, C, pratiquement
ponctuelle, de l’espace-temps. Classiquement, si "t"7, ïg, T9 sont les « temps
propres » des particules 7, 8, 9 entre l’instant de leur création et celui de leur
destruction, les « vélocités » de ces particules seront les quadrivecteurs

(1°) Cf. par exemple [14] [38].
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de sorte que leurs impulsions-énergies seront

où l’on a posé «; = La donnée des moments Pi et des paramètres
positifs oc, détermine donc de façon unique, à une translation d’ensemble
près, la position dans l’espace-temps des points A, B, C, pourvu que l’on
ait == 03B18p8 + 

Plus généralement, pour un « graphe de diffusion multiple » quelconque,
un raisonnement analogue fournit les équations

où I désigne l’ensemble des lignes internes du graphe et z n’importe quel
cycle construit sur ces lignes internes [z(i) = 0 si le cycle z ne contient pas
la ligne i, + 1 s’il la contient avec la bonne orientation, - 1 s’il la contient

avec l’orientation opposée]. Aux équations (L) on doit naturellement

joindre les équations de conservation de l’impulsion-énergie à chaque
vertex, et toutes les contraintes de masses (il). On obtient de cette façon
les équations de Landau bien connues de la théorie des perturbations. En
éliminant les moments internes p et les paramètres positifs (12) «; entre ces
équations, on obtient des relations entre les moments externes : ce sont les
équations des singularités de Landau du graphe considéré. Nous pouvons
dès maintenant énoncer la

CONJECTURE A. - La distribution pI2|S|pI1 B est égale à une fonction
analytique en tous les points de sauf sur les « singularités de Landau »
de tous les graphes de diffusion multiple, connexes, ayant Il et 12 comme
ensembles de lignes entrantes et sortantes.

2.2. Les singularités de Landau comme « contours apparents ».

A tout graphe G associons l’espace ~(G), intersection de la couche de
masse J6I (1 étant l’ensemble de toutes les lignes, internes comme externes,
du graphe) avec l’espace euclidien 8(G) défini par la conservation de l’impul-
sion-énergie à chaque vertex. On verra (Chap. Ier) que pour presque toutes

(11) Sans oublier les conditions de positivité de l’énergie.
(12) Les cx/ doivent être positifs parce que les Ti le sont (les particules ne peuvent

pas « remonter le temps »).
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les valeurs des masses cet espace ~(G) est une variété. Soit x la projection
canonique de cette variété sur la variété JI1I2 des moments externes du gra-

phe. On vérifiera qu’un point pI E est critique (13) pour la projection r si
et seulement s’il existe des paramètres «; non tous nuls tels que les équa-
tions

soient satisfaites pour tout cycle z construit sur l’ensemble I des lignes
internes du graphe. Les équations de Landau sont donc simplement les
équations de l’ensemble critique (avec en plus les contraintes &#x3E; 0), de
sorte que les singularités de Landau sont un morceau du contour apparent
(image de l’ensemble critique). En général, un contour apparent est un être
géométrique extrêmement complexe (pensez aux formes bizarres que

prennent les « surfaces caustiques » de l’optique géométrique). Pourtant,
nous allons voir que le morceau correspondant aux ce; &#x3E; 0 a au contraire

une structure très simple.
Commençons par la remarque suivante :

2.3. Convexité des singularités de Landau hors de la couche
de masse.

Sortons de l’espace ~(G) pour nous placer dans l’espace

(contraintes de masses pour les lignes internes seulement). On voit aisément

que le caractère critique d’un point pI E ~f(G) -~ 61112 s’exprime aussi par
c

les équations (L). Soit donc pI E ~’(G) un point où les équations (L) admet-
tent une solution avec «; &#x3E; 0 V z e 7, et considérons, dans l’espace
euclidien 6(G), la fonction linéaire

(13) Le point x e lf est dit critique pour l’application 03C0 : J (source) - 03B2 (but)
si l’application tangente Txr : Txlf - n’est pas surjective. Autrement dit,
l’espace tangent à la source a pour image un espace vectoriel plus petit que l’espace
tangent au but : la codimension de cette image s’appelle le corang au but du point
critique.
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on voit immédiatement que restreinte à la couche de masse cette expres-
c c

sion est &#x3E; 0, car il en est ainsi de chaque terme (Pi - autrement dit,
c

l’hyperplan {t(pI) = 0 }, qui passe par pI, « supporte » l’espace 
c

d’autre part, cet hyperplan est évidemment « vertical » (puisque le point pi
est critique), c’est-à-dire qu’il se projette suivant un hyperplan (14) de 
il est d’ailleurs facile de vérifier directement, à l’aide des équations (L),
que t(pI) est en fait une fonction des moments externes pI1I2 seulement.
Ainsi, par tout point singulier de Landau passe un hyperplan par rapport
auquel tout l’espace lf’(G) se projette d’un même côté, de sorte que cet hyper-
plan supporte, en particulier, tout le contour apparent.

2.4. Comment « détourner la région physique » des singularités
de Landau au voisinage d’un point « lisse » (15).

Revenant sur la couche de masse, nous voyons que tout l’espace 
se projette d’un même côté de sa singularité de Landau : nous dirons qu’un
point pI1I2 E proche de la singularité de Landau considérée, est

« au-dessus ou au-dessous du seuil de G » selon qu’il appartient ou non à
l’image de ~(G). Cette définition nous servira à compléter la conjecture A
sur l’analyticité de l’amplitude de diffusion dans la région physique, en
indiquant par quels « détournements complexes » il faut franchir les singu-
larités de Landau pour connecter les différentes fonctions analytiques
qu’elles séparent. Tout point lisse (15) de Landau admet un voisinage U
dans lequel la variété de Landau L peut être donnée par une équation
analytique réelle 1 = 0 0). Nous choisirons le signe de 1 de façon que
1 &#x3E; 0 au-dessus du seuil. La fonction analytique l admet une complexifiée 1
qui, dans un voisinage complexe U assez petit, est l’équation d’une variété
(car 0) analytique complexe de codimension 1 : c’est la « complexifiée »
L de L. On énoncera alors la

CONJECTURE B. - Restreinte au voisinage U assez petit, la distribu-

valeur au bord, suivant le domaine complexe
/&#x3E;0}, d’une fonction analytique prolongeable analytiquement

le long de tout chemin de U - L.

(14) Suivant un usage répandu, nous réservons le préfixe « hyper- » (hyperplan,
hypersurface) à la codimension 1.

(15) Nous dirons qu’un point de Landau est lisse s’il admet un voisinage U
dans lequel les singularités de Landau de tous les graphes possibles forment une
sous-variété analytique L de codimension 1.
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REMARQUE : Le fait que la fonction analytique en question a L pour
seule singularité garantit que la valeur au bord est indépendante de la
forme exacte du domaine f Im 1 &#x3E; 0 } (c’est-à-dire indépendante de l’équa-
tion locale 1 choisie). Pour avoir un énoncé intrinsèque, il faut utiliser la

notion de « classe de détournement », introduite dans l’appendice III.

La raison pour laquelle la classe de détournement {Im 1 &#x3E; 0 } a été choisie
de préférence à la classe opposée { Im 1  0 } apparaîtra dans la section 3 de
cette introduction.

2.5. Structure des singularités « principales ».

La remarque 2.3, en prouvant la convexité des singularités de Landau,
montre déjà que celles-ci ne peuvent pas souffrir « d’accidents » trop visi-
bles (tels que points de rebroussement, etc.), tout au moins hors de la
couche de masse. Nous démontrerons au chapitre Ier un résultat beaucoup
plus précis, et valable aussi bien sur la couche de masse qu’en dehors,
concernant la structure des « singularités principales » des graphes : considé-
rons un point critique de corang au but 1, c’est-à-dire un point où les équa-
tions (L) sont satisfaites par un seul système de paramètres oc~ (à un facteur
commun près) (16) ; nous dirons qu’un tel point critique est principal si ces
paramètres OCi sont tous strictement positi.f’s (17); l’image d’un point critique
principal sera appelée « point de Landau principal (du graphe consi-

déré) ». Le chapitre Ier démontrera que toute singularité principale est du
type Si de Thom, ce qui signifie (cf., Appendice I) que dans un voisinage
du point critique la situation peut être décrite ainsi :

Type Si de Thom

L’ensemble critique est une variété analytique de dimension égale à celle
du but moins un, et sa projection sur le contour apparent est un isomor-
phisme de variétés analytiques (18); restreinte à l’image réciproque d’une
droite (19) transverse au contour apparent, l’application 7r (qui devient une
fonction) a un point critique quadratique non dégénéré (c’est-à-dire que sa

(16) De façon générale, le corang au but est égal à la dimension de l’espace
vectoriel des (x/) solutions des équations (L).

(17) Cette définition, provisoire, sera élargie au Chapitre Ier, § 1.2.5.
(18) En particulier, toute valeur critique (point de Landau) est l’image d’un seul

point critique (localement).
(11) Puisqu’on décrit une situation locale, il est bien naturel de dire « droite »

au lieu « d’ensemble analytique à une dimension ».
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différentielle s’annule - par définition - au point critique, mais pas son
« Hessien », déterminant de ses dérivées secondes).

REMARQUE : 1 Un cas un peu spécial est celui où la dimension de la

« source » ~(G) est égale à celle du but moins un. Ce que nous appelons
« contour apparent » est alors simplement la projection de et les

points de corang 1 sont ceux pour lesquels cette projection est (localement)
un isomorphisme de variétés analytiques (Théorème des fonctions impli-
cites). Comme exemples de cette situation, citons le graphe de la figure 1,
et celui de la figure 3. Nous ne considérerons jamais les cas (de corang &#x3E; 1)

où la dimension de la source est encore plus petite, par exemple égale à
celle du but moins deux, comme les graphes des figures 4 et 5. En effet,

les singularités de Landau de tels graphes ont une codimension &#x3E; 1 et sont

simplement des intersections de singularités d’autres graphes (la figure 4
provient de deux graphes analogues à celui de la figure 1 et la figure 5 de
six graphes analogues à celui de la figure 3).
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2.6. Parties absorptives.

La conjecture B a défini, dans un petit ouvert complexe U contenant une
variété de Landau L, une fonction analytique (en général multiforme)
dont (pIS était la valeur au bord suivant {Im 1 &#x3E; 0 }. Consi-

dérons maintenant, dans le domaine {lm 1  0 }, la détermination de cette
fonction qui coïncide S 1 ph ~T au-dessous du seuil, et soit

(pIs )-r(L) la valeur au bord de cette fonction. La « partie absorptive
suivant L » sera par définition la distribution (définie seulement dans le
voisinage U) :

On posera

Nous allons énoncer une règle (« règle de Cutkosky ») permettant de
calculer les parties absorptives.

Considérons un point de Landau tel qu’il existe un graphe et un seul G
l’ayant pour point de Landau principal. Il résulte alors du paragraphe 2.5
que ce point est lisse, de sorte qu’on peut définir la partie absorptive suivant
la variété de Landau L, dans un voisinage du point considéré.

CONJECTURE C. - Dans ces conditions, et si de plus le graphe G est
simple (2°), c’est-à-dire si toute paire de vertex est reliée par au plus une
ligne, la partie absorptive suivant L est donnée par l’expression

où le produit a lieu sur tous les vertex v du graphe G; ~ SV)T désigne l’élé-
ment de matrice S du « processus élémentaire » que symbolise le vertex v;

f désigne, comme d’habitude, l’intégration sur la couche de masse des

I

moments internes, avec la mesure = 1 d p~~(p2 - m2) (21).
t67

(2°) Le cas des graphes à lignes multiples sera traité au Chapitre III.
(21) Rappelons que les conditions de positivité de l’énergie p° &#x3E; 0 sont incluses

dans la définition de la couche de masse 



103SINGULARITÉS DES PROCESSUS DE DIFFUSION MULTIPLE

Si l’on extrait de la formule (A) la fonction - pi) exprimant la
conservation de l’impulsion-énergie totale, on obtient la formule

où l’intégration sur la « fibre » c se fait avec la mesure

désignant la mesure canonique sur le sous-espace euclidien de 

image réciproque du point Compte tenu de l’analyticité 
(conjectures A et B), on voit que l’intégrale (A) au-dessus du seuil est du
type étudié dans l’Appendice III, et définit donc une fonction analytique,
dont nous préciserons les propriétés au Chapitre II.

3. Factorisation de la matrice S.

Soit G un graphe de diffusion multiple, connexe, ayant Il et 12 comme
ensembles de lignes entrantes et sortantes. Nous nous proposons d’étudier
le comportement asymptotique de l’amplitude du processus élémen-

taire Ii - 12 lorsqu’on opère sur les paquets d’onde des diverses particules
des translations d’espace-temps convenables, destinées à nous mettre dans les
conditions d’observation du processus G. A chaque vertex v du graphe G on
associera un quadrivecteur av, dont seront translatées toutes les particules
externes incidentes à v. Le choix du système (at,) se fera de la façon sui-

vante : soit pI1I2 E JI1I2 un point de Landau, censé représenter les impulsions-
énergies moyennes des particules externes; on supposera qu’il s’agit d’un
point de Landau principal du graphe G, de sorte que (vu le paragraphe 2.5)

c

sont associés à ce point des moments internes Pi définis de façon unique,
et des paramètres positifs définis à un facteur commun près; l’analyse
de Coleman et Norton suggère d’interpréter ce facteur commun r comme

c

l’échelle de temps du processus, et, considérant les quadrivecteurs a1 = Talpl,
d’en déduire les a v par les équations a. = a Vi " 

- et 
z désignant

l’origine et l’extrémité de la ligne i (on ne détermine ainsi les av qu’à l’addi-
tion d’un vecteur commun près, mais peu importe, vu l’invariance par
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translation de la matrice S). Sous l’action des translations ainsi choisies,
l’élément de matrice S tronqué

devient

où Pv désigne la « somme algébrique » des moments externes incidents au
vertex v (comptés positivement s’ils y entrent, négativement s’ils en sortent),
encore égale, d’après la conservation de l’impulsion-énergie, à la « somme
algébrique » (avec le signe opposé) des moments internes incidents à v : un
calcul enfantin donne ainsi

de sorte que le facteur de phase dans l’intégrale peut s’écrire

où est la fonction linéaire définie au paragraphe 2.3, équation de
c

l’hyperplan tangent à la variété de Landau au point pIlI!. L’intégrale se

présente donc comme transformée de Fourier (facteur du pro-
duit d’une fonction que nous choisirons C~ à support compact

c

dans un petit voisinage de pIlla, par une valeur au bord de fonction analytique
dans un demi-voisinage limité au demi-plan supérieur (22). D’après l’Appen-
dice 0, cette intégrale ~ S &#x3E; (ï) tend donc vers zéro quand "t" - - 00, plus
t.ite que toute puissance inverse de ’t". La même propriété est valable, quand
T - -)- oc, pour la définie en remplaçant la distribu-

(22) Plus précisément, choisissons un système de coordonnées locales dont la
première sera la fonction t tandis que les autres seront appelées (Ut). Evidemment,
puisque dt L = 0, aucun des du; L ne pourra s’annuler. Compte tenu de la
Conjecture B, on en déduit que
1) 1 plI )T est line fonction continue de à valeurs distributions dans la

variable t ;
2) pour chaque (u;) réel, cette distribution est une valeur au bord de fonc-

tion analytique dans un demi-voisinage limité au demi-plan supérieur en t

(Im t &#x3E; 0).
On est donc exactement dans les conditions du Corollaire final de l’Appendice 0.
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tion S 1 pli )T par la distribution (pIs [ S 1 pll )T(L) du paragraphe 2.6.
Or la conjecture C donne de la fonction ( A ~~L~ (T)=( S ) (ï)2014 S (r)

une expression fort suggestive, nous permettant d’énoncer la

PROPOSITION (23) : Modulo une fonction à décroissance rapide,  S ) (T)
se comporte, quand  - + oo, comme la fonction

Ainsi, on obtient exactement la factorisation de la matrice S que sug-
gérerait l’interprétation des vertex du graphe comme des processus indé-
pendants [8]. Le facteur de phase provient de la propagation de la
particule « libre » i entre le point de sa création (où elle joue le rôle d’une
particule out) et le point de son annihilation (où elle joue le rôle d’une

particule in). Ce facteur de phase a pour effet « d’amortir » l’amplitude
du processus : en fait, on peut voir que ( A ) (r) tend vers zéro comme
une puissance inverse de -yi "t" (24).
REMARQUE : On voit pourquoi on ne peut pas s’attendre à ce que la

conjecture C prenne exactement la même forme pour les graphes à lignes
multiples. En effet, des particules intermédiaires « voyageant ensemble »
ne sauraient être considérées comme des particules libres, c’est-à-dire qu’elles
ne pourront pas jouer le rôle de particules out [resp. in] pour le vertex où
elles sont créées [resp. détruites] : ce n’est donc pas exactement  Sv )i
qu’il faudra mettre à un tel vertex.

4. Discussion.

Comme nous venons de le voir, un chemin très direct mène des conjec-
tures A, B, C à la notion phénoménologique de diffusion multiple (25).
Quelles autres justifications donner de ces conjectures ?

c

(23) Il a fallu faire les hypothèses suivantes : G est le seul graphe ayant pI1I2
pour singularité principale, et ce graphe n’a que des lignes simples.

(24) C’est exactement le phénomène « d’étalement des paquets d’onde » en méca-
nique quantique. Mathématiquement, on a ici affaire à l’intégrale sur ~(G) d’une
fonction Cee multipliée par En évaluant cette intégrale par la méthode
de la phase stationnaire, on voit qu’elle se comporte asymptotiquement
comme -r-n/2, où n est le rang de la forme quadratique, premier terme du dévelop-
pement de Taylor de la fonction t 1 ;1’( G) au point critique.

(25) Mais des hypothèses moins fortes pourraient aussi faire l’affaire : cf., Iagol-
nitzer [15] [ltil.

INST. POINCARÉ, A-Vl-2 8
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Citons d’abord, pour mémoire, les arguments tirés de la théorie des

perturbations : les résultats de l’Appendice III s’appliquent immédiate-
ment aux intégrales de Feynman (26), la Proposition A-III 3.1 prouvant les
conjectures A, B tandis que la formule (Disc. 1) prouve la conjecture C
(malheureusement, la théorie des perturbations remplace par des constantes
les amplitudes associées aux vertex des graphes, camouflant ainsi les subti-
lités que mentionnait la remarque finale de la section précédente).
Nous nous étendrons davantage sur les arguments de compatibilité sui-

vants : les conjectures A, B énoncent des propriétés d’analyticité des ampli-
tudes, tandis que la conjecture C formule des relations intégrales entre ces
amplitudes ; il faut évidemment vérifier que celles-ci sont compatibles avec
celles-là : c’est ce que nous ferons de façon précise au Chapitre II. L’idée,
déjà évoquée à la fin du paragraphe 2.6, consistera à chercher les propriétés
analytiques des « intégrales d’absorption » (intégrales apparaissant dans la
conjecture C), en supposant connues, grâce aux conjectures A, B, C, les
propriétés analytiques de l’intégrand. Nous trouverons ainsi trois théo-

rèmes A, B, C dont la similitude frappante avec les conjectures A, B, C
posera d’intéressants problèmes de cohérence. C’est ainsi qu’une compa-
raison entre la conjecture C et le théorème C, fournissant l’égalité des
discontinuités d’une amplitude de diffusion et d’une partie absorptive,
nous conduira à constater l’absence de singularité de l’amplitude de diffu-
sion prolongée analytiquement le long d’un certain lacet (Paragraphe 11.3.2);
or un raisonnement purement topologique (calcul d’un groupe d’homo-
topie) nous montrera par ailleurs (Paragraphe II.3.3) que cette holomorphie
du prolongement analytique équivaut à l’holomorphie de l’amplitude
elle-même en des « points de Landau » où les oc1 ne sont pas tous positifs :
ainsi obtiendrons-nous un lien entre la conjecture C et le postulat, inclus
dans la conjecture A, de positivité des «l.

Bien sûr à ce stade nous sommes encore loin d’une preuve des conjec-
tures, et d’ailleurs un ingrédient physique essentiel a été négligé : il s’agit
de l’unitarité de la matrice S, d’où des physiciens de Cambridge ont réussi
récemment à « extraire » les règles de Cutkosky dans quelques cas parti-
culiers [2] [19] [20]. Grâce aux méthodes topologiques développées ici,
rien ne nous empêche en principe de faire la même chose dans le cas général,
si ce n’est l’extrême complexité combinatoire des relations d’unitarité.

(26) Sauf que, dans le cas des intégrales de Feynman, la « projection » étudiée
n’est pas « propre », ce qui soulève le problème des « singularités de Landau
de 2e type » (contours apparents « de l’infini »), sans parler de la question de la
convergence des intégrales.
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Mais même une fois cet écheveau débrouillé, nous n’aurions pas encore
démontré les conjectures, car la distance est grande entre déduire les pro-
priétés analytiques d’une intégrale de celles de son intégrand et trouver les
propriétés analytiques d’une solution d’équation intégrale. C’est en effet
à ce dernier type que s’apparente le vrai problème, qu’on peut formuler
ainsi : connaissant des relations intégrales entre les amplitudes - les
relations d’unitarité - et des propriétés d’analyticité « minimum» de
ces amplitudes - fournies par le « programme linéaire » de la théorie des
champs -, en déduire « davantage » d’analyticité (les conjectures A, B, C).
Ce problème est certainement difficile, si tant est qu’il soit soluble dans
l’état actuel d’avancement du programme linéaire (les seuls renseignements
dont on dispose pour le moment sur les amplitudes à N corps concernent
leur analyticité hors de la couche de masse).
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APPENDICE 0

THÉORÈME (1) : Soient une fonction C~ à support compact (disons dans
l’intervalle [0, 1 ]), F une distribution, valeur au bord d’une fonction f (z) analy-
tique dans un « demi-voisinage » complexe de [0, 1], demi-voisinage limité au
demi-plan supérieur.

Alors la fonction

tend vers zéro plus vite que toute puissance inverse de t quand t - + 00.

PREUVE : I ) Il suffit de démontrer que 03A6(t) ~ 0, et la rapidité de la décroissance
s’en déduira par intégration par parties.

Par exemple, pour en déduire que - 0 plus vite que lIt, il suffira de consi-
dérer l’expression

et de remarquer que les dérivées F’ et q/ satisfont aux hypothèses du théorème.

2) On peut toujours supposer que la fonction analytique f (z) tend vers zéro quand
z --~ 0 et quand z - 1 (dans toute direction transverse à l’axe réel).
En effet, puisque f (z) admet une valeur au bord distribution, elle est bornée

en module par une puissance inverse de la distance à l’axe réel :

et il suffira de la remplacer par la fonction analytique

tout en divisant par [x(x - 1 )jN + 1 (ce qui ne change rien au caractère C~ de
la fonction rp, dont le support ne contient pas les points 0 et I).

3) Pour prouver que - 0, mettons-nous dans les conditions de 2) et consi-
dérons la fonction

~ . ,.

1

où r est un arc joignant 0 et 1 dans le demi-plan supérieur, et transverse à l’axe
réel aux points 0 et 1. D’après le théorème de Cauchy, cette fonction est indépen-
dante de l’arc r choisi. Quand t ~ + oo, son intégrand tend uniformément vers
zéro sur le compact r :

(1) Ce théorème est probablement connu des analystes, mais je n’ai pas réussi
à le trouver dans la littérature. J’en dois la démonstration à une discussion avec
A. Martin, V. Glaser et J. Bros.
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D’autre part, F(t) est bornée polynomialement quand t - - oo : en effet,
F(t) peut être considérée comme transformée de Fourier de la distribution à
support compact xF (où x désigne la fonction caractéristique de l’intervalle [0, 1])
et c’est donc une fonction analytique à croissance polynomiale (bornée par
M(1 + 1 t f)N, où N est l’ordre de la distribution xF).
Pour achever la preuve, il suffit de remarquer que est le produit de convolu-

tion de F avec la transformée de Fourier cp de rp, et que 03C6 est une fonction intégrable
(d’ailleurs analytique) à décroissance rapide quand t -+ =f oo.

Pour montrer que l’intégrale de convolution

tend vers zéro quand t - --~- oo, on peut la découper en deux morceaux

Le premier morceau s’évalue ainsi :

expression qui tend vers zéro quand t - oo (intégrabilité de ( 1 + t j f)N 03C6(t)).
Le deuxième morceau s’évalue ainsi :

qui tend aussi vers zéro quand t - 00 (puisque F(t) tend vers zéro).

REMARQUE: 1 Au lieu d’une donnée (F, ç), considérons une famille de don-
nées (Fu, dépendant continûment d’un paramètre u. Alors la décroissance rapide
de ( Fu, eitx rpu(x) ) est uniforme en u sur tout compact.

PREUVE : Il suffit de vérifier l’uniformité des majorations qui ont servi à prouver
le Théorème.

COROLLAIRE : Si est à support compact dans l’ensemble des variables (u, x),
la propriété de décroissance rapide est vraie aussi pour la fonction
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- n .

CHAPITRE 0

QUELQUES PROPRIÉTÉS COMBINATOIRES
DES GRAPHES

Ce chapitre, formalisé à l’extrême, risque d’être irritant. Le lecteur

pourra se contenter de le parcourir rapidement (en regardant les images),
quitte à y revenir chaque fois qu’un point aura besoin d’être précisé.
La section 0.1 rappelle quelques notions classiques (cf. par exemple [1]),

dont les plus importantes sont celles de cycles (0.1.3) et de lois de conserva-
tion (0.1.4). Le paragraphe 0.2.2 rappelle la notion, fondamentale pour la
suite, de contraction (1), et s’inspire de la théorie des groupes pour proposer
une terminologie (« sous-graphes », « graphes-quotients », « extensions de
graphes ») et une notation (suites exactes de graphes) qui se révéleront très
commodes. Poursuivant l’analogie, on étudie les « extensions triviales » (0.3),
qui servent à bâtir les « produits fibrés » (0.4) : cette notion de produit fibré
jouera un rôle important au Chapitre II, en particulier dans l’étude des
« doubles discontinuités » où elle nous conduira à une formulation plus
générale des « relations de Cutkosky-Steinmann » (comme disent les spécia-
listes de la matrice S).
Mathématiquement parlant, il est vraisemblable que toutes ces notions

trouveraient leur place dans le cadre standard d’une « catégorie des gra-
phes », et c’est dans cet esprit que j’ai défini, au paragraphe 0.2.1, les

« homomorphismes de graphes » - mais je n’ai pas poussé plus loin dans
cette voie.

0.1. « Chemins », « cycles »
et « lois de conservation » des graphes.

0.1.1. Définition d’un graphe.

Un graphe consiste en la donnée de deux ensembles I (cc l’ensemble des
lignes ») et V (« l’ensemble des vertex ») et d’une application qui à chaque
ligne associe un couple de vertex appelés l’origine et .l’ extrémité de la

(1) Que beaucoup de physiciens ont l’habitude d’appeler « réduction ».
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ligne (2). On dit qu’une ligne i est incidente au vertex v si elle a ce vertex

comme origine ou comme extrémité (on dit aussi que le vertex v est incident
à la ligne i). L’ensemble des lignes incidentes au vertex v s’appelle l’étoile
de f.

Il sera commode dans la suite de considérer un graphe comme un ensem-
ble de chemins, ensemble muni d’une loi de composition associative, pas
partout définie : le composé c’c de deux chemins c et c’ sera défini si et

seulement si l’extrémité du chemin c coïncide avec l’origine du chemin c’
On définit l’ « inverse » c-1 d’un chemin c (chemin « parcouru en sens
inverse »), et les composés c-1c et cc-1 sont bien définis : on les identifie
respectivement à l’origine et à l’extrémité de c. L’intérêt de ce point de vue
est qu’on n’a pas besoin d’introduire l’ensemble des vertex, qui apparaît
comme un ensemble de chemins particuliers (« chemins nuls »).
Le lecteur peut sauter le paragraphe suivant, qui ne fait que mettre cette

idée en forme. Il faudra néanmoins en retenir une notation : l’écriture
i E v [resp. i-l E v] signifiera que la ligne i a le vertex v pour origine [resp.
pour extrémité].

0.1.2. Groupoïdes.

On considère un ensemble G, muni d’une loi de composition interne
associative, pas partout définie, notée multiplicativement.

ASSOCIATIVITÉ

La loi est dite associative si pour tout triple a, b, c ~ G tel que ab et bc
soient définis, (ab)c et a(bc) sont définis et sont égaux (notés abc). On en
déduit que si dans une suite ai, a2, ... an E G la composition de deux quel-
conques éléments consécutifs est définie, il existe un élément unique
~1~2 ’ ’ ’ an E G défini par la composition de tous les ak avec un arrangement
de parenthèses arbitraire.

UNITÉ

Un élément e E G est une unité si ea = a [resp. ae = a] toutes les fois
que ea [resp. ae] est défini.

(~) Pour les graphes avec lignes externes, c’est-à-dire où certaines lignes n’ont
pas d’origine, ou pas d’extrémité, on se ramènera au cas étudié ici en rajoutant
un vertex commun, le « vertex de l’infini », au bout libre de chaque ligne externe.



112 FRÉDÉRIC PHAM

ÉLÉMENT INVERSE

On dit que a’ est l’inverse de a (ou que a est l’inverse de a’) si aa’ et a’a
sont définis et sont des unités. L’unicité de l’inverse (s’il existe) est évidente,
car si a’ et a" sont inverses de a, l’élément a’aan est défini et égal à la fois
à a’ et à a" (utiliser l’associativité et la définition des unités).

DÉFINITION D’UN GROUPOÏDE (3)

Un « groupoïde » est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne, associative (pas partout définie), telle que tout élément a E G admette
un inverse, noté aw.

PROPRIÉTÉS DES GROUPOÏDES

i) Toute unité est sa propre inverse.

En effet, si e est une unité, est bien défini et égal à la fois à e (puis-
que ee-1 est une unité) et à e-1 (puisque e est une unité).

ii) Si ab est défini, b-l aw est défini et égal à (ab)-l.
La vérification que b-l a-1 est l’inverse de ab n’offre aucune difficulté

une fois qu’on sait qu’il est défini. Ce dernier point se démontre par applica-
tion répétée du critère d’associativité. On commence par remarquer que
(ab)bw est défini et égal à a. On en déduit que (ab)-l (ab)b-i est défini
et égal, d’une part à (ab)-la, d’autre part à b-l. Mais comme aa-1 est défini,
[(ab)-la]a-1 est défini, ce qui est le résultat cherché puisque (ab)wa = b-l.

iii) La propriété « ba-1 est défini », considérée comme relation entre élé-
ments a, b de G, est une relation d’équivalence; .

- elle est réflexive, puisque aa-1 est défini ;
- elle est symétrique, car si ba-1 est défini, abw l’est aussi d’après 
- elle est transitive : si ba-1 et cbw sont définis, l’associativité, jointe au

fait que b-lb est défini, montre que cb-1 c’est-à-dire ca-1, est défini.

Les classes d’équivalences définies par la relation iii) seront appelées des
vertex. L’appartenance de a à la classe v (en abrégé : a E v) s’exprimera en
disant que 1) est l’origine de a, ou l’extrémité de aw. Il résulte de cette con-
vention de langage que ab est défini si et seulement si l’extrémité de b coïncide
avec l’origine de a.

(3) Cette définition, assez classique, apparaît d’ordinaire dans le cadre plus
général de la théorie des « catégories » : cf. par exemple Ehresmann [5], Chap. Ier.
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Si aa est défini, c’est-à-dire si l’origine et l’extrémité de a coïncident,
on dira que a est un « lacet ».

iv) Tout vertex contient une unité et une seule.

Il en contient une : car si a E v, v contient l’unité a-ia, puisque (a-1a)a-l
est défini. Il en contient une seule : si v contient deux unités e et e’, e’e-i est
défini, mais d’après i), e-1 = e, donc e’e est défini, et égal à la fois à e
et à e’.

Grâce à iv), on pourra convenir d’identifier l’ensemble des vertex à l’ensemble
des unités du groupoide.

HOMOMORPHISMES DE GROUPOÏDES

On les définira de façon évidente, comme des applications 03C6 : G ~ G’
respectant la structure de groupoïde. Autrement dit,

1 ° si ab est défini dans G, est défini dans G’ et égal à 
2° cp(a-1).
Une conséquence évidente de 1 ° est que p transforme les lacets en lacets.

D’autre part, cp respecte la relation d’équivalence ii), et transforme donc
les vertex en vertex.

EXEMPLES DE GROUPOïDES

Un groupe est un groupoïde à un seul vertex. De façon générale, tout
groupoïde G peut être construit (de même que tout groupe) en se donnant
une famille 1 c G de générateurs du groupoïde et une famille de relations
entre ces générateurs (« relations de définition )) du groupoïde). Un graphe
est un groupoïde admettant une famille de relations de définition de la
forme (aa-1 = où a et b sont certains éléments de 1 ou de

Les éléments de 1 seront les lignes du graphe. Les éléments du groupoïde G
engendré par 1 seront les chemins du graphe.

0.1.3. Cycles.

Reprenons l’étude des graphes, en introduisant quelques autres défini-
tions.

- Un « lacet » (cf. 0.1.2) est un chemin dont l’origine et l’extrémité coïnci-
dent.
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- Un chemin c est « dirigé » s’il est de la forme i1i2 ... ip, avec les ik pris
dans 1 (et pas dans 

- Un lacet dirigé est appelé « circuit ».

Notons Z(I) le groupe abélien libre sur I : ses éléments sont des combi-
naisons linéaires formelles finies, à coefficients entiers positifs ou néga-

tifs, y = (n; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices i); on les appelle
/6l

des chaînes. En particulier, tout chemin c = i1~1i2~2 ... ip~p (ek = :f: 1)
définit une chaîne rc = 2: nii, où la somme porte sur toutes les lignes i

1

distinctes apparaissant dans le développement de c, avec n; égal à la somme
des ek affectés à la ligne i.
A tout vertex v E V on associera la fonction linéaire à valeurs entières

définie par

En particulier, si rc est la chaîne associée au chemin c, on voit que

Une chaîne y E Z(I) est appelée cycle si v*(y) = 0 Vv E V. L’ensemble
des cycles est évidemment un sous-groupe de I(I) : on le notera Z,~. Il est
facile de voir que ce sous-groupe peut être engendré par les chaînes rl asso-
ciées aux lacets 1 du graphe.

0.1.4. Lois de conservation.

Considérons l’ensemble de toutes les fonctions linéaires à valeurs

entières f : Z(I) - Z s’annulant sur tout cycle. C’est un sous-espace du

dual ZI de 7~(I) : « l’espace orthogonal à Z* ». On le notera V*.
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Dans le cas des graphes finis - le seul qui nous intéressera en pratique -
c’est-à-dire le cas où 1 est un ensemble fini, V* n’est pas autre chose que
l’espace linéaire engendré par toutes les fonctions v*, v E V. Or, dans ce cas,
1..1 peut s’identifier à Z(I), en particulier la fonction v* s’identifie à la combi-
naison linéaire formelle finie

que l’on peut interpréter intuitivement comme la « loi de conservation
du courant » au vertex v (en considérant chaque ligne comme porteuse
d’un « courant »). Pour cette raison, V* sera appelé l’espace des lois de
conservation du graphe.

Attention : Le fait que les espaces Z* et V* soient « mutuellement ortho-
gonaux » (dans le cas des graphes finis) ne veut pas dire que soit la

somme directe de Z* et V* : par exemple, pour le graphe

FIG. 1. - Cycles et lois de conservation du graphe
j

Z* est engendré par z* = i - j, V* par v* = i + j, et Z* @ V* n’est

qu’un sous-réseau du réseau Z(1, j) des points à coordonnées entières du
plan (cf. fige 1 ).
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0.2. Sous-graphes et graphes-quotients.

0.2.1. Homomorphismes de graphes.

Un « homomorphisme de graphes » est une application 03C6 : G ~ G’ de
l’espace des chemins de G dans l’espace des chemins de G’, respectant la
loi de composition : c’est donc un cas particulier de la notion d’ « homo-
morphisme de groupoïde » de 0.1.2. Une telle application ne transforme pas
forcément les lignes de G en lignes de G’ (cf. fig. 2), mais on sait (0.1.2)
qu’elle transforme vertex en vertex et lacets en lacets. D’autre part, elle
induit évidemment un homomorphisme des groupes de chaînes

FIG. 2. - Exemple d’homomorphisme de graphes :
la ligne est transformée en le chemin ba.

défini en associant à toute chaîne y = nli la chaîne = nl T"cp(i),
où r’p(1) désigne la chaîne associée au chemin 03C6(i) dans le graphe G’.
Cet homomorphisme ~ * transforme les cycles en cycles (puisque les cycles
sont engendrés par les lacets), de sorte qu’on pourra écrire

On en déduit, par dualité, un homomorphisme

Nous arrêtons là ces généralités pour nous consacrer exclusivement à
l’étude d’un type particulier d’homomorphismes de graphes, les « inclusions »
et les « contractions ».

0.2.2. Inclusions et contractions.

Une « inclusion de graphes », notée .. G’ &#x3E;- G, est un homomorphisme tel
que I’ cet r. ( I’ == identité. On dit alors que G’ est un sous-graphe de G.



117SINGULARITÉS DES PROCESSUS DE DIFFUSION MULTIPLE

Une contraction de graphes, notée K : G -» Gn, est un homomorphisme
tel que I &#x3E; In, K 1 lU = identité, et tel que K transforme toute ligne de C 16
en une unité (ligne nulle) de G". On dit alors que G" est un graphe-quotient
de G.

Il est facile de voir que pour tout graphe G, la donnée d’un sous-ensemble
quelconque l’ c 1 [resp. ln c I] détermine de façon unique (4) un sous-
graphe G’ [resp. un graphe-quotient G"] ainsi que l’inclusion [resp. la

contraction] correspondante : G’ est obtenu simplement en restreignant
à l’ les lois de composition de G; quant à G", son espace de chemins se
déduit de celui de G en « court-circuitant » toutes les lignes de f F.

Si ( I" = l’, on dira, au choix, que « la suite G’ &#x3E;1 G 2014» G" est exacte » ;
ou que « Gn est le quotient de G par G’ : G" = G/G’ » ; ou que « G’ est le
noyau de la contraction K : G’ = Ker K » ; ou que « G est une extension
de G’ par G" » ; ou que « G est une extension sur G", de noyau G’ » ; toutes
ces expressions sont naturellement empruntées à la théorie des groupes.

0.2.3. Suite exacte des cycles.

PROPOSITION : Toute suite exacte de graphes

induit sur les cycles une suite exacte de groupes

En effet, il est évident que Z~ est un sous-groupe de Z*. De même, il est
évident que K* est surjectif, car tout lacet de G" provient « par court-
circuit » d’un lacet de G. Enfin, un cycle de G est annulé par K* si et seule-
ment s’il se compose de lignes de l’, mais cela veut dire que c’est un cycle
de G’.

COROLLAIRE : Pour que Z* = Z~, il faut et il suffit que G’ soit un « arbre »
(on appelle « arbre » un graphe sans cycles (6)).

(4) Sauf si, dans le cas de la contraction, ( I" contient des composantes connexes
de G. Ces composantes connexes donnent des vertex de G", qu’on est libre de
laisser isolés, ou d’identifier à n’importe quel autre vertex de G".

(5) La notation - et -» pour les mono- et épi-morphismes est empruntée
à MacLane [24].

{s) Dans la littérature, on demande souvent aux « arbres » d’être connexes,
sinon on les appelle - naturellement - des « forêts ». 

’
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EXERCICE : Un arbre A, sous-graphe de G, est dit maximal dans G s’il
n’existe dans G aucun autre arbre le contenant. Vérifier que si G" est le

quotient de G par un arbre maximal, toutes les lignes de G" sont des lacets,
de sorte que Z * = 1(1"). Compte tenu du corollaire ci-dessus, on retrouve
ainsi la propriété bien connue que l’ensemble 1", complémentaire d’un arbre
maximal, définit une base du groupe des cycles de G (fig. 3).

FIG. 3. - Contraction dont le noyau est un arbre maximal.

0.2.4. Suite exacte des lois de conservation.

De la proposition ci-dessus, on déduit, par dualité, le

COROLLAIRE : 1 Toute suite exacte de graphes

induit sur les lois de conservation une suite exacte de groupes

0.3. Extensions triviales :
unions et bouquets de graphes.

3.3.i.

On dira qu’une suite exacte de graphes G’ ~ G » G" est scindée,
ou encore que G est une extension triviale de G’ et G", si l’on peut écrire
aussi une suite exacte

Plus généralement, on parlera de suite exacte scindée à droite, resp. à gauche
(et d’extension triviale à droite, resp. à gauche), si l’on a



119SINGULARITÉS DES PROCESSUS DE DIFFUSION MULTIPLE

Dans chacun de ces deux cas, la suite exacte de groupes abéliens (Z) se
scinde canoniquement (7), de sorte que Z* = Z~ Et) Z~. De même,
V* = V* (B V"*. Par conséquent, si l’on appelle « graphes équivalents»
deux graphes qui ont mêmes ensembles de lignes et mêmes groupes de
cycles (donc mêmes lois de conservation), on voit qu’une extension triviale
(à droite ou à gauche) de deux graphes donnés est unique à une équivalence
près (8).

0.3.2. Construction de toutes les extensions triviales de deux

graphes donnés

Tout couple de graphes (G’, G"), avec I’, I" disjoints, admet une extension
triviale évidente, à savoir leur « union » G’ u G", définie simplement par
l’union de leurs deux espaces de chemins.

Une autre extension triviale est le « bouquet » (fig. 4) G’ V G", qui se déduit

de l’union en identifiant un vertex v’ E V’ avec un vertex v" E V".

FIG. 4. - Bouquets de deux graphes.

Il résultera du paragraphe suivant que ce sont les seules exlensions tri-
viales possibles, si du moins l’un des deux graphes G’, G" est connexe

(rappelons qu’un graphe est dit « connexe » si tout couple de vertex peut
être joint par un chemin).

(1) Bien sûr, puisque (Z) est une suite exacte de groupes libres, elle est toujours
scindée, mais en général pas de façon canonique.

(8) Remarquons que cette notion « d’équivalence » est plus faible que la notion
« d’isomorphisme de graphes » que suggérerait 0.2.1. Par exemple, les deux graphes
de la figure 4 sont équivalents, mais leurs espaces de chemins sont complètement
différents.
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0.3.3.

Soit G’ ~ G ~~ G" une suite exacte scindée à droite, et supposons G’
r

connexe. Alors G est égal à l’union ou au bouquet de G’ et Gn (et par consé-
quent la suite exacte est scindée).

PREUVE : Considérons les images par ,/ et L" des vertex de G’ et G".
Si, pour tout couple de vertex (v’ E v’, vn E V"), t’V’ # évidemment

G = G’ u G". S’il existe un couple et un seul tel que = L"V", évidem-
ment G = G’ V G".

Il reste donc à montrer que si G’ est connexe, il ne peut pas exister deux tels

couples (v’1, VI), (v’2, v2). Et en effet, soient vi = = v"1 et v2 = r. v2 = L v2.
Comme G’ est connexe, il existe un chemin de G’ joignant v~ à ~2’ Donc,
par définition du graphe-quotient, K" = xn ~’v2, ce qui peut encore

s’écrire K = 1( de sorte que vi = v~ (car K r. = 1. Donc vi v
et puisque L’ et t" sont des inclusions, v~ = v;. Les deux couples sont donc
identiques.

0.3.4.

Demandons-nous maintenant ce qu’il advient du raisonnement précé-
dent quand G’ n’est pas connexe. On voit qu’il peut alors exister autant de
couples (v’, que G’ a de composantes connexes. Par conséquent,
G s’obtient en attachant à G" (chaque fois par l’opération « bouquet »)
certaines des composantes connexes de G’.

Considérons alors le graphe-quotient G" = G/Gn :

FIG. 5. - La suite exacte ( ~, x") est scindée à droite, tandis que la suite exacte ( i",
K"’) est scindée à gauche. G’ est une union, et G "’ un bouquet.
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On voit que G’’’ se déduit de G’ en identifiant entre eux tous les vertex qui
s’attachent dans G à une même composante connexe de G~; on a donc
deux cas possibles : ou bien G’ = G~ (et la suite exacte est scindée) ; ou
bien Gm est un bouquet. On peut donc résumer ainsi les résultats des para-
graphes 0.3.3 [sur la suite exacte scindée à droite (Y, et 0.3.4 [sur la
suite exacte scindée à gauche ( 4n, 

PROPOSITION : Si dans une suite exacte scindée à droite le graphe de gauche
n’est pas une union (c’est-à-dire s’il est connexe), ou si dans une suite exacte
scindée à gauche le graphe de droite n’est pas ufi bouquet, alors la suite est
scindée.

Voici maintenant une proposition fort utile, qui montre que la seule
connaissance des cycles suffit à décider de la trivialité d’une suite exacte.

0.3.5. PROPOSITION : Si G" n’est pas un bouquet, la condition nécessaire
et suffisante pour que la suite exacte G’ ?-~ G -» G" soit scindée à droite
est que la suite exacte des cycles soit scindée.

Nous avons déjà remarqué au paragraphe 0.3.1 que la condition était
nécessaire. Montrons la réciproque.

Dire que G" n’est pas un bouquet, c’est dire que dans chacune de ses
composantes connexes, le complémentaire de l’étoile de tout vertex est

connexe. Donc par tout couple de lignes ii, i2 de cette étoile passe un lacet
ne rencontrant l’étoile qu’en ces deux lignes. Mais puisque la suite exacte
des cycles est scindée, ce lacet de G" est aussi un lacet dans G, ce qui implique
que ii et i2 soient encore incidentes dans G à un même vertex. Par consé-

quent, G" est un sous-graphe de G, et la suite G’ ~ G ---~~ GH est scindée
à droite.
En combinant 0.3.4 et 0.3.5, on trouve la

0.3.6. PROPOSITION : Si le graphe de gauche n’est pas une union, et le
graphe de droite pas un bouquet, la trivialité de la suite exacte de graphes
équivaut à la trivialité de sa suite exacte des cycles.

0.4. Produits fibrés.

0.4.1. Définition du produit fibré.

Dans les chapitres suivants, les objets intéressants ne seront pas des
graphes considérés isolément, mais des graphes considérés comme exten-
sions sur un graphe donné Go. Soient donc G’ -&#x3E; Go et G" -» Go deux telles

ANN, iNsr. POINCARÉ, A-V t-2 9
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extensions. On dira qu’une contraction K : G -» Go est un produit fibré
des contractions K’ et K", ou que l’extension G est un produit fibré des exten-
sions G’ et G", si

1° G est une extension sur G’ et sur G~;
2° G = Ker K est une extension triviale de G’ = Ker K’ par G" = Ker K".

La situation « produit fibré » peut donc se représenter par un diagramme
exact

(où les inclusions en tirets sont définies par composition :

En considérant le diagramme exact des cycles qui s’en déduit par 0.2.3,
on voit aisément que l’homomorphisme K* : Z~ 2014~ Zo* est le « produit
fibré » (9) des homomorphismes K ~ : Z ~ ~ Zo~ et K:’: : Z ~ -~ Zo~. De même,
pour les lois de conservations, on a la proposition duale : l’inclusion

K* : 1 V: c V* est la « somme amalgamée )) (1°) des deux inclusions

K’* V’* et K"* : c V"*.

Il en résulte, comme au paragraphe 0.3.1, que le produit fibré de
deux contractions de graphes est unique à une équivalence près. Mais contrai-
rement à ce qui se passait au paragraphe 0.3.2, il arrive même - très souvent
- que ce produit fibré soit vraiment unique, ou qu’il n’existe pas. Nous
allons donner des critères constructifs permettant d’en décider.

(9) Le produit fibré Z* = Z~ n Z~ est le sous-groupe de Z~ x Z~ formé des
couples (z’, z") tels que x~z’ = cette valeur commune est par définition

x~, Z").
(1°) La somme amalgamée V* = V’* V V"* est Ie groupe-quotient de V’* EB V"*

par le sous-groupe des éléments de la forme (x’*v*, - x"*v*), v* E Vo. Autrement
dit (x’*v*, 0) et (0, x"*v*) représentent le même élément de V*.
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0.4.2. Construction du produit fibré.

Etant donné les deux contractions K’ et K", on connaît leurs noyaux G’
et G", et l’on connaît donc, grâce à la section 0.3, toutes les extensions

triviales G de G’ par G". Le problème de la construction du produit fibré,
se réduit donc au problème de construire une extension G de G par Go,
admettant G’ et G" comme graphes-quotients. Nous allons donner des

FIG. 6. - Produit fibré défini par une union.

conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une telle extension existe,
en supposant pour simplifier que les noyaux G’ et G" sont connexes : alors
ils se contractent chacun sur un vertex de Go. S’il s’agit de deux vertex
différents, on voit immédiatement qu’il existe un et un seul produit fibré,
défini comme extension de G’ u G" (et inversement, l’existence d’un produit
fibré comme extension de G’ u G" implique évidemment que G’ et G" se
contractent sur deux vertex différents de Go). Un exemple de cette situation
est la figure 6 (11).

(11) Cette figure, ainsi que toutes les suivantes, représente des graphes avec
lignes externes, du genre de ceux qui nous intéresseront dans les chapitres suivants.
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Nous supposerons donc dorénavant que G’ et Gp se contractent sur

un même vertex vo de Go, de sorte que le produit fibré, s’il est défini, l’est
nécessairement comme extension d’un bouquet.

Il est clair qu’on ne restreint pas le problème en oubliant toutes les lignes
de Go qui ne sont pas incidentes à vo. Soit donc Io l’étoile de vo dans Go.
Il sera plus commode de raisonner sur l’étoile « rayonnant vers l’exté-
rieur »

On déterminera complètement G en assignant à chaque élément a e Io
le vertex de G qui devra en être l’origine dans G.
Pour tout vertex v’ de G’, notons

et de même pour tout vertex vH de G",

FIG. 7. - Exemple où le produit fibré n’existe pas.
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PRoPosn7oN : Pour que le produit fibré soit féfini comme extension du
bouquet 6" V 6’~ il faut et il suffit que Io = Jâ. U J~~.

Le détail du raisonnement est laissé au lecteur. Indiquons seulement
l’idée de la construction : on assigne comme origine à tout élément de Jv.

FIG. 8. - Produit fibré unique, défini par un bouquet.

le vertex de G’ v G" qui en était l’origine dans G", et à tout élément
v’ ,v"

de J~,- le vertex qui en était l’origine dans G’; ces deux prescriptions coïnci-
dent sur l’intersection J;, n J;II, dont tous les éléments sont envoyés sur le
vertex v, « noeud du bouquet » (image commune de v’ et t?").
On pourra construire exactement autant de produits fibrés qu’il existe de

couples (v’, v") satisfaisant aux conditions de la Proposition. Souvent, il

n’existera pas de tels couples (fig. 7), parfois il en existera un seul (fig. 8),
parfois plusieurs (fig. 9).
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~ ~
FIG. 9. - Deux produits fibrés définis par des bouquets.

0.4.3. Contractions compatibles.

Vu l’importance que prendra cette notion dans les chapitres suivants,
il est bon d’avoir un mot pour dire que le produit fibré de deux contractions
existe. Nous dirons dans ce cas qu’elles sont compatibles.

Voici encore une définition utile : nous dirons qu’une contraction

K : G -» Go domine une contraction K’ : G’ --~&#x3E; Go si elle se factorise en
K : G 2014~ G’ -» Go. Il faut bien remarquer que l’existence d’une contrac-
tion dominant à la fois deux contractions K’ et K", c’est-à-dire l’existence
d’un diagramme

n’implique pas que K’ et K" soient compatibles (12).

(12) Par conséquent, la signification donnée ici au mot « compatible » est diffé-
rente de celle que lui donne Stapp [35].
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Un contre-exemple en est donné par la figure 10.

FIG. 10. - Les deux contractions K’ et K", bien « qu’incompatibles » (cf. fige 7),
sont dominées par une même contraction K.

CHAPITRE PREMIER

ÉTUDE TOPOLOGIQUE
DES ESPACES ASSOCIÉS AUX GRAPHES

Nous ne nous occuperons désormais que de graphes finis, avec lignes
externes, sans circuits (1) : l’absence de circuits permet de définir sur l’en-
semble des vertex (2) une relation d’ordre (partiel), liée physiquement à la
« succession causale » des événements que représentent ces vertex. Dans
ce chapitre, on associera à chaque graphe G de cette catégorie un espace
analytique ~(G), et à chaque contraction (3) K : G -» G’ une application
analytique (K) : ~(G’). Il s’agira toujours d’espaces analytiques

(1) Sauf ceux qui passent par le « vertex de l’infini ».
(2) L’ « ensemble des vertex » s’entendra désormais sans le vertex de l’infini.

Noter que la suppression d’un vertex ne modifie pas le groupe des « lois de conser-
vation ».

(3) On s’interdira de contracter des lignes externes. Le noyau de la contraction,
n’ayant ainsi aucune ligne externe, sera hors de la catégorie étudiée, et aucun
espace ne lui sera attaché.
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réels, mais il peut être intéressant de noter que certains résultats s’étendent
aux complex~és de ces espaces : on indiquera ceci par un (C) en marge;
pour éviter tout malentendu, on mettra un (IR) en marge des résultats

où la structure réelle joue un rôle essentiel.

1.1. Les espaces ~ (G ) et leurs applications.

Chaque ligne i d’un graphe G représentera une particule de masse mi &#x3E; 0.

Soit la nappe à énergie positive de l’hyperboloïde de masse corres-
pondant :

L’espace du graphe sera défini comme section de la « couche de masse »
= i par l’espace linéaire 8(G) exprimant la conservation de

=i

l’impulsion-énergie à chaque vertex :

est donc un ensemble analytique (4) réel ; ce sera même, sauf pour des
valeurs « exceptionnelles » des masses, une variété analytique, de dimension

3 1 1 - 4 dim V* = 4 dim Z* - 1 1 1 : en effet, soit o : 1

l’application qui au point pI associe la famille de nombres (s; = pi) ; pour
que l’ensemble analytique cr-1 1 ((mi)), dont est une composante connexe,
soit une variété, il suffit que le point (mi ) soit « valeur régulière » de l’appli-
cation cr, c’est-à-dire qu’il n’appartienne pas au « contour apparent » de cr,

qui est un ensemble maigre (5). Il est instructif d’écrire explicitement la condi-

(4) Et même une composante connexe de « variété» (variety) algébrique réelle ;
la structure algébrique interviendra peu dans les raisonnements qui suivent.

(5) C’est-à-dire un ensemble dont l’adhérence n’est nulle part dense; en effet,
o est une application polynomiale, de sorte que son ensemble critique est algé-
brique ; or la projection d’un ensemble algébrique est semi-algébrique (théorie de
l’élimination); ainsi, le contour apparent est un ensemble semi-algébrique, mais,
d’après le théorème de Sard [32], il est de mesure nulle, de sorte qu’il doit être
contenu dans un sous-ensemble algébrique propre de ~ ~ I ~ .
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tion : les (pi) satisfaisant aux lois de conservation peuvent s’écrire

pi = où (zk E Z*) est une base du groupe des cycles de G, les pk
k

étant des variables indépendantes ; on a donc = 2pizk(i), et la condi-
tion pour que le point (p;) soit critique, c’est-à-dire pour que le rang de la
matrice Il 1/ soit inférieur à se traduit par l’existence de para-
mètres 03B1i non tous nuls tels que

1.1.1. Exemple.

Considérons un graphe « sans structure interne », formé de lignes externes
incidentes à un seul vertex v; z * est engendré par tous les couples de
lignes i, j combinées ainsi : v*(i)i - v*( j)j. Les équations (L) signifient donc
que tous les pi sont proportionnels entre eux, ce qui n’est possible que si la
somme des masses entrantes est égale à la somme des masses sortantes.
On voit sur cet exemple que les valeurs « exceptionnelles » des masses

sont très souvent réalisées en physique, et en particulier pour tous les

graphes sans structure interne décrivant des processus de diffusion élastique.
Nous nous autoriserons néanmoins du caractère « exceptionnel » de ces
singularités pour les exclure de notre étude, ayant toujours la ressource de
les étudier par passage à la limite à partir de valeurs « régulières » des
masses.

1.1.2. Les applications 

De 0.2.4, il ressort en particulier que pour toute contraction K : G -» G’
l’espace V’* des lois de conservation de G’ est inclus dans l’espace V* des
lois de conservation de G. Par conséquent, la projection canonique de

l’espace euclidien sur le sous-espace euclidien 1R4I’ (1 ::J I’) induit une
projection

et, par restriction aux couches de masse, une application analytique
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(R) PROPOSITION : f(K) est une application propre (~).
La preuve utilisera le

LEMME (évident) : Pour qu’un sous-ensemble fermé K c ~(G) soit

compact, il faut et il suffit que toutes les énergies pi soient bornées quand (p;)
parcourt K.

PREUVE : Soit G = Ker K le noyau de la contraction K. Il suffit de démon-

trer que le fait pour les énergies pi’ (i’ E I’) d’être bornées entraîne la même
propriété pour les énergies p° (i E I, ensemble des lignes de G). Soit v E V
un vertex maximal pour la relation d’ordre causal du sous-graphe G. La
propriété est évidente pour toutes les lignes de G incidentes à v, car les
énergies (positives ! ) de toutes ces lignes interviennent avec le même

signe dans la loi de conservation du vertex v. Enlevant ces lignes, on recom-
mence avec le sous-graphe de G ainsi obtenu, etc.

1.1.3. Produits fibrés.

Des considérations de 0.4.1, on déduit facilement que le « foncteur » lf
« commute aux produits fibrés », c’est-à-dire transforme le produit fibré
des contractions de graphes en produit fibré des applications d’espaces (7) :
autrement dit, si Ki : Gi -» Go et K2 : G2 -» Go sont deux contractions
compatibles, et si Ki A K2: Gi A G2 -» Go désigne leur produit fibré,
on a

1.2. Singularités des applications 
Pour étudier les singularités de l’application - ~(G’), on

pourra considérer l’espace 6(K)-i (~(G’)), qui est un espace fibré de

(6) C’est-à-dire que l’image réciproque de tout compact est compacte.
0 Rappelons la définition du produit fibré f A g : X A Y2014~Tde deux appli-

cations f : X - T et g : Y - T : X A Y est le sous-espace de X x Y formé des
couples (x, y) tels que = g(y) ; cette valeur commune t est par définition
(/A g) (x, y). Il résulte de cette définition que ( f A g)-l(t) = x g-l(t) :
« la fibre est le produit des fibres » (c’est là l’origine du vocable « produit fibré »).
Evidemment (fg)(XY)=f(X)~g(Y) : « l’image est l’intersection des
images ».
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base ~(G’), à fibre euclidienne, dans lequel la sous-variété J(G) est donnée

par les équations ~ 2014 ~ == 0, i E I. En appliquant alors la formule (L)
de l’Appendice I, on trouve que l’ensemble critique de est donné par
l’élimination des paramètres 03B1i non tous nuls entre les équations

(c’est-à-dire les mêmes équations que (L), mais relatives aux lignes i et aux
cycles z du sous-graphe G, noyau de la contraction). Les équations (L) sont
les « équations de Landau ». L’image de l’ensemble critique [« contour appa-
rent » de sera appelée lieu de Landau (8) de la contraction K, et ses
points seront les « points de Landau ».
On notera r(K) l’ensemble critique, et L(K) le lieu de Landau.

1.2.1. Étude des points critiques de corang i.

Les points critiques de corang 1 sont ceux pour lesquels l’espace vectoriel
des (xJ solutions de (L) est à une dimension. Nous nous posons le problème
du caractère « générique » de ces points critiques. Il sera commode, dans un
premier temps, d’oublier les contraintes de masse pour le graphe « but » (9) G’,
c’est-à-dire d’étudier les singularités de l’application

avec ~f(G) == n 8(G) (contraintes de masse pour le sous-graphe G
seulement). Il suffira ensuite de remarquer que notre principal résultat

(la règle 1.2.3 ci-dessous, relative au « type Si » de la singularité), reste

valable après restriction à la couche de masse, en vertu de la Remar-

que A.1.3.2.

Première question à se poser : est-ce que la « condition de transversalité »
de l’Appendice 1 est satisfaite ? D’après les formules de cet Appendice, la
non-transversalité pour un point critique de corang 1 se traduit par l’exis-

tence de quadrivecteurs Vk non tous nuls et de scalaires 3, tels que

(8) Ou variété de Landau, chaque fois qu’il s’agira en effet d’une variété au sens
de la topologie différentielle.

(9) Remarquez que les équations (L) ne font pas intervenir explicitement le
graphe but G’.
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où (zj) resp. (z)k est une base de Z* resp. Z*.
En posant W; = £ on transforme ces équations en

où les quadrivecteurs Wi sont astreints à satisfaire les lois de conservation
du sous-graphe G (de façon à assurer l’existence des Vk).
Tâchons de tirer de ces équations quelques règles simples.

(C) 1.2.2. Règle valable pour les contractions « périphériques ».

Une ligne i du sous-graphe G, noyau de la contraction K : G -» G’,
sera dite « périphérique » s’il existe un cycle z E Z* n’ayant que la ligne i
en commun avec G. Supposons que toutes les lignes de G soient périphé-
riques (exemple : fig. 11; contre-exemple : fig. 12). Alors, si tout cycle de G
contient au moins une ligne i telle que 03B1i  0, la condition de transversalité
est satisfaite.

FIG. I 1. - Exemple de contraction
dont toutes les lignes sont périphériques.

FIG. 12. - Exemple de contraction
dont aucune ligne n’est périphérique.
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En effet, raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe un système de

quadrivecteurs Wi non tous nuls et de scalaires satisfaisant 

D’après + = 0 pour toute ligne périphérique 1, c’est-à-dire

pour toute ligne. Reportant cela dans ( Trs 1), 2, on trouve fi;p/ = 0, et comme
les masses sont supposées non nulles, P/ = 0, de sorte que l’on doit avoir

0 Montrons que cette condition entraîne l’existence d’un

cycle de G où tous les ce; sont nuls, contrairement à l’hypothèse.
En effet, soit G" le sous-graphe (non vide) de G, ensemble des lignes

où W; # 0. Comme les Wi devaient satisfaire les lois de conservation de G,
ils devront aussi satisfaire celles de G", ce qui n’est possible (puisque W; # 0
sur G") que si G~ a au moins un cycle.

REMARQUE : On peut se demander si la règle 1.2.2 admet une réciproque,
c’est-à-dire : quand il existe un cycle de G dont tous les « ; sont nuls, la condi-
tion de transversalité est-elle nécessairement violée ?

La réponse est oui si ce cycle n’a pas plus de trois lignes (et peu importe
que la contraction soit périphérique ou non). Mais pour un cycle de plus
de trois lignes, un contre-exemple est fourni par la figure 13 : sur cet exemple,
il est facile de fabriquer un point critique où o~o~? 7~ 0, mais où

«i = «~ = «3 = «4 = 0, avec les quatre vecteurs pi, ~ 7~ jp4 linéairement

indépendants ; comme la contraction est périphérique, le raisonnement

de 1.2.2 montre qu’il faudrait prendre Ws = W6 = W7 = 0, de sorte que
les lois de conservation fourniraient l’égalité entre les quatre premiers W;
(au signe près); mais puisque pi, p2, 7? s, p4 sous-tendent tout R4, il serait

alors impossible de satisfaire sur les quatre premières lignes à la fois.

1

FIG. 13. - Illustration de la remarque 1.2.2.

(R) 1.2.3. Règle valable pour une contraction quelconque.
Si oci &#x3E; 0 Vi E I, et si tout cycle de G contient au moins une ligne où &#x3E; 0,

alors la condition de transversalité est satisfaite. De plus, le point critique est
« ordinaire », « d’indice transverse » nul.
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En effet, puisque Z * c Z*, les conditions devraient être satisfaites

afortiori sur Z*. En remplaçant dans zi par zk, faisant le produit sca-
/

laire de l’équation obtenue par Vk, et sommant sur k, on obtient, compte

tenu de (Trs)2 :/ ).

Or les W; sont, d’après (ïrs)L des vecteurs du genre espace. L’équation
ci-dessus n’est donc possible que si = 0 sur toute ligne, et le raisonne-
ment se poursuitcomme pour la règle 1.2.2, prouvant la transversalité.
Or on a utilisé seulement les conditions restreintes à Z~, conditions

restreintes qui expriment justement (Remarque A.L3.1) le caractère « excep-
tionnel » d’un point critique. Le point critique est donc bien ordinaire.
Quant à l’affirmation sur « l’indice transverse nul », elle résultera du fait,

démontré au paragraphe suivant, que l’espace lf(G) se projette d’un même
côté de son contour apparent.

(R) 1.2.4. Convexité de près d’un point critique « efficace »
Un point critique sera dit « efficace » (en anglais : « relevant ») si les

équations de Landau y sont satisfaites par un système de paramètres tI.. &#x3E; 0.
c

Soit donc pI E un point critique efficace, de corang quelconque, et
choisissons un système («l &#x3E; 0) de solutions des équations de Landau en

c

ce point. Considérons sur 6(G) la fonction linéaire, nulle au point pI :

Restreinte aux nappes positives des hyperboloïdes de masse 
pÎ &#x3E; 0), cette expression n’est jamais négative. Donc l’hyperplan { t(pI) = 0 }
« supporte » l’espace ~’(G). D’autre part, cet hyperplan est évidemment
« vertical » (fig. 14), c’est-à-dire que son équation ne dépend que des coor-
données de la « base » 8(G’) (1°). Sa projection sur 8(G’) « supporte » donc
également tout le contour apparent de 

Remarquez que la différentielle de la fonction t au point pl, qui s’écrit

n’est autre que le covecteur « horizontal » co = 7t* e de l’Appendice I (A.I.l).
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On obtient ainsi, outre le résultat local énoncé à la fin de la règle 1.2.3

{cc l’indice transverse du point critique est nul»), un résultat global : la

projection de J(G) est tout entière située d’un même côté du contour apparent.

FIG. 14. - Convexité du contour apparent.

On obtient aussi des limitations très sévères sur les points critiques de
corang &#x3E; 1 : s’il existe une solution ((x, &#x3E; 0) des équations de Landau,
toute solution suffisamment voisine sera aussi positive de sorte que le raison-
nement précédent fournit, pour un point critique de corang r, une famille
à r - 1 paramètres d’hyperplans supportant le contour apparent. Ainsi,
toute singularité de corang &#x3E; 1 est en forme de « coin » (cf., par exemple,
fig. 18). Or cette forme n’est pas du tout celle des singularités « génériques »
de Thom (dont la définition est rappelée dans l’Appendice I) : on voit donc
que les singularités de corang &#x3E; 1 des graphes de diffusion multiple « ont
quelque chose de bizarre » ; nous en reparlerons dans la section 1.3.

1.2.5. Résumé et conclusions.

Nous venons de définir un « point critique efficace » comme un point
où les équations de Landau sont satisfaites par un système de paramè-
tres «; &#x3E; 0 ; si de plus le corang est 1 (c’est-à-dire si les ce; sont uniques à un
facteur près), et si tout cycle de Ker K contient au moins une ligne i où n’est

pas nul, le point critique sera dit « principal ». L’image d’un point critique
efficace [resp. principal] sera un « point de Landau efficace » [resp. prin-
cipal].
De tout ce qui précède, il faut essentiellement retenir ceci :
1 ° tout lieu de Landau efficace borde l’image de 
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2° tout lieu de Landau principal est une variété de codimension 1, corres-

pondant à une situation de type S/ de Thom : l’expression « type Si » résume
le fait que le point critique est de corang 1, transversalement critique et
ordinaire; cette situation est décrite en détail dans l’Appendice 1 (A.1.2);
le ~ rappelle que « l’indice transverse » du point critique est nul.
Concluons par une remarque triviale, qui montre l’intérêt de la notion

de « lieu de Landau principal » étant donné un point de Landau efficace,
on peut toujours trouver une contraction dont il est point de Landau principal.
En effet, soit Ki : Gi -» Go une contraction ayant ici comme point criti-
que efficace. Supposons que les équations de Landau puissent être satis-
faites au point xi par un système de «1 dont certains s’annulent, les autres
restant positifs (un tel système existe toujours pour un point de corang &#x3E; 1,
comme nous le verrons au paragraphe 1.3.2). En contractant toutes les
lignes de G1 où ces (Xi s’annulent, on obtient un graphe G2 (dont on vérifie
sans peine qu’il est sans circuits), ce qui fournit un diagramme de contrac-
tions

tel que x~ = soit point critique efficace de Ks. Si le point x2 est
de corang &#x3E; 1, on peut lui réappliquer le processus qui doit s’arrêter au
bout d’un nombre fini d’étapes, puisque Gi n’a qu’un nombre fini de lignes.
Au bout du compte, on se trouve en présence d’un diagramme de contrac-
tions

u

tel que xn = soit point critique de corang 1, à tous stricte-

ment positifs, donc point critique principal, de la contraction Kn.

1.3. Composition des singularités.

La composition de deux contractions
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donne naissance à un diagramme commutatif d’applications

auquel on peut essayer d’appliquer l’analyse de l’Appendice II.

1.3.0. Le contour apparent d’une variété de Landau est un lieu
de Landau.

Soit L(x’) c un lieu de Landau principal de K’. C’est une variété

(provenant, d’après 1.2.3, d’une situation de type 6~), et puisque la

projette sur ~(Go) il est naturel d’en chercher le contour apparent.
Si nous nous plaçons en dehors de l’ensemble critique r(Ko), la sec-

tion A.11.3, nous apprend que le contour apparent du lieu de Landau L(K’)
coincïde avec le lieu de Landau L(03BA’0). De plus, si L(K¿) est lieu de Landau
principal de Ko, l’application ;1’( Ko) 1 L( K’) est de type (A.11.2).

Reste à étudier le cas ou L(K’) rencontre l’ensemble critique r(Ko). On
dira dans ce cas qu’on a affaire à une intersection effective des lieux de
Landau L(Ko) et Les paragraphes suivants sont consacrés à l’analyse
de différents cas d’intersection effective.

1.3.1. Cas du corang i : « contact effectif » de deux lieux de
Landau 

Le cas le plus simple d’intersection effective est la situation décrite dans
la section A.11.4 sous le nom de « singularité (Si o S1)1 0. Rappelons que
dans l’espace but les lieux de Landau consistent alors en deux varié-

tés Lo, L~ de codimension 1 tangentes entre elles le long d’une variété

Ao = LQ n L~ de codimension 2. Pour cette raison, on dira qu’on a affaire
à un « contact effectif » des lieux de Landau L(Ko) et L(03BA’0). Pour plus de détails,
cf. fig. 15.

(11) Il serait plus conforme à l’usage de réserver à ce cas le nom « d’intersection
effective » (en anglais : « effective intersection »). Nous préférons le terme plus
spécifique de « contact effectif », gardant au terme « d’intersection effective »
un sens plus large.

ANN. INST. POINcARÉ, A-V I -2 10
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Comment reconnaître en pratique que cette situation est réalisée ? On
sait déjà, d’après 1.2.3, que les applications et sont de type si
toutes les fois qu’on a affaire à des singularités principales. Maintenant,
pour s’assurer que l’application composée est bien de type (Si o 
il faut vérifier d’une part la condition de transversalité :

(Trs) L(K’) et r(Ko) se coupent transversalement; d’autre part, la condi-
tion sur le corang :

(Crg 1) t(K¿) - ou, de façon équivalente, L(K’) - est de corang 1.
Avant d’expliciter la condition de transversalité, précisons un peu les

notations.

Soient Go, G’, G~ les noyaux de Ko, K’, x~

et Io, Zo*, I’, Z’*, etc., les ensembles de lignes et les groupes de cycles corres-

pondants (IQ = Io u l’ et Z~* est une extension sur Zo*, de noyau Z~).
Les ensembles critiques r(Ko) et r(K’) sont donnés par les équations de
Landau

r(K.) :

Quant à la variété de Landau L(K’), image de r(K’), on peut se la donner
par une équation locale 1(K’) ayant pour différentielle au point considéré

Précisons en quel sens l’expression ci-dessus détermine d/(K’) : une base (ah)
de Z~ peut être choisie comme union d’une base (2~) de Z~ (« noyau »)
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et d’une famille (zi) de cycles donnant par contraction une base (2y) de Z*
(« quotient ») :

si l’on remplace, dans l’expression ci-dessus, dpi’ par son développement
et si l’on tient compte des équations de Landau, on voit que

h

les termes du « noyau » ne contribuent pas, de sorte qu’on peut écrire

Muni de ces expressions, on est prêt à écrire la condition de transversalité :
par un raisonnement analogue à celui de 1.2.1, et qui sera laissé en exercice
au lecteur, on trouve que la négation de cette condition se traduit par l’exis-
tence de quadrivecteurs Vk non tous nuls et de scalaires ~3i tels que

où zok parcourt une base de Zo*.
Sans tenter une exploitation détaillée de ces équations, contentons-nous

d’indiquer un cas évident où elles ne peuvent pas être satisfaites, et où,
par conséquent, la condition de transversalité est remplie : c’est le cas où
il existe une ligne i’ E I’, périphérique pour la contraction composée x~ (cf. 1.2.2
où a été défini le mot « périphérique »), telle que # 0. En effet, il y aurait

alors un cycle zj pour lequel la première des équations (TÀ) s’écrirait

= 0, ce qui est impossible si pi’ = m2i’ ~ 0.

EXEMPLE : Les contractions composées de la figure 16 (étudiées en détail
dans [19] [20]) remplissent évidemment le critère de « périphérisme »
ci-dessus. Par conséquent, toute intersection effective de corang 1 sera bien
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un contact effectif : la figure 16 a produira la situation représentée sur la

figure 1 5 a et la figure 16 b la situation représentée sur la figure 15 b.

15 a. - Cas général dim dim 

FIG. 15 b. - Cas particulier dim = dim 1.

FIG. 15. - Contact effectif de deux lieux de Landau L(Ko) et L(t~).
Traits pleins : partie efficace de L(K~); tirets : partie inefficace de L(~); pointillés :

L(KO). Zone ombrée : image de zone hachurée : image de 

FIG. 16. - Exemples de contractions donnant lieu à des contacts effectifs: la
figure 16 a correspond à la figure 15 a, et la figure 16 b correspond à la figure 15 b.

PROBLÈME OUVERT : Peut-on trouver des cas de contractions composées
où la condition de transversalité est violée ?

1.3.2. Corang 2 : commentaires généraux.

Le cas du corang 2 est plus difficile à étudier.
Les arguments de convexité de 1.2.4 nous ont déjà conduits:à remarquer

qu’une singularité de corang 2 n’est certainement pas « générique » au sens
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de l’Appendice I. Les mêmes arguments nous montrent que ce n’est pas
non plus une « singularité stable d’application composée » au sens de
l’Appendice II (la fig. 38 n’est pas convexe).
Pour chercher l’origine de cette bizarrerie, oublions le diagramme trian-

gulaire du début de cette section, et considérons simplement une contrac-
tion Ko : G’ -» Go, ayant un point critique x’ de corang 2, et « strictement
efficace », c’est-à-dire que les équations de Landau y admettent une solu-
tion &#x3E; 0 l~) : autrement dit, le « plan des ( a~ 0 . ~ » (sous-espace

vectoriel à deux dimensions de IR 11~ défini par les solutions des équations
de Landau) « rencontre le premier q uadrant » de fR11¿ 1. Ce premier quadrant
découpe alors sur lui un certain « secteur » (fig. 17) dont chacun des deux

FIG. 17. - Plan des ce; pour un point critique
« strictement efficace » de corang 2.

bords est défini par l’annulation d’un certain nombre de x.,. On peut alors,

comme au paragraphe 1.2.5, contracter ces deux systèmes de lignes, et les
contractions K’, K’ ainsi définies s’insèrent dans un diagramme carré

tel que les images x et x de x’ dans ~(G) et ~(G) soient des points critiques
efficaces de Ko et Ko, qu’on peut supposer de corang 1 (par le raisonnement
du paragraphe 1.2.5). Alors x’ est nécessairement critique (de corang 1)
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pour les contractions K’ et 1 (sinon son corang pour Ko ne serait pas 2
mais 1).

Toute cette discussion fait soupçonner pourquoi la classification des

types topologiques de « diagrammes triangulaires d’applications », entre-

prise dans l’Appendice II, n’est pas adaptée à notre problème des points
critiques de corang 2 : il faudrait plutôt étudier les types topologiques de
diagrammes carrés commutatifs, et même de diagrammes plus compliqués,
dans la mesure où le plan des rencontre encore d’autres « hyperplans

de coordonnées » (nécessairement en dehors du premier quadrant : par
exemple le plan a3 = 0 de la fig. 17), définissant peut-être d’autres singula-
rités (non efficaces).

Voilà de bien horribles détails. A titre d’amusement, j’ai représenté
sur la figure 18 ce que je crois être une forme « stable » du contour apparent
pour un diagramme carré du type précédent : cette figure est fabriquée en
« agglutinant » deux répliques de la figure 38, et l’on voit d’un coup d’oeil
qu’elle a bien les propriétés de convexité voulues.

FIG. 18. - Surfaces de Landau
pour un diagramme carré du type 1.3.2.

Les deux plans formant les « pans » du « toit » sont L(Ko) et L(Ko). La surface
opaque est la partie efficace de L(~). La zone d’ombre qu’elle enferme est
l’image de ~(K~.

EXERCICE PROPOSÉ : Le diagramme carré de la figure 19 est parmi les plus
simples à admettre des points critiques de corang 2. Voir à quoi ressem-
blent ses lieux de Landau (attention : il se trouve que sur cet exemple les
points de Landau de corang 2 sont en même temps critiques pour l’applica-
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tion qui fait passer de l’espace Y(Go) à « l’espace des invariants » ; on aura
donc dans l’espace des invariants une image incorrecte de la « vraie »
situation).

FIG. 19. - Diagramme carré de contractions.

1.3.3. Corang 2 : cas du « croisement effectif ».

Un exemple particulièrement simple de singularité de corang 2 est fourni

par le diagramme de contractions du paragraphe 1.3.2 lorsque K~ est le

produit fibré de Ko et xo. Supposant qu’on ait affaire à des singularités
principales de Ko et Ro, on peut profiter des remarques du paragraphe I.1.3
sur les produits fibrés pour décrire entièrement la situation : le lieu de

Landau L(Ko) forme un « dièdre » dont chacune des deux « faces » est « la
moitié » d’une des variétés de Landau L(Ko), L(Ko); ces deux variétés se
coupent transversalement (cela résulte par exemple des arguments de

convexité); l’image de est le domaine enclos à l’intérieur du dièdre;
cf. figure 20. Avec les notations de A.II.4, cette situation peut être caracté-
risée, pour l’un quelconque des deux diagrammes triangulaires qui la compo-
sent, par le fait que = yp. Autrement dit, la variété de Landau L(K’)
est l’image réciproque par de la variété de Landau L(Ko).

Cette situation sera baptisée « croisement effectif » des lieux de Lan-
dau L(Ko), L(Ko). Je voudrais essayer de montrer qu’elle caractérise le pro-
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FIG. 20. - Croisement effectif

de deux lieux de Landau L(Ko) et L(KO).

Tirets : L(Ko); pointillés : L(KO); traits pleins : L( K¿).
Zones hachurées : images de et 

Zone quadrillée : image de 

duit fibré. En effet, soit I(K’) une équation locale de la variété de Lan-
dau L(K’). On a vu au paragraphe 1.3.1 que sa différentielle pouvait s’écrire

Dire qu’on a affaire à un croisement effectif, c’est dire que sur tout L{K’),
cette différentielle ne dépend que des coordonnées de la « base » et

pas de celles de la « fibre » cela se traduit par la condition

qui doit être vérifiée sur tout L(K’), c’est-à-dire pour tous x/~ p~. solutions
des équations de Landau

sans oublier les contraintes sur les Pi’ exprimant leur appartenance à 
Oubliant provisoirement ces contraintes, et posant ai’ = on voit

que tout système de quadrivecteurs (7,-) « orthogonal » à Z~ doit être
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« orthogonal » à Z~* [ I’ (restriction de Z~* au sous-ensemble de lignes l’).

Compte tenu de l’inclusion évidente Z~* [ I’, ceci montre que

Z~ = Z* 7’, c’est-à-dire que la suite exacte de groupes

est scindée. Par conséquent (Proposition 0.3.6), il en est de même de la suite
exacte de graphes

-, ... .,...,

de sorte qu’on a bien affaire à un produit fibré.
La seule faille du raisonnement réside donc dans l’oubli des contraintes

supplémentaires entre les (~) : Zo~ ) 1 l’ pourrait être strictement plus grand
que Z~ si ces contraintes supplémentaires fournissaient justement les rela-
tions manquantes. Or,

1 ° il me semble que seules des valeurs « exceptionnelles » des masses
pourraient permettre de tirer de ces contraintes des relations linéaires à
coefficients entiers entre les (a1~);
2° même si, pour des raisons pratiques (existence des processus élastiques),

on ne peut pas se permettre d’exclure ces valeurs exceptionnelles des masses,
il me paraît fort improbable qu’on puisse obtenir des relations linéaires à
coefficients entiers qui coïncident justement avec les relations de

Ces deux points demanderaient vérification.

1.3.4. Remarque : un produit fibré n’a pas de lieux de Landau
principaux.
En effet, on vérifiera facilement que L(Ko A Ko) ne comprend que des

points de corang &#x3E; 2 [en particulier les points de L(Ko)] ou bien des
points où les ai s’annulent sur un cycle.

CHAPITRE II

ANALYTICITÉ DES AMPLITUDES DE DIFFUSION
ET D’ABSORPTION

Nous entrons maintenant dans le vif du sujet : l’analyticité de la matrice S.
Il s’agit d’étudier la cohérence mathématique du système de conjec-
tures A, B, C de l’Introduction, en allant le plus loin possible dans le sens
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d’une preuve de ces conjectures. Quelques complications surgiront du fait
des graphes à lignes multiples, complications dont la signification physique
a déjà été expliquée dans l’Introduction (fin de la section 3). L’étude de
ces complications sera reportée au chapitre suivant : au cours du présent
chapitre, tous les graphes seront supposés n’avoir que des lignes simples.

II.1. Analyticité des amplitudes de diffusion.

n.i.1.

Il sera commode de symboliser un « processus élémentaire » Il - I2
par son graphe Go (graphe connexe, sans lignes internes : cf. fig. 21), et de
noter S(Go) (au lieu de (pJ21 SI |pI1 )T) l’amplitude de ce processus élémen-
taire : c’est une distribution sur la variété ~(Go) et une valeur au bord de
fonction analytique si l’on en croit les conjectures A, B.

FIG. 21. - Graphe d’un processus élémentaire.

Considérant maintenant, plus généralement un graphe de diffusion mul-
tiple G (à lignes simples !), nous appellerons « amplitude du processus de
diffusion multiple », et nous noterons S(G), le produit des amplitudes des
processus élémentaires associés à chaque vertex de G. Il résulte immédiate-
ment des conjectures A et B que ce produit de distributions est bien défini
comme distribution sur la variété ~(G), étant lui-même une valeur au bord
de fonction analytique; on peut ainsi donner des conjectures A et B l’énoncé
général suivant :

CONJECTURE A. - La distribution S(G) est égale à une fonction analy-
tique sauf sur les lieux de Landau efficaces de toutes les contractions sur G.

CONJECTURE B. - Au voisinage d’une variété de Landau efficace, la

distribution S(G) est valeur au bord d’une fonction, analytique en dehors
de la complexifiée de cette variété de Landau, valeur au bord prise suivant
le détournement { Im / &#x3E; 0 ~, où / est une équation locale de la variété de
Landau, choisie de façon que 1 &#x3E; 0 au-dessus du seuil.
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II.I.2. Remarque.

Le détournement ainsi défini au voisinage des points « lisses » de Landau
(Introduction, note p. 12) s’étend facilement aux intersections de variétés
de Landau. S’il s’agit de variétés en position générale, la construction est
automatique, d’après A.III.1. S’il s’agit d’un contact effectif (L3.1), on profite
du fait que le dessus du seuil pour les deux variétés tangentes se trouve « du
même côté » (fig. 15). Avec la convention de l’Appendice III de figurer un
détournement par un « champ de vecteurs »transverse au variétés dont on se
détourne, cela donne les figures 22 et 23. Dans le cas d’un contact effectif,
on remarquera qu’il suffit de se détourner de l’une des variétés pour être
automatiquement détourné de l’autre au voisinage de l’intersection.

FIG. 22. - Détournement au voisinage d’une intersection
en position générale.

FIG. 23. - Détournement au voisinage d’un contact effectif.

11.2. Analyticité des amplitudes d’absorption.

fl.2. I.

Soient Go le graphe d’un processus élémentaire, et G un graphe de
diffusion multiple se contractant sur Go :



148 FRÉDÉRIC PHAM

Nous appellerons « intégrale d’absorption associée au processus de diffusion
multiple G », et nous noterons Ac, la fonction définie sur au-dessus

du seuil du processus G, par l’intégrale

où l’intégration sur la « fibre » (pie) se fait avec la mesure « cano-
nique » définie dans l’Introduction (2.6) (1).
A priori, on ne sait pas si l’intégrale a un sens, puisque S(G) n’est pas

une fonction mais une distribution. Cependant, cette distribution est une
valeur au bord de fonction analytique suivant un certain détournement
complexe (Conjecture B). Par conséquent, si ce détournement peut être
choisi compatible avec l’application (A.III.2), pourra être

définie comme intégrale sur la fibre détournée (rappelons que la fibre est
compacte, d’après la Proposition I.1.2). Dans ce cas, non seulement l’inté-
grale aura un sens, mais ce sera même une fonction analytique de pI0 (A.III. 3).

D’après l’Appendice III (A.III.2.2), les « mauvais » points plu, ceux
où AG(PItJ) pourra être singulière, sont les valeurs critiques de l’applica-
tion restreinte aux différentes « strates » que définissent les lieux singu-
liers de l’intégrand S(G). Commençons l’inventaire de ces strates.

o) Strates de dimension maximale.

Ce sont des ouverts de ~(G). Leurs contours apparents donnent les
lieu x de Landau de la contraction Ko.

i) Strates de codimension 1.

Elles consistent essentiellement en variétés de Landau principales de toutes
les contractions K’ : G’ -» G. Les contours apparents de ces variétés de
Landau ne sont autres, d’après 1.3.0, que les variétés de Landau des contrac-
tions composées K¿ : G’ £» G ~&#x3E; Go.

ii) Strates de codimension 2.

Considérons une contraction K’ : G’ --» G ayant’une singularité du type
« croisement effectif » (1.3.3), et soit la strate de codimension 2

correspondante, intersection des deux variétés en position générale L~, L’
constituant le lieu de Landau de K’. On sait qu’un croisement effectif corres
pond à une singularité de corang 2, c’est-à-dire que le noyau de l’application

(l) Io désigne bien entendu l’ensemble des lignes du graphe Go.
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cotangente est à deux dimensions, et il est facile de voir que ce noyau
n’est autre que l’espace cotangent transverse à 1B’. Il en résulte que le contour
apparent de A’ n’est autre que le lieu de Landau de la contraction composée

Bien sûr les lieux singuliers de Landau définissent toutes sortes de strates
de codimension 2, autres que les strates de croisement effectif. Considérons

par exemple les strates de « contact effectif ». D’après la Remarque II.1.2,
il sumt de se détourner de l’une des variétés en contact pour être automati-

quement détourné de l’autre, dans un voisinage de la strate de contact;
par conséquent, toutes les constructions de l’Appendice III peuvent être
refaites sans se soucier de l’existence de ces strates de contact, qui ne peuvent
créer aucune obstruction à la construction de détournements.

Considérons maintenant une strate de croisement non effectif, par exemple
une strate d’intersection de deux variétés de Landau en position générale ne
pouvant pas être considérées comme lieux de Landau d’une même constrac-
tion. On montrera (I.3.4, Théorème D) que la « double discontinuité »
autour de telles variétés de Landau est nulle. Il en résulte, grâce à la for-
mule (Disc. 2) de l’Appendice III, que l’intégrale d’absorption n’est pas
discontinue autour du contour apparent de la strate de croisement : si les

formules de discontinuité sont prises « au sens des distributions » (A.III.3.4),
cela suffit à prouver le caractère non singulier de ce contour appa-
rent.

iii) Etc. : des raisonnements analogues pourraient être bâtis pour les
strates de codimensions supérieures, en définissant des « croisements effectifs
de trois lieux de Landau », etc.

L’analyse esquissée ci-dessus conduit au :

THÉORÈME A : L’intégrale d’absorption AG est bien définie, et égale à une
fonction analytique, au-dessus du seuil de G en dehors des lieux de Landau
de toutes les contractions x~ « dominant » Ko, c’est-à-dire de toutes les contrac-
tions pouvant se factoriser en K~ : G’ ~}&#x3E; G S» Go (2).

(2) Ce théorème correspond à peu près au « strong hierarchical principle » de Pol-
kinghorne et al. Ceux-ci se sont aperçus récemment [21] que leur « strong hier-
archical principle » était faux, mais c’est parce qu’ils en avaient donné un énoncé
trop restrictif, ne considérant que les lieux de Landau principaux de K~.
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On peut même préciser cet énoncé en rajoutant :

n.2.2.

Les seuls points de Landau de x~ où AG soit singulière (points de Landau
cc efficaces pour l’intégrale d’absorption » ) sont ceux pour lesquels &#x3E; 0

pour toute ligne i’ du noyau de la contraction K’.
Montrons-le.

Dans le cas i), on a une variété de Landau L’ (de la contraction x’), dont
on considère le contour apparent. Celui-ci se calcule comme au Chapi-
tre 1er le contour apparent de la seule différence est qu’en plus des

équations p ô = m ô on doit considérer l’équation proprement dite de la
variété de Landau, l’ = 0; l’ensemble critique est donc défini par l’existence
de paramètres C1..ie tels que la forme différentielle

s’annule quand on la restreint à la fibre (Io désigne l’ensemble des lignes
du noyau de Ko); or la différentielle dl’ [ou plutôt son image réciproque dans
l’espace source ~(G’)] est donnée par l’expression

(F = ensemble des lignes du noyau de K’), de sorte que la forme différen-
tielle ci-dessus s’écrit tout bonnement

(1§ = l’ u Io = ensemble des lignes du noyau de et permet bien de

retrouver, comme prévu, les équations de Landau de la contraction compo-
sée h~. La précision supplémentaire II.2.2 résulte alors simplement du fait
suivant : seule est singulière pour l’intégrand la partie de L’ correspondant
au x ~ 0 (Conjecture A pour la contraction K’).

Dans le cas ii), le raisonnement est analogue, mais avec deux variétés
de Landau L~ et L; ; l’ensemble critique de A’ == L~ n La est défini par
l’existence de paramètres (X~ ~2, tels que la forme différentielle
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s’annule quand on la restreint à la fibre ; or + expression
générale d’un covecteur transverse à 1B’, peut aussi s’écrire

où (oc~) est un élément bien déterminé de l’espace vectoriel à deux dimen-
sions des («~-) satisfaisant les équations de Landau de K’. On retombe donc,
là encore, sur l’expression

La précision supplémentaire II.2.2 résulte du fait suivant : d’après A.III.2.2,
on n’a pas à considérer tout l’ensemble critique de 11’, mais seulement la

partie correspondant et 03BB’2 &#x3E; 0; autrement dit, le covecteur + 03BB’2dl’2
doit appartenir au « premier quadrant » (fig. 22); mais ce « premier
quadrant » peut justement être défini par les conditions x1- &#x3E; 0 V i’ E I’.

II.2.3. Détours « naturels ».

L’Appendice III ne nous apprend pas seulement que l’intégrale est

analytique en dehors des contours apparents. Il nous dit aussi comment

sont reliées les différentes fonctions analytiques que séparent ces contours
apparents. Nous pouvons énoncer ainsi le

THÉORÈME B : De part et d’autre d’un lieu de Landau Lo de la contraction

composée 03BA’0 : G’ £» G &#x3E;» Go (lieu supposé efficace pour l’intégrale
d’absorption AG) les deux fonctions analytiques se déduisent l’une

de l’autre par prolongement analytique en franchissant L~ par un petit détour

complexe { Im 10 &#x3E; 0 }, où IQ est une équation locale de L~ choisie de façon
que

v v

Un tel détour sera appelé détour naturel pour l’intégrale d’absorption AG.
Plus généralement, on appellera chemin naturel pour l’intégrale d’absorp-
tion AG un chemin « presque réel )) qui évite les lieux de Landau efficaces
de AG par des détours naturels.
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Il faut remarquer que tout chemin naturel pour l’intégrale d’absorption
est également naturel pour l’amplitude de diffusion : en effet, parmi les lieux
de Landau efficaces de l’intégrale d’absorption (ce;, &#x3E; 0) figurent en parti-
culier tous les lieux de Landau efficaces de l’amplitude de diffusion ~«~, 0 &#x3E; 0),
et la façon d’éviter ces derniers lieux est la même, que l’on considère le
Théorème B ou la Conjecture B. Comme conséquence de cette remarque, la
formule de discontinuité

vraie (d’après la Conjecture C : Introduction, § 2.6) un peu au-dessus d’un
seuil principal Lo de Ko, peut être prolongée analytiquement le long de tout
chemin naturel pour AG, définissant le prolongement analytique de 
le long d’un tel chemin.

DANGER

Il ne faut pas oublier que parmi les singularités de AG figurent en général
tous les lieux de Landau de la contraction Ko elle-même (11.2.1 0)). D’après
la Remarque A.III.3.2, il n’existe « en général » aucun détour qui soit naturel
pour AG au voisinage de tels lieux, de sorte que ceux-ci ne pourront être
franchis par aucun chemin naturel. Ce fait semble impliquer l’existence
possible, au-dessus du seuil de Ko, de domaines qu’aucun chemin naturel
ne pourrait relier à un seuil principal Lo de Ko. Dans de tels domaines, il
semble difficile, sinon impossible, d’interpréter l’intégrale d’absorption
comme discontinuité de l’amplitude de diffusion.

II.2.4. Remarque.

Pour les lecteurs qui ont entendu parler des « singularités de Landau
de 2e type » (provenant de « pincements à l’infini » du cycle d’intégration),
insistons sur le fait que ces « singularités de 2e type » n’existent pas pour les
intégrales d’absorption dans le domaine où nous les avons définies, c’est-à-dire
au-dessus du seuil. La raison en est que l’application est propre (L 1.2),
circonstance essentielle qui nous a permis d’appliquer la Proposi-
tion A.III.2.2. Cela cesse d’être vrai si l’on essaie de prolonger analytique-
ment AG en dehors de son domaine primitif de définition (par exemple
au-dessous du seuil), car le cycle d’intégration se déforme en devenant
complexe et la complexifiée de n’est pas propre.
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11.3. Discontinuités des amplitudes.

11.3.1. Discontinuités des intégrales d’absorption.
Soit Le; une variété de Landau de la contraction composée

efficace pour l’intégrale d’absorption AG. Nous allons calculer, autour

de 4, la discontinuité de cette intégrale d’absorption, en supposant que
l’application est de type de façon à pouvoir utiliser facilement les
résultats de A.III.3. 3.

Puisqu’on a affaire à une singularité de type Si , on peut parler du dessus
et du dessous du seuil, et définir, comme dans l’Appendice III, les prolonge-
ments analytiques de l’intégrale d’absorption au-dessus du seuil : A t; obtenu
par un détour « imaginaire positif » et AG par un détour « imaginaire
négatif » (fig. 24). On doit distinguer deux cas, suivant que c’est le premier
détour ou le second qui est naturel pour AG : on dira dans le premier cas
qu’il y a concordance, et dans le second qu’il y a discordance. Par exemple,
il y a concordance lorsque L~ est singularité principale de K$. Un exemple
de discordance apparaîtra dans II.3.3. Reprenons l’analyse des différents
cas de II.2.

FIG. 24. - Prolongements analytiques de l’intégrale d’absorption.

Cas i).

Lo est le contour apparent de L’, variété de Landau principale de ,,’.

Puisqu’on a affaire à une variété de Landau principale, l’application ~(K’)
est de type si; mais il en est de même, par hypothèse, de et aussi

par conséquent (A.11.3.2) de L’. On notera ~’ la « cellule évanoui.s-
sante », boule de (pIe) définie par l’ &#x3E; o.

S’il y a concordance, la formule (Disc. 2)-r de l’Appendice III donne :

ANN. INST. POINCARÉ, A- VI-2
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Or la discontinuité Disc(L’) S(G) se calcule aisément par la conjecture C :
il faut noter que puisque L’ est singularité principale de K’, le noyau de K’
est nécessairement connexe, et se contracte donc sur un seul vertex de G)
de sorte que parmi tous les processus élémentaires qui composent G,
seul celui que représente ce vertex est discontinu autour de L’ ; en lui appli-
quant la Conjecture C, on trouve

où eK’ est la « sphère évanouissante », fibre de l’application (cette sphère
s’évanouit quand pI vient sur L’, c’est-à-dire justement sur le bord de la
cellule 

A~ 2014 AG est donc donnée par une intégrale itérée sur la boule ~ « fibrée »
par la sphère eK’, sphère qui s’évanouit sur le bord de la boule : on voit
immédiatement que le résultat de cette « fibration » n’est autre que la

sphère (fig. 25)

FIG. 25. - « Fibration » de la cellule ~* par la sphère ~’ .

Ainsi, dans le cas de la concordance
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S’il y a discordance, la formule (Disc. 2)- de l’Appendice III donne :

où i/ désigne la classe d’homotopie d’un petit lacet positif autour de L’,
et mi l’action de ce petit lacet sur l’intégrand. L’intégrand ainsi modifié
peut s’écrire

où *6)’-1 désigne l’action, sur l’homologie de la « fibre » (pI), du
lacet de la « base » L’. Sur une classe évanouissante, cette
action consiste simplement en un changement de signe :

où dim K’ désigne la dimension de la fibre (cf., par exemple [29],
Chap. V, n° 2.6).

Ainsi, dans le cas de la discordance,

c

Cas ll)
Le; est le contour apparent de ~1’ - L~ n Lz, intersection de variétés de

Landau principales des contractions 03BA’1 : G’1 -» G et x2 : G’2 -» G (qui admet-
tent K’ : G’ -» G comme produit fibré).

Fie. 26.2014Cellule~ ~.m
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Cette fois, la cellule évanouissante est bordée par les deux varié-

tés L’1, La (fig. 26) : c’est le sous-ensemble de la fibre (PL) défini

par /i ~ 0, ~ ~ 0.
S’il y a concordance, la formule (Disc 2)+ de l’Appendice III donne

La double discontinuité qui figure sous l’intégrale sera calculée dans 11.3.4.
On trouvera (3)

e03BA’1 et e03BA’2 sont les « sphères évanouissantes », fibres de (03BA’1) et (03BA’2) [leur pro-
duit est la fibre de ~(K’)] : l’une s’évanouit sur L~, l’autre sur L~. On trouve
ainsi que AG est donnée par une intégrale itérée sur la cellule 1

fibrée par le produit des deux sphères e"2, dont chacune s’évanouit sur
l’un des deux bords L’1, Lg de la cellule : là encore, on voit aisément que le

résultat de cette « fibration » n’est autre que la sphère e03BA’0 = 
fibre de la contraction composée

S’il y a discordance, la formule (Disc. 2)- de l’Appendice III donne :

Le lacet agit sur la sphère e"1 en la multipliant par (-)dim ~:~ t 1, tandis
que le lacet w2-1 multiplie e"~ par (~) ~~2* La formule finale diffère
donc du cas concordant par le signe 

(3) Ce résultat est trivial à démontrer lorsque G~ et G~ se contractent sur deux ver-
tex distincts de G : il suffit d’appliquer la Conjecture C successivement à ces
deux vertex.
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Cas iii), etc. : le raisonnement serait analogue.
En résumé, nous pouvons énoncer le

THÉORÈME C : Soit L’0 une variété de Landau de la contraction compo-
G’ "» G Go, efficace pour l’intégrale d’absorption AG, et prove-

nant d’une situation de type Si . La discontinuité de l’intégrale d’absorption
au-dessus de L’0 est donnée, dans le cas concordant, par l’expression

et dans le cas discordant par la même expression multipliée par K’+l.

II.3.2. Comparaison des discontinuités.

Nous avons déjà noté (I.2.3) que si une variété de Landau L~ de la
contraction composée K~ : G’ 2» G Ko» Go est efficace pour l’amplitude de
diffusion S(Go), elle l’est a fortiori pour l’intégrale d’absorption AG. Mais
en plus, nous savons maintenant que ces deux fonctions ont la même disconti-
nuité autour de L~, pourvu que L~ soit singularité principale de K¿ : en effet,
la Conjecture C et le Théorème C affirment que

où l’on a noté AG (au lieu de A~) la détermination « naturelle » (il y a
« concordance ») et (au lieu de AG) la détermination « opposée ».
Cette égalité des discontinuités mérite qu’on en cherche les « raisons pro-
fondes » en effet, si l’on savait la démontrer directement, on aurait, grâce
au Théorème C, une preuve par récurrence de la Conjecture C (« par récur-
rence » dans la mesure où la preuve du Théorème C suppose la Conjecture C
vraie pour la contraction K’). Essayons.

Rappelons que l’interprétation de l’intégrale d’absorption comme
discontinuité de l’amplitude de diffusion

vraie au voisinage d’une variété de Landau principale Lo de Ko (Conjec-
ture C pour la contraction Ko), se prolonge le long de tout chemin natu-
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rel (IL2.3). Pour étiqueter les différentes « déterminations de fonctions

analytiques » qui entrent en jeu, il sera commode de définir des lacets
évitant les lieux de Landau (ou plutôt des « classes d’homotopie de lacets »).
Commençons par nous placer au voisinage de la variété de Landau com-
plexifiée Lo, que nous entourerons d’un « petit lacet positif » (défini par
exemple dans une droite analytique complexe transverse à Lo), puis allon-
geons ce lacet en déplaçant son point de base le long du « chemin naturel »
choisi. Si a o désigne ce lacet, et Xo*S(Go) la détermination de S(Go) obtenue
par prolongement analytique le long de Ào, l’intégrale d’absorption peut
s’écrire

Supposons que le chemin naturel nous ait conduits un peu au-dessus de L~,
et profitons-en pour entourer Lo d’un « petit lacet positif » L’égalité
des discontinuités s’écrit

En substituant (a) dans (b), on tire

équation d’ailleurs équivalente à (b) si l’on admet (a) (c’est-à-dire si l’on
admet la Conjecture C pour la contraction K).

Ainsi, à condition de savoir démontrer (c), la Conjecture C pour la contrac-
tion composée x~ se déduit de la Conjecture C pour les contractions compo-
santes Ko et K’.

La figure 27 représente les divers lacets dans le cas le plus simple, celui
où le chemin naturel n’a pas à franchir d’autres lieux de Landau que Lo’
On voit que si l’axe réel à droite de Lo est pris comme « coupure »
(1 - (1,§.Ào)*)S(Go) peut s’interpréter comme la discontinuité de S(Go)
sur la coupure (à droite de L’0).

-v

FIG. 27. - Les lacets Xo et ao (en tirets).

En pointillés : un lacet homotope à Ào.
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La relation (c) équivaut alors à dire que cette discontinuité est égale,
aussi bien à droite qu’à gauche de L¿, à l’intégrale d’absorption. Sous cette
forme, il devrait être possible de déduire (c), et par conséquent la Conjec-
ture C, de « l’unitarité de la matrice S » (4).

II.3.3. Ramification au voisinage d’un contact effectif.

Pour continuer notre étude de la « ramification des amplitudes » (façon
dont elles se modifient sous l’action de divers lacets), plaçons-nous dans la
situation décrite dans 1.3.1 : un « contact effectif» des lieux de Landau L( Ko),
L(K¿). La figure 28 reprend la figure 15 et définit, à l’aide de deux sections
par des droites ~, S, quatre lacets Xo, a~, Ào, ~o- Dans la section E, la situa-
tion est exactement celle du paragraphe précédent (la courbe en traits pleins
est variété de Landau principale de Par contre, la section ~ traverse

une partie inefficace du lieu de Landau L¿, de sorte que

FIG. 28. - Construction de lacets au voisinage d’un contact effectif.

Or, si l’on calcule le « groupe fondamental » (premier groupe d’homo-

topie) de l’espace complexe privé des deux variétés complexes Lo, L~, on
s’aperçoit (cf. [29], Chap. V, n° 3.3) que les quatre lacets ci-dessus ne sont
pas indépendants, mais satisfont aux relations

(4) C’est évident par exemple si G est un « graphe d’unitarité » tandis que G’
ne l’est pas : la relation d’unitarité prend alors la même forme à droite et à gauche
de L¿. L’exemple étudié par Landshoff et Olive dans [19] entre dans ce cas (fig. 16 b).
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En particulier, ~ = ~.Ap, de sorte que la formule de ramification
ci-dessus peut s’écrire

ou encore

c’est-à-dire exactettzent l’équation (c), clef de la Conjecture C. Ainsi, l’équa-
tion (c) équivaut, au voisinage d’un contact effectif, à la propriété de non-
ramification autour de la partie inefficace du lieu de Landau. Compte tenu
de ce que nous avons dit au paragraphe précédent, nous voyons donc

qu’au voisinage d’un contact effectif (Lo, L~), la Conjecture C pour la partie
efficace de 4 d’une part, et le caractère non singulier (5) de la partie inefficace
d’autre part, sont deux propriétés équivalentes, si l’on admet la Conjecture C
pour les contractions « composantes » Ko et K’.

Remarque sur la « discordance ».

La partie inefficace de L~ au voisinage du contact effectif offre un exemple
de situation « discordante » au sens de IL 3.1. En effet, c’est une situation

de type et si lô est une équation locale de L¿ positive au-dessus du seuil
(c’est-à-dire à droite sur la fig. 28), sa différentielle s’écrit

avec  0 pour tout f E 1’; c’est donc le détour Imlo  0 qui est ({ naturel »
pour l’intégrale d’absorption AG- -

II.3.4. Doubles discontinuités.

Considérons deux contractions

(5) « Non-ramification o implique « non-singularité )) si les formules de ramifi-
cation sont prises au sens ~ des distributions : cf. A.nI.3.4.
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dont les variétés de Landau principales Lo, Lo se coupent en position géné-
rale. Supposant qu’aucun autre lieu de Landau ne se trouve dans ce voisi-
nage, nous nous intéresserons à l’action, sur l’amplitude de diffusion S(Go),
du groupe fondamental local de l’espace complexifié, -Lo u 1.:0):
c’est un groupe libre commutatif à deux générateurs W, c~ (lacets tournant
autour de Lo Nous savons déjà calculer les « discontinuités simples » :
d’après la Conjecture C,

Nous nous intéresserons maintenant à la double discontinuité (1 - ~*)
(1 - et principalement à la question de savoir quand cette double
discontinuité est nulle. On pourrait songer à appliquer les résultats des

paragraphes précédents sur l’analyticité de l’intégrale AG, mais nous obtien-
drons des résultats beaucoup plus complets par une étude directe.

Il s’agit donc de savoir comment le lacet m modifie l’intégrale d’absorp-
tion

A priori, on pourrait imaginer deux sources possibles de modification :

10 une déformation du cycle d’intégration obligé de « fuir » devant
les singularités de l’intégrand ;

20 un changement de détermination de l’intégrand lui-même.

Nous allons voir que la première possibilité est exclue ici.
En effet, l’intégrale d’absorption est définie, un peu au-dessus du seuil

principal Lo, comme intégrale sur le cycle eKo réel, non détourné, et ceci

est vrai aussi bien « à droite » « qu’à gauche » de Lo (fig. 20), puisque rune
comme l’autre de ces régions est bordée par le seuil principal Lo. D’autre
part, comme Lo n’est pas lieu de Landau pour la contraction Ko, il existe
un « chemin naturel pour l’intégrale d’absorption » (II.2.3), qui, fran-
chissant Lo par un petit détour complexe, transforme le cycle d’intégra-
tion eKe à gauche de Lo en le cycle d’intégration e~~ à droite. Mais comme ces
deux cycles sont réels et que les lieux singuliers qu’ils doivent éviter sont
invariants par conjugaison complexe, le chemin complexe conjugué fera
aussi bien l’affaire. On voit ainsi, en parcourant l’un de ces deux chemins

puis l’autre en sens inverse, que le lacet c~ agit trivialement sur le cycle
d’intégration



162 FRÉDÉRIC PHAM

Reste la seconde possibilité : le lacet 6) change la détermination de l’inté-

grand. Mais cela signifie que l’intégrand est singulier sur (Lo),
donc qu’il existe une contraction K’ : G’ -» G ayant (Lo) comme lieu
de Landau principal : on reconnaît là la définition du « croisement effectif »
des lieux de Landau Lo, Lo. Dans ce cas,

où w’ est la classe d’homotopie d’un « petit lacet » autour de

En appliquant la Conjecture C à l’intégrand, on trouve une intégrale itérée
sur la sphère eKo fibrée par la sphère Cette fibration est triviale, et peut
se représenter par le produit de sphères eKo x eKo, fibre de l’application
composée 
Tout ceci peut se résumer par le

THÉORÈME D : 1 La double discontinuité autour d’un croisement effectif
s’écrit

où le cycle d’intégration n’est autre que la fibre de l’application compo-
sée fibre homéomorphe canoniquement au produit des deux sphères
évanouissantes e03BA0, e03BA0.

Autour d’un croisement « non effectif », la double discontinuité est nulle.

Dans la mesure où la notion de « croisement effectif» implique celle de
« produit fibré » (cf. 1.3.3), la deuxième partie du Théorème D admet le

COROLLAIRE : I Si les contractions Ko et Ko sont incompatibles, la double
discontinuité est nulle.

Il s’agirait là d’une généralisation intéressante de ce que les spécialistes
appellent relations de Cutkosky-Steinmann [27]. C’est pourquoi je pense
qu’IiI vaudrait la peine d’approfondir la discussion de 1.3.3, d’autant plus
que nous aurons besoin de ces relations à la fin du chapitre III.



163SINGULARITÉS DES PROCESSUS DE DIFFUSION MULTIPLE

CHAPITRE III

SEUILS ÉLASTIQUES
ET GRAPHES A LIGNES MULTIPLES

Un « processus élastique» est un processus élémentaire dont les particules
entrantes sont les mêmes que les particules sortantes. En particulier, les
masses initiales et finales sont les mêmes, et cette égalité des masses donne
lieu à quelques bizarreries. Nous en avons mentionné une au Chapitre Ier,
à savoir le caractère singulier de l’espace d’un graphe ayant un vertex
élastique. En voici une autre, très liée à la précédente : dans un graphe à
lignes multiples (fig. 29 a), si l’on « insère » au milieu d’une ligne multiple
un vertex élastique (fig. 29 b) le graphe obtenu a les mêmes lieux de Landau (1)

FIG. 29. - Insertion d’un vertex élastique dans une ligne multiple
(le vertex élastique est figuré par un rond en pointillés).

que le graphe initial; en effet, les équations de Landau imposent aux impul-
sions-énergies de la ligne multiple d’être proportionnelles entre elles, et le
caractère élastique du vertex inséré oblige alors les impulsions-énergies
entrantes de ce vertex à être égales aux sortantes (d’après la conservation de
l’impulsion-énergie). Intuitivement, ce phénomène peut être rapproché de
la remarque concluant la section 3 de l’Introduction : une ligne multiple
représente des particules voyageant ensemble, et insérer un vertex élastique
signifie faire interagir ces particules.
Après quelques remarques sur la topologie des processus élastiques (III.1),

(1) Le lecteur peut se demander comment on définit l’ensemble critique et le
contour apparent d’un ensemble analytique singulier - comme l’est l’espace
du graphe après insertion du vertex élastique. Posée sous cette forme générale, la
question est délicate (cf. cependant [29], Chap. IV). Mais ici il suffit de prendre
les « équations de Landau » comme définition.
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nous indiquerons (II.2) comment la Conjecture C doit être modifiée pour
les graphes à lignes multiples. Dans la section 111.3, nous verrons comment
l’existence des processus élastiques oblige à remanier les raisonnements
du Chapitre II sur la cohérence mathématique des conjectures, et comment
la Conjecture C modifiée satisfait justement aux nouveaux critères de

cohérence.

111.1. Étude topologique des seuils élastiques.

111.1.1. Seuils normaux et seuils élastiques.

On appellera « contraction normale » une contraction dont le noyau consiste
en une ligne multiple 1 (fig. 30). Les équations de Landau d’une telle contrac-
tion disent simplement que tous les E 1 sont proportionnels. Par consé-

quent, le lieu de Landau s’écrit pÎ - désigne la variable
i ~ I

externe égale à la somme des Pi, i E I. Un tel lieu de Landau est appelé

FIG. 30. - Contraction normale.

seuil normal. L’analyse générale, faite au Chapitre Ier, des lieux de Landau
principaux s’applique en particulier aux seuils normaux, montrant que
ceux-ci sont des variétés de codimension 1, qu’au-dessous du seuil la fibre
est vide tandis qu’au-dessus elle est homéomorphe à une sphère (2), etc.

Cependant, cette analyse avait exclu les valeurs « exceptionnelles » des
masses, pour lesquelles l’espace du graphe n’était pas une variété. Or de
telles valeurs « exceptionnelles » sont justement réalisées par les « contractions
élastiques », c’est-à-dire les contractions normales où la ligne multiple I,
noyau de la contraction, a pour origine ou pour extrémité un vertex élasti-
que I - I (fig. 31). Bien sûr, ce cas est facile à étudier directement. Si 1 dési-

(2) Pour les seuils normaux, c’est vrai partout au-dessus du seuil, et pas seule-
ment dans un voisinage : c’est une conséquence du fait qu’une contraction nor-
male n’a pas d’autres lieux de Landau que ses lieux de Landau principaux.
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gne l’ensemble des lignes externes i ncidentes au vertex élastique, le « seuil

élastique » LI est donné par l’équation

FIG. 31. - Contraction élastique.

dont la seule solution réelle, sur la couche de masse est la « diagonale »
Di, définie par la proportionnalité de tous les p;, i E I. Cette diagonale est un
lieu de points singuliers quadratiques pour l’ensemble analytique c omplexe ~
défini par l’équation ci-dessus. De façon imagée, on peut dire qu’un modèle
local pour Ei s’obtient en « suspendant » (le long de la diagonale) une
« sphère de rayon nul )).
Remarquons que par définition de la diagonale, Di c D, V J c I. Autre-

ment dit, tout point réel du seuil élastique Si appartient aussi aux seuils
élastiques « partiels » V J c I. Ainsi, même pour une étude locale de la
ramification des amplitudes, il est en principe impossible de considérer
un seul seuil élastique, en oubliant l’existence de tous les autres. Heureuse-
ment, les choses sont plus simples en pratique, comme va le montrer l’étude
qui suit ( 3).

III.1.2. Groupe fondamental local au voisinage des seuils

élastiques.
Soit 1 un ensemble de particules entrantes - ou sortantes - d’un pro-

cessus élémentaire. On supposera pour simplifier les notations que toutes
les masses sont égales à 1, et l’on notera MI la « couche de masse complexe »

(3) Il pourra sembler au lecteur que nous compliquons les choses à plaisir en
travaillant « dans l’espace des quadrivecteurs» au lieu de travailler « dans l’espace
des invariants », où les seuils élastiques sont d’apparence plus simple. Mais il
ne faut pas oublier que dès qu’on a plus de quatre quadrivecteurs indépendants à
étudier, leurs produits scalaires ne sont plus indépendants, et les contraintes qui
lient ces produits scalaires définissent une variété algébrique assez compliquée.
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A tout sous-ensemble J  I ( J ) ) 1 ) est associé un « seuil élastique complexe »

où l’on a noté p, = pi, et 1 J 1 le nombre d’éléments de l’ensemble J,
iEJ

encore égal à la « masse totale » de cet ensemble de particules. Chaque ~,
est un ensemble analytique avec singularités : l’ensemble de ses points
singuliers n’est autre que la « diagonale » D,, définie par l’égalité de tous
les Pi Vi E J. Localement, Sj a le type topologique d’un cône quadratique
dégénéré de sommet Dj. La question se pose de savoir si tous ces cônes sont
« sagement disposés » au voisinage de la diagonale, s’ils ne sont pas « noués
les uns aux autres ». De façon précise, on se pose le

PROBLÈME : Le groupe fondamental local au voisinage
JCI

d’un point de la diagonale DI est-il commutatif ?
Un premier pas vers une réponse affirmative sera fourni par le

LEMME : Sauf sur un ensemble algébrique de codimension 3, les ~, sont des
variétés en position générale.
Pour prouver le Lemme, on commence par remarquer que les diago-

nales Dj sont de codimension &#x3E; 3 dans En dehors de ces diagonales,
les E, sont des variétés. Dire qu’une sous-famille F de cette famille de variétés
est en position générale, c’est dire qu’en un point de l’intersection 

le système d’équations

n’admet que la solution triviale (xj = 0, ce; = 0). Considérons en parti-
culier une famille à deux éléments F = { J, J’ }; comme J # J’, l’un au
moins des deux ensembles J - J’, J’ - J est non vide ; supposons que ce
soit le premier; pour i E J - J’, le système d’équations ci-dessus donne

On en conclut qu’en dehors des sous-ensembles de codimension 3 définis par
la proportionnalité d’un pi et d’un pJ, les variétés étudiées sont deux à deux
en position générale.

Pour achever de démontrer le Lemme, il suffira de démontrer que les
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intersections trois à trois ~J n ~,. sont de codimension &#x3E; 3. Ceci

peut se voir de la façon suivante. Si l’un des trois ensembles J - J’ u J ",
J’ - Jn u J, Jn - J u J’est non vide, le même raisonnement que tout à
l’heure aboutit au même type d’équation, montrant qu’en dehors d’un
sous-ensemble de codimension 3 les trois variétés étudiées sont en position
générale. Si J - J’ U Jn, etc., sont tous les trois vides, J U J’ u J" admet
une 

si un terme de la partition contient plus d’un élément, soient i et j E J1,
le système d’équations ci-dessus donne

et

et ne pourra donc pas être satisfait en dehors de la diagonale D,y : là encore,
il suffit donc d’enlever un ensemble de codimension 3 (la diagonale) pour
obtenir trois variétés en position générale. Par conséquent, un seul cas reste
à étudier, celui où chaque membre de la partition n’a qu’un seul élément :
Ji == {7i }. J2 = {72 }. Js == {73}. c’est-à-dire le cas où J = },
J’ = }, Jn = {7i) 72 }. Mais il n’est pas difficile d’étudier directement
ce cas et de se convaincre que là encore l’intersection ~J n Ej~ n ~" est
de codimension 3.

On remarquera que l’énoncé du Lemme ressemble beaucoup aux hypo-
thèses du Théorème de l’Appendice IV : c’est pourquoi il me semble suggérer
une réponse affirmative au problème posé. Un moyen d’en être sûr serait
de fabriquer un homéomorphisme du voisinage étudié sur tout Cn trans-
formant la famille de sous-ensembles Ej en une famille de sous-ensembles
Sj c: Cn satisfaisant aux hypothèses de l’Appendice IV (problème de la
construction d’un bon « modèle local » des J’ignore si c’est possible,
néanmoins on peut remarquer que les cônes quadratiques S, déduits des E,
par l’approximation non relativiste (4) satisfont justement aux hypothèses
de l’Appendice IV, et qu’il est fort raisonnable physiquement de penser

(4) Sur la couche de masse l’équation p2J - 1 J 12 de 1:J peut encore s’écrire

L’approximation non relativiste consiste à négliger dans le développement de
Taylor de cette fonction analytique les termes de degré supérieur à deux : on trouve

ainsi 1 J 1 03A3p2i-(03A3pi)2, qui est l’équation d’un cône quadratique.
f6J ï~J &#x3E;
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que l’approximation non relativiste fournit un bon modèle local du voisi-
nage des seuils. Si l’on savait le démontrer, on obtiendrait ainsi la

PROPOSITION : Au voisinage d’un point de la diagonale Dh le groupe fonda-
mental local E, est un groupe libre commutatif, doté d’une

J CI

base canonique
,, ,

où chaque lacet a, « tourne » autour de l’ensemble 1:J correspondant.
Cette proposition nous sera fort utile dans la suite, et nous l’admettrons.

111.1.3. Remarque sur les détournements.

Les seuils élastiques présentent, du point de vue du « détournement de
la région physique », un caractère pathologique : en effet on vérifie facile-
ment qu’il est impossible de se « détourner » (au sens de l’Appendice III)
d’un « cône isotrope » (sphère de rayon nul) au voisinage du sommet de ce
cône. Cette pathologie a sans doute un rapport avec les ennuis qu’on ren-
contre en essayant de définir la matrice S au voisinage de la diagonale D
(cf. Hepp [13]).

111.2. Conjecture C pour les graphes à lignes multiples.

Nous avons déjà suggéré, à l’aide d’arguments heuristiques, que la

présence de lignes multiples dans le noyau d’une contraction obligeait à
modifier l’énoncé de la Conjecture C. Comment doit-on exactement le

modifier, c’est ce que nous allons préciser ici, sans autre justification que
les arguments de cohérence mathématique de la section suivante. Indiquons
toutefois que de nombreux travaux ont été consacrés à cette conjecture
et à ses liens avec l’unitarité de la matrice S, et que tous semblent confirmer
l’énoncé général proposé ici.

I II. 2.1. Conjecture C pour les seuils normaux.

La partie absorptive associée à un seuil normal L peut être donnée, avec
les notations de l’Introduction, par l’une quelconque des deux expressions
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où I désigne la ligne multiple, noyau de la contraction normale ; L- et w l’origine
et l’extrémité de cette ligne multiple; la classe d’homotopie d’un « petit
lacet » autour du seuil élastique 03A3J, associée à la ligne multiple cette

classe d’homotopie a été définie au paragraphe IIL 1.2.
Autrement dit, on remplace l’amplitude associée à l’un quelconque des

deux vertex, origine ou extrémité de la ligne multiple, par le prolongement

analytique de cette amplitude le long du lacet composé Il ÀJ, c’est-à-dire
. 

JCI

d’un lacet tournant autour de tous les seuils élastiques (5) (les seuils « par-
tiels » aussi bien que le seuil « total ») de la ligne multiple I.

REMARQUE : Par définition, la partie absorptive autour du seuil L peut
s’écrire

où X est la classe d’homotopie d’un « petit lacet » autour du seuil L : si L
est un seuil normal non élastique, donc une variété analytique de codimen-
sion 1, cette classe d’homotopie est définie comme d’habitude. Mais si L
est un seuil élastique, on peut encore définir X, grâce à III.1.2, et l’énoncé III.2.1
de la Conjecture C reste valable ; insistons sur le fait que le lacet x « tourne »
seulement autour du seuil élastique L et pas autour des seuils élastiques
« partiels » qui lui sont attachés.

III.2.2. Énoncé général de la Conjecture C.

Le paragraphe 111.2.1 suggère la modification suivante à l’énoncé de la
Conjecture C, pour toute contraction dont le noyau a des lignes multi-
ples (6) :

on fait agir le lacet composé Il 1..1 sur l’amplitude associée à l’origine ou à
J CI

l’extrémité de la ligne multiple « maximale » I, en répétant cette opération
autant de fois qu’il y a de lignes multiples « maximales ».

Remarquons que même si plusieurs lignes multiples maximales sont
incidentes à un même vertex (comme sur la fig. 32), l’ordre des opérations
est indifférent, car III.1.2 nous apprend que les différents « lacets élastiques »
commutent.

(5) Pour la justification, cf. par exemple [9] [26] [27] [35].
(6) On pourra trouver dans [20] un exemple confirmant cette règle.
ANN. INST. POINCARÉ, A-Vl-2 12
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FIG. 32. - Graphe où plusieurs lignes multiples maximales
sont incidentes à un même vertex.

Remarquons aussi qu’il ne faut jamais s’occuper de graphes tels que celui
de la figure 29 b, c’est-à-dire de graphes où un vertex élastique s’est « bête-
ment » inséré au milieu d’une ligne multiple.

III.3. Réexamen de la cohérence des Conjectures.

Ayant ainsi modifié la Conjecture C pour les graphes à lignes multiples,
nous devons évidemment modifier de façon correspondante la définition
des intégrales d’absorption donnée dans II.2. 1. Il faut alors nous attendre
à quelques modifications dans les raisonnements du Chapitre II. Cependant,
nous allons voir que ces modifications sont compensées par un phénomène
bizarre, produit par « l’insertion de vertex élastiques », et qu’en fin de compte
les résultats essentiels du Chapitre II restent valides.

III.3.1. Insertion de vertex élastiques.

Soient G un graphe de diffusion multiple, J un ensemble de lignes de G,
d’origine [resp. d’extrémité] commune v. On appellera « extension J-élas-
tique sur G » le graphe GJ obtenu en « insérant un vertex élastique » dans
l’ensemble de lignes J (fig. 33) : il s’agit bien d’une extension, dont le noyau
consiste en une ligne multiple Jv issue du vertex v [resp. aboutissant au
vertex v]. Dans le cas où J est une ligne multiple du graphe G, il y a deux façons
de considérer le graphe G, comme une extension sur G, suivant qu’on se
rapporte à l’origine v ou à l’extrémité w de la ligne multiple. On notera h,v
et Gj -» G les deux contractions correspondantes.

FIG. 33. - Extension J-élastique sur un graphe.
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Soit donc G un graphe ayant une ligne multiple J d’origine v et d’extré-
mité w, et considérons une contraction K’ : G’ - G, dont le noyau est
connexe et s’envoie sur le vertex v (on dira pour abréger : « une contraction
sur G en v »). L’ensemble de lignes J continue à avoir dans G’ une extrémité
commune w, de sorte qu’on peut définir l’extension J-élastique Gj sur G’.
Les diverses extensions peuvent être disposées en deux diagrammes exacts :
le diagramme (I) est du type « produit fibré » ;

FIG. 34. - Produit fibré d’une contraction K’

par une contraction élastique.
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le diagramme (II) définit une nouvelle contraction, x;, qui sera appelée
« extension J-élastique de la contraction K’ » c’est une contraction sur G
en v, dont le noyau, connexe, est une extension de celui de K’ 

-

35. - Extension J-élastique d’une contraction K’. _

Bizarrerie : Soit Ko : G -» Go une contraction dont le noyau contient
la ligne multiple J (dans la suite, Ko sera simplement la contraction de toutes
les lignes internes de G). Projetées sur les variétés de Landau princi-
pales L’ et L~ de K’ et K; ont même contour apparent.
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PREUVE : Par un raisonnement semblable à celui de II.2.2.i), on voit que
l’ensemble critique de Lj s’obtient en écrivant les équations de
Landau de la contraction composée Kj 0 K;, avec les contraintes supplé-
mentaires sur les paramètres x.. (i; e Ij) imposées par le caractère « principal »

~j .

de On supposera que L; est principal « au sens strict », c’est-à-dire avec
des oc., tous strictement positifs. Alors, - -

~ 
.

1 ° les quadrivecteurs pw, jv E Jv ne peuvent pas être tous proportionnels :
en effet, pour qu’ils le soient, il faudrait que tous les cycles yp 2014 ~ de Jv
soient des cycles de G; , c’est-à-dire que G; soit une extension triviale sur Jp
(Proposition 0.3.6); mais alors la contraction Kj serait un produit fibré,
et n’admettrait pas de lieu de Landau principal (Remarque 1.3.4). Il résulte
de 1 ° que

2° les quadrivecteurs jw E Jw ne peuvent pas être tous proportionnels :
cela est interdit par la conservation de l’impulsion-énergie au vertex élas-

tique. Or, comme Jw est un sous-graphe de G;, 2° signifie que tous
les E Jw) sont nuls. On se trouve donc sur l’ensemble critique du

graphe déduit de G; par contraction de la ligne multiple Jw, c’est-à-dire
justement du graphe G’.

REMARQUE : La « bizarrerie » précédente aurait pu aussi se démontrer
en utilisant la commutativité du diagramme 

-

et les propriétés du produit fibré. :

III.3.2. Intégrales d’absorption : singularités de l’intégrand.

La. présence de lignes multiples dans le graphe G nous amène à modifier
ainsi l’intégrand S(G) de l’intégrale d’absorption AG : au vertex v, origine
(ou extrémité) de la ligne multiple maximale I, se trouve associée l’ampli-
tude (j jXj) (Sp~. Les propriétés analytiques de l’intégrand ainsi

J CI .. 
-

modifié se déduisent facilement des Conjectures A, B, C (qui donnent les
propriétés analytiques de  Sv )) et des Théorèmes A, B, C (qui donnent
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les propriétés analytiques de (1 - X,*) ( Sv ~). Evidemment, les seules

singularités possibles seront, comme auparavant, les lieux de Landau des
contractions sur G, mais il faudra prendre soin de définir correctement les
nouveaux « critères d’efficacité ». Le cas le plus simple est celui d’une con-
traction K’ : G’ -&#x3E; G en v, ne dominant aucune des contractions élasti-

ques Kj : G, -» G, J c I. Il résulte alors du Théorème A que les disconti-
nuités (1 - ne sont pas singulières sur L(K’). Par conséquent,

l’amplitude initiale S(G) et l’amplitude modifiée j À1 L S(G) sont singulières
J CI

sur les mêmes parties de L( 1(’), celles qui correspondent à («l. &#x3E; 0).
Considérons maintenant le cas d’une contraction en v qui domine KI .

Nous pouvons toujours la considérer comme l’extension J-élastique d’une
contraction K’ : G’ -» G, et la noter comme dans III.3.1

(K’ se déduit de K; par « retrait de vertex élastique )), opération inverse de
« l’insertion d’un vertex élastique »). Reprenant toutes les notations du
paragraphe 111.3.1, nous pouvons alors énoncer le

LEMME : Les seules parties de être efficaces pour aJ * ~ sont

celles pour lesquelles &#x3E; 0 pour toute ligne de G’ tandis que  0 pour
certaines lignes de Jn.

PREUVE : D’après la Conjecture A, les seules parties efficaces pour  Sv )
sont celles pour lesquelles a., &#x3E; 0 pour toute ligne de G;. Mais, comme nous

l’avons déjà remarqué (II.3.2), la Conjecture C et le Théorème C fournissent
alors l’égalité des discontinuités de  et de (1 - a1 *) ~ Sv ~, de sorte
que 7~J * ~ Sv ) est non discontinue, donc non singulière (7). L’amplitude
ÀI*  Sv ) ne pourra donc être singulière que sur les parties inefficaces

Sv), mais efficaces pour (1 - ÀJ*)  Sv ) : or l’efficacité pour
(1 - ÀJ*) ( s’exprime justement par la condition ocI- &#x3E; 0 pour toute

ligne de G’ (cf. II.2.2). Le Lemme est ainsi démontré.

III.3.3. Analyticité des intégrales d’absorption : réexamen des
théorèmes A, B, C.

Pour trouver les lieux singuliers d’une intégrale d’absorption A~, nous
devons, comme au Chapitre II, chercher les contours apparents des lieux
singuliers de /’intégrand. Or, les lieux singuliers de l’intégrand proviennent

(7) Même remarque qu’au Chapitre II, note (5).
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de deux sources : d’abord, des contractions K’ : G’ -» G qui ne dominent
aucune contraction élastique ; ensuite, des diverses « extensions élastiques »
de K’. Mais la « bizarrerie » du paragraphe 111.3.1 nous apprend que les
variétés de Landau des contractions K’ ont mêmes contours apparents que les
variétés de Landau de leurs extensions élastiques. De plus, si l’on regarde
les « critères d’efficacité» de ces variétés de Landau, on trouve («1- &#x3E; 0) pour
la contraction K’, et des conditions plus fortes (Lemme 111.3.2) pour les
extensions élastiques de K’. Ainsi, les extensions élastiques de K’ ne four-
nissent aucun point singulier de l’intégrale d’absorption qui ne soit déjà
fourni par Je’.

En conclusion, le Théorème A, tel qu’il est énoncé au Chapitre II, reste
correct pour les graphes à lignes multiples, à condition de ne retenir, dans
l’énoncé III.2.2 du critère d’efficacité, que les contractions K’ qui ne dominent
aucune contiaction élastique.
Une conclusion analogue vaut pour le Théorème B.
Passons au Théorème C, c’est-à-dire au calcul de la discontinuité de

l’intégrale d’absorption. Là il faut faire attention que la singularité de
l’intégrale est obtenue comme contour apparent de plusieurs variétés singu-
lières de l’intégrand (provenant de la contraction K’ et de ses diverses exten-
sions élastiques), de sorte que la discontinuité n’est pas donnée simplement
par une intégrale du type (Disc. 2) de l’Appendice III, mais par une somme
de telles intégrales (8). Un cas cependant reste simple, celui où le contour

apparent L(Ko) est un lieu de Landau efficace pour l’amplitude de diffusion,
c’est-à-dire que non seulement les mais tous les (XJ, sont positifs. Il

’o

résulte alors du Lemme 111.3.2 que l’intégrand S(G) n’est singulier
J

que sur le lieu de Landau de la contraction K’, et pas sur les lieux de Landau
de ses extensions élastiques. La discontinuité est donc donnée, comme
au Chapitre II, par une seule intégrale

L’expression de l’intégrand se simplifie si l’on utilise les résultats de II.3.4
sur les doubles discontinuités : écrivant 1 - ~,* au lieu de Disc(L’), on voit

(8) En fait il semble que ces intégrales puissent se recombiner en tenant compte
de la Conjecture C pour les contractions élastiques, mais je n’ai fait ce calcul en
détail que dans des cas particuliers simples.
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que (1 - ),1) (1 - ÀJ)* S(G) = 0 si K’ et sont incompatibles (relations de

Cutkosky-Steinmann) ; or, en appliquant le critère d’existence du produit
fibré (Proposition 0.4.2), on voit immédiatement que K’ et Kj sont incompa-
tibles si et seulement si J cesse dans G’ d’être une ligne multiple. On peut
donc dans l’intégrand ci-dessus remplacer par 1 tous les a., ne correspondant
pas à des lignes multiples de G’. Quant aux autres, on peut les faire commuter
avec Disc~L’~, ce qui donne pour l’intégrand

multiple dans G’

En remplaçant, comme au Chapitre II, S(G) par son expression
tirée de la Conjecture C, on aboutit à la conclusion suivante :

THÉORÈME C MODIFIÉ. Dans le cas où le lieu de Landau L’0 est efficace
pour l’amplitude de diffusion S(Go), la modification à apporter à l’intégrand
de

est exactement la même que pour la Conjecture C. Autrement dit, on a toujours
l’égalité des discontinuités

Rappelons que cette égalité des discontinuités est un phénomène profond,
dont on a donné une justification directe dans II.3.3. Ainsi, le fait que
cette égalité subsiste est un bon test de cohérence pour la Conjecture C
modifiée.
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APPENDICE 1

CONTOURS APPARENTS DE VARIÉTÉS DÉFINIES
PAR DES INTERSECTIONS

On considère, dans l’espace euclidien RP, une sous-variété difRérentiable S de
codimension m, donnée par m équations si(y) = S2(Y) = ... = Sm(y) = 0,
avec ds1 A ds2 A ... A 0. Soit 1t : RP - (Rq la projection canonique (1)
de sur un sous-espace euclidien IRq (q  p). On se propose d’étudier localement
les singularités de l’application différentiable (2) 1t S : S - Rq. Ce problème
ne diffère en rien du problème général étudié par Thom dans [37], et ce qui suit
n’est qu’une reformulation des idées de Thom, adaptée à cette façon particulière
de poser le problème.

A.1.1. Points critiques.

Ecrivons

Rappelons qu’un point y = (x, t) E S est dit critique pour ~ [ S si l’application
tangente à 1t [ S au point y n’est pas surjective. Il revient au même de dire que
l’application cotangente n’est pas injective, c’est-à-dire qu’il existe au point t un
vecteur 8 ~ 0 cotangent à IRq tel que (1t 1 s): 0 = 0, c’est-à-dire 77* 0 S = 0.
Le noyau de l’application cotangente, c’est-à-dire l’espace de tous les vecteurs 6
possibles, est un espace vectoriel dont la dimension est appelée corang (au but)
du point critique y.
Pour qu’un vecteur M, cotangent en y à RP, ait sa restriction à S nulle, il faut

et il sumt qu’il soit de la forme

d’autre part, pour que M soit de la forme 7?* 0, il faut et il sumt qu’il soit « parallèle
à c’est-à-dire que sa restriction à la « fibre » {Rn soit nulle : le point y sera
donc critique si et seulement si l’on peut trouver des paramètres ai, x~ ’ ’ ’, a-m
non tous nuls tels que

On voit d’autre part que le corang du point critique est la dimension de l’espace
vectoriel des («l) solutions de l’équation (L).

(1) Vu le caractère local de cette étude, on pourrait aussi bien prendre pour r.
n’importe quelle application fibrée différentiable de variétés.

(2) Tous nos raisonnements n’utiliseront rien d’autre que le théorème des
fonctions implicites : ils s’appliqueront donc également en remplaçant partout le
mot « différentiable » par « analytique ». -
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A.1.2. Points transversalement critiques.

Soit a = (oi, ~2~ ..., O’m) une suite de m vecteurs de et désignons par Fr
le sous-ensemble de où la matrice m x n que définit a a exactement le
rang m - r. On vérifiera sans peine que Fr est une sous-variété, de codimension
r(n - m + r).

Considérons d’autre part l’application S’ : S - IRmn définie par

Il est clair que les résultats de A. 1.1 peuvent s’énoncer ainsi : critique
de corang r si et seulement si S’(y) E Fr.

DÉFINITION (R. Thom)

Un point y, critique de corang r, sera dit transversalement critique si l’applica-
tion S’ est transverse sur Fr, c’est-à-dire si le graphe de S’ coupe S x Fr transversa-
lement au point S’(v) (fig. 36).

J

FIG. 36. - Transversalité d’un point critique.

Alors, S’ r1 (S x Fr) est, près de S’(y), une sous-variété de dimension
dim S - codim Fr = p - r(n - m + r).
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Cette sous-variété se projette sur S suivant une sous-variété Sr de même dimen-
sion ; d’où le résultat :

l’ensemble des points transversalement critiques de corang r est une sous-variété S,,
de dimension p - m - r(n - m + r) (3).
Pourvu donc que l’application S’ soit transverse partout à tous les Fr, on obtient

ainsi une partition de S en sous-variétés Sr ro = sup { m - n, 0 }). De Sro il
n’y a plus rien à dire : c’est l’ouvert des points de S où le rang de r ) S est maxi-
mum, et on le notera simplement S. Mais on peut réappliquer à Sr (r &#x3E; ro) le
raisonnement qui vient d’être fait pour S, ce qui définit, si l’application
S; : Sr - (Rmn est transverse (4) partout à tous les Fr,, une partition de Sr en sous-
variétés Sr’r = Sr’(Sr). On notera que dim Sr  dim but (en particulier,
dim Si = p - m - (n - m + 1) =p-n- 1 = q - 1 = dim but - 1), de
sorte que seules les Sr’r pour lesquelles r’ &#x3E; r seront non vides. De Srr il n’y a
plus rien à dire : c’est l’ouvert des points de Sr 1 sur est de rang maximum,
ou « points critiques ordinaires de corang r » ; on le notera simplement Sq. Mais
on peut recommencer avec Sr’r (r’ &#x3E; r), etc. Pour des raisons de dimension,
l’itération s’arrête après un nombre fini d’étapes, et l’on obtient ainsi une partition
finie de S en sous-variétés de dimensions décroissantes S = ouvert de S, Sr,
Sr’r, ..., Sr"... r’r (r" &#x3E; ... &#x3E; r’ &#x3E; r). Pour définir ces sous-variétés, il a fallu
que la condition de transversalité soit satisfaite à toutes les étapes. Lorsque c’est
bien le cas, on dira qu’on a affaire à une situation générique. Les situations géné-
riques sont stables : comme une application, transverse à une variété, reste trans-
verse après une petite déformation, une singularité, de type S21 par exemple, reste
de type S21 après une petite déformation. Mais le vrai problème est de savoir si
le type topologique de la singularité reste invariant : car on pourrait imaginer que
le « symbole » S21 par exemple couvre une infinité de situations topologiquement
différentes, ce qui enlèverait beaucoup d’intérêt à la classification ci-dessus. En

(3) On pourra désigner par So l’ouvert de S formé des points où rang
(1t 1 S) = dim but (« points réguliers » de S). Si dim S  dim but (c’est-à-dire
m &#x3E; n), cet ouvert est évidemment vide; le premier Fr non vide est alors 
sous-ensemble ouvert de de sorte que l’ensemble S’ (B (S x Fm-n) est ouvert
relativement à S’, et se projette suivant un ouvert Sm-n de S, ensemble des points
où rang (m 1 S) = dim S.

(~) En réalité, cette condition de transversalité doit être modifiée pour tenir
compte des renseignements que l’on possède déjà sur l’application S;, à savoir :

1 ° le fait que l’espace tangent à Sr est contenu dans l’espace tangent à S ;
2° les « relations d’intégrabilité » entre coefficients de l’application S; : puisque

les équations de Sr font intervenir les dérivées premières des fonctions si, les

coefficients de S’en feront intervenir les dérivées secondes, et l’on vérifiera que les
identités = se traduisent pour r &#x3E; 1 par des relations

non triviales entre ces coefficients.

Ainsi, au lieu de considérer S; comme une application de Sr dans on la

considérera comme une section d’un sous-fibré de S x défini par les restric-
tions ci-dessus, et c’est à cette section qu’on demandera d’être transverse aux Fr’.
De même, quand on voudra itérer le processus précédent et définir la condition

de transversalité pour les S~, etc., on devra tenir compte de restrictions ana-
logues à 1 °, 2° (mais de plus en plus compliquées).
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fait, Thom a pu vérifier directement que les plus simples parmi les « symboles »
ci-dessus n’ont pas ce genre de pathologie, et fournissent même, pour les petites
dimensions de l’espace but, une classification complète des types topologiquement
stables de singularités.

EXEMPLES

’ q = 1 Seule singularité générique : Sl.

On a affaire à une fonction t : S -~ I~. Un point critique est un point où le
gradient 0~/3~ de cette fonction s’annule (ç désignant un système de coordonnées
locales sur S), et évidemment tout point critique est de corang 1. Si le point est
transversalement critique, ce sera un point critique isolé, et on aura affaire à une
situation de type Si. Or la condition de transversalité s’exprime ici par la non-
nullité du « Hessien » (déterminant des dérivées secondes) de t. On peut alors
toujours choisir les coordonnées ç de façon que t s’écrive

et la seule liberté qui nous reste est le choix des signes + . Par conséquent :
une situation de type SI a un type topologique (et même différentiable) entière-

ment déterminé par la donnée de « l’indice » du point critique, nombre de valeurs
propres négatives de la forme quadratique ~-2t/~ ~~ 

1 q = 2 Seules singularités génériques : SI et S21 (on suppose dim S ~ 2).
i

Si la condition de transversalité est satisfaite, l’ensemble critique est une
courbe SI (5), et la variété SI est l’ensemble des points où la tangente à. cette courbe
n’est pas « verticale » (perpendiculaire au plan de projection). En coupant S par un
hyperplan « vertical » transverse à cette courbe, on retrouve la situation précé-
dente. La situation Si se traduit donc pour q = 2 par le modèle local :

et son type différentiable est entièrement caractérisé par l’indice transverse du
point critique (nombre de valeurs propres négatives de la forme quadratique res-
treinte à l’hyperplan transverse).

se compose de points isolés (« points critiques exceptionnels »), où la tan-
gente à Si est verticale, et « ne reste pas de façon stationnaire dans cette position
verticale » (transversalité de S’1 par rapport à F 2). Le modèle local pour la situa-
tion 521 peut s’écrire

et le contour apparent a un point d; rebroiéssement (cf. par exemple, fig. V 9 de [2P]).

: q = 3 (dim S &#x3E; 3). Seules siiigularités génériques : ,S’1, 

Notons un fait général : si l’on a réussi à représenter un certain « symbole ))

par un modèle local pour certaines dimensions (s, q) de la source et du but, le

(e) Exercice : voir pourquoi $2 est vide.
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modèle local pour (s + 1, q + 1) s’en déduira par « suspension », c’est-à-dire en
rajoutant une même variable à la source et au but (cf. la façon dont le cas q = 2
pour Si a été déduit du cas q = 1). Ainsi, dans la situation S21 pour q = 3, le
contour apparent sera une surface présentant une arête de rebroussement. Par
contre, la situation S321 apparaît ici pour la première fois. Elle se traduit par
l’existence d’un point de rebroussement de l’arête de rebroussement précédente
(singularité baptisée « queue d’aronde »).

1 q=4j
Ici apparaissent pour la première fois des singularités de type 82. Nous ren-

voyons à Thom [37] pour plus de détails.

A.1.3. Expression analytique de la transversalité.

Soit a = ..., am) un point de Fr, et supposons pour fixer les idées
que A * A am =1= 0. Fr est alors donné près de a par les équations

de sorte que son espace cotangent en a est donné par les équations

qui, une fois les ap remplacés par leurs développements

se transforment en

c’est-à-dire

où d03C3l i désigne la projection du vecteur dal sur l’espace orthogonal au (m - r)-
plan sous-tendu par crr+2’ ..., am- Ainsi, l’espace cotangent à S x Fr est
l’espace des (dYj’ liés par les relations (Fr ) et

(S*) dsi(y) = 0, i = 1, 2, ... m.

On en déduit l’espace cotangent à (S x Fr) n S’ en remplaçant les dcrf par leur
expression tirée de l’équation (S’) :
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flù xl symbolise les coordonnées de l’espace orthogonal à 6r + ~, ..., am .
L’espace cotangent cherché est donc l’espace des dyj liés par les relations

.où les symboles ap pour i ~ r sont définis par aQ = - 1 si i = p, 0 autrement.

On exprimera donc la transversalité en écrivant que la matrice

est de rang maximum. Autrement dit, compte tenu du fait que cette matrice est
plus grande dans le sens horizontal (/? ~ ~ -~- r(n - m + r) si l’on veut que
dim Sr ~ 0), la non-transversalité pour un point critique de corang r se traduira
par l’existence de r vecteurs VP E !?" non tous nuls, orthogonaux aux vecteurs
~. = et de m nombres ~3~ tels que

Récrivons pour mémoire le fait que les VP sont orthogonaux aux 
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et rappelons que les x ~ sont une base de l’espace vectoriel des ex solutions de
l’équation (L) au point critique.

Points critiques exceptionnels.
Les « points critiques exceptionnels )) (points où l’application Sr n’est pas

de rang maximum) peuvent être caractérisés comme les points où l’espace cotan-
gent à Sr, restreint à la fibre, n’est pas de dimension minimale. Or, se restreindre
à la fibre signifie remplacer, dans la matrice ci-dessus, par Ia matrice
ainsi obtenue est plus grande dans le sens vertical [n  m + r(n - m -1- r)] de
sorte que le caractère exceptionnel du point critique se traduira par l’existence
d’un vecteur V E R" non nul tel que

v JV - 1

la première équation devant être vérifiée pour tout p, et pour toute coordonnée xl
telle que = 0, de sorte qu’on peut encore formuler ainsi Ia condition
ci-dessus :

il existe un vecteur V E 1~n non nul, et des paramètres tels que

(Exc)i

(Exc )2

A. L 3.1. Remarque.
Dans le cas du corang 1 (r = 1), le couple d’équations (Exc.) est identique

au couple (Trs), à ceci près qu’au lieu de dériver par rapport aux on dérive seule-
ment par rapport aux xj. Par conséquent, si les équations (Exc.) ne peuvent être
satisfaites, il en sera de même a fortiori des équations (Ttrs), ce qui veut dire qu’on
a affaire à un oint transversalejnent critique, ordinaire, de corang 1 c’est-à-dire
à une singularité de type Si.

A.1.3.2. Remarque.
Comme les équations (Exc.) ne dépendent pas explicitement des coordonnées

de la base, on peut restreindre arbitrairement celle-ci (remplacer (~q par un
c sans changer le caractère Si de la singularité. A première vue, cela

semble paradoxal, car on sent bien que si est choisi tangent au contour

apparent un accident doit se produire. En fait, l’accident en question consiste
simplement en une violation de la condition dsi A ’ ’ ’ A 0, c’est-à-dire
que S cesse (en général) d’être une variété, et notre analyse ne s’applique plus.
Tout cela est d’ailleurs évident géométriquement, et l’on n’avait pas besoin de
recourir aux équations.
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APPENDICE II

SINGULARITÉS DES APPLICATIONS COMPOSÉES

Etant donné un diagramme commutatif d’applications différentiables

il est naturel de se demander comment les singularités de f et g « se composent »
pour donner les singularités de h. La théorie générale, dans la ligne des idées de
Thom, ne semble jamais avoir été abordée, et serait probablement très compliquée.
Elle conduirait à définir, pour l’application h, de nouveaux types de singularités,
qui bien que stables pour Ies petites variations des applications « composantes »
fet g, sont instables si l’on se permet de varier h librement, en oubliant qu’elle est
une application composée (ces singularités ne sont pas « génériques » au sens
de l’Appendice I). Nous nous contenterons dans la suite d’introduire, par des
arguments pédestres, les « premiers types » de singularités qui se présenteraient
dans cette classification (au sens où Si est le « premier type » à se présenter dans la
classification de Thom).

RAPPEL DE DÉFINITIONS ET DE NOTATIONS

Application régulière ou submersion = application dont l’application tangente
est surjective.

rf = ensemble critique de f = ensemble des points où fn’est pas régulière.
Lf = f ( rf ) = contour apparent de f (L pour « Landau »).

Les résultats énoncés dans A.Il.l, A.IL2, A.11.3, découlent trivialement de
l’application de ces définitions. Il est bien entendu qu’on a choisi une fois pour
toutes un trio de points se correspondant par les applications f, g, h, et que l’examen
de la « régularité » de f, g, h, se fait en ces points.

A.II.l. Si h est régulière, g l’est aussi.

A.IL2. Supposons f régulière.

Alors, si g est régulière, h l’est aussi (et inversement en vertu de A.II.1 ).

COROLLAIRE : 1 rh 
Lh = Lg : les contours apparents coïncident.
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On remarquera que si n &#x3E; p, la dimension de rh = /-1 sera en général
plus grande que celle de rg, donc plus grande que celle du contour apparent, ce
qui montre que l’ensemble critique Fh n’est pas transversalement critique (au sens
de Thom).

A.II.3. Supposons g régulière.

Alors, si h est singulière, f l’est aussi.

Supposons de plus que f soit de type Si.

Alors, rf est une variété qui se projette isomorphiquement sur la variété Lf,
et l’on voit immédiatement que

d’où

ce qu’on peut traduire par la phrase sibylline : « le contour apparent de l’applica-
tion composée est le contour apparent du contour apparent )). De plus,

g Lf de type SI ~ h de type SI.
En effet, l’application f, qui a été supposée de type Sb peut être représentée par

le modèle local

LI est la variété d’équation yp = 0, et l’on voit aisément que les hypothèses :
g | Lf de type Sb et g régulière, se traduisent par le modèle local

La composition de f et g donne évidemment le résultat cherché.

En effet, puisque ri se projette isomorphiquement sur Lf, g Lf est de même
type que h 1 rf. Or, nous avons vu au début de A.II.3 que ri contient rh, de
sorte que tout revient à montrer qu’une singularité de type Sl-7-, restreinte à une
variété contenant la variété critique, est encore de type S;, ce qui est bien clair :
il suffit de regarder ce qui se passe dans une section transverse à la variété critique,
et d’utiliser le fait qu’une forme quadratique définie positive reste définie positive
quand on la restreint à un sous-espace.

(1) On désigne par Sf les singularités de type SI et d’indice transverse nul.
INST. POINCARÉ, A-VI-2 13
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A.IL4. Singularités composées de type Si o SI

Supposons les applications f et g singulières de type SI. Il peut en résulter pour
l’application composée h = g o f des types très divers de singularités, parmi
lesquels il conviendra de distinguer les types stables pour les petites déformations
de f et g. Nous allons voir qu’il y a en tout et pour tout deux types stables, tout
au moins lorsque l’application g est de type Si : le premier type, pour lequel le
corang de l’application composée h vaut 1, sera noté (Si o le deuxième pro-
vient de la valeur 2 du corang de h, et sera noté (Si o 
Une condition nécessaire de stabilité est évidemment (2) que

A.ll.4.o. Lf et hg se coupent transversalement.

Soit alors V = Lf rl rg. Puisque rg se projette isomorphiquement sur Lg,
la sous-variété V d I g se projette isomorphiquement sur une sous-variété Lg,
de codimension 2 dans Choisissons dans l’espace « but » RQ un système de
coordonnées (zl,, z2, ... , zq) tel que zq soit une équation locale de Lg et zq)
un système d’équations locales de A. Dans l’espace « intermédiaire » prenons
pour dernière coordonnée yp une équation locale de Lf, pour coordonnées 

y~, ..., un système d’équations locales de rg, et pour premières coordon-
nées y1 = = z2, ... , yq_2 = Zq-2 (ce dernier choix est autorisé par le carac-
tère isomorphe de g ~ V : V - l’i). Enfin, dans l’espace « source » choisissons
pour coordonnées (xp, xpT 1, ... , xn) un système d’équations locales de rf; et
pour premières coordonnées x1 = y1, X2 = Y2’ ..., Pour déterminer

complètement les applications f et g, il reste à se donner les fonctions yp(x), zq(y;,
Les deux premières doivent, en vertu du caractère SI des applications f

et g, commencer par des termes quadratiques

non dégénérés dans leurs arguments. Par contre, la fonction zq_1(y) reste entachée
d’un certain arbitraire, lié au corang de l’application h. Pour le comprendre en
termes intrinsèques, introduisons « l’espace cotangent transverse » à ...1B., noté

T*(RQ/-1) : c’est l’espace à deux dimensions des covecteurs de I~q dont la restric-
tion à A est nulle (ici l’espace engendré par dzq et Puisque A c= Lg, cet

espace T*(R~/-1) contient le noyau de l’application cotangente g*, noyau qui est
à une dimension puisqu’on a affaire à un point critique de corang 1 (ici, ce noyau
est l’espace engendré par dzq). Par conséquent, est un espace vectoriel

à une dimension, de sorte qu’un covecteur e E est défini sans ambiguïté
à un facteur multiplicatif près (ici, on peut prendre e = Du covecteur e

on sait seulement deux choses : d’abord, sa restriction à V est nulle (car l’espace
cotangent à V est l’image par g* de l’espace cotangent à A) ensuite, sa restriction

(2) C’est évident si par « type topologique de l’application composée » on
entend non seulement le type topologique de l’application h considérée isolément,
mais le type topologique du diagramme d’applications
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à rg n’est pas nulle (car l’espace cotangent à 1~ est l’image isomorphe par g*
de l’espace cotangent à Lg). Par contre, on ne sait rien sur la restriction de 8
à Lf, de sorte qu’il faut distinguer deux cas, 03B8 | Lf ~ 0 et 6 1 LI = 0. On voit
tout de suite que le premier cas signifie le corang 1 pour l’application g ~ Lf (ou,
ce qui revient au même, pour l’application composée h), tandis que le deuxième cas
signifie le corang 2.

AJI.4.1. Cas du corang 1.

Les trois conditions 0 V = 0, 8 j 1 rg ~ 0, nous apprennent que la
fonction zQ-j(y) commence par un terme linéaire en yp plus un terme linéaire
en (Yq-l’ ~ ’ ’ ’. Si l ’application g n’est pas de type S~, il faut encore préci-
ser comment ce dernier terme linéaire se situe par rapport au cône isotrope de la
forme quadratique Qg (3). Mais si l’application g est de type SÎ , c’est-à-dire si la
forme quadratique Qg est définie positive, tout est terminé : avec un choix conve-
nable des coordonnées yq, - ~ ~, on aura Qg = + yQ + ... + yp_1
et 0 [ L. f’ = et le diagramme d’applications 

~ 

pourra être donné par le modèle local

(3) Ou plutôt de la forme quadratique inverse, définie sur l’espace dual : plus
précisément, la matrice des dérivées secondes

définit une fonne quadratique non dégénérée Qg sur l’espace tangent transverse
à rg ; on en déduit, par restriction à Lf, une forme :quadratique non dégéné-
rée Qg ~ Lf, définie sur l’espace T*(Lf/V) des vecteurs tangents à L/’transverses à V;
la forme quadratique inverse (Qg est définie sur l’espace dual T*(Lf/V),
espace auquel appartient le covecteur 03B8 | Lf (puisque 03B8 | V = 0). Le cône iso-

trope est défini par la condition (Qg 1 Lf)-l (61 Ln = 0.

NST. POINCARÉ, A-VI-2 13*
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On s~amusera à calculer l’ensemble critique rh : c’est l’union des deux variétés

et

Dans l’espace but la première se projette suivant Lg == { z = 0 } la deuxième
suivant une variété tangente à Lg, soit { zq = (fig. 37). Sur la figure 37, on a
représenté non seulement le « cas général » n &#x3E; p, mais aussi le « cas particulier ))
n = p - 1 (dire que l’application f : IRP est de type Si, c’est simplement
dire que son rang est p - 1, donc que c’est une « immersion »).

FIG. 37. - Contour apparent d’une application composée ~Si o 
Zone hachurée : image de l’application composée h.
Courbe pleine : contour apparent de h.
a : cas général n # p.
b : cas particulier n = p - 1.

A.H.4.2. Cas du corang 2.

Dans le cas du corang 2, c’est-à-dire le cas où 6 ( Lf s’annule, on est obligé,
si l’on veut définir une situation stable, d’imposer une nouvelle condition de
transversalité qui peut s’énoncer ainsi :

soit [0 ~ 1 Lf] : V --j T*(Lf/V) l’application qui à tout point de V associe le vecteur
cotangent 6 Lf défini en ce point; on suppose cette application transverse sur la
valeur 0.

Comme l’espace T*(Lf/V) est de dimension p - q + 1, et V de dimension q - 2,
on voit que la situation « stable de corang 2 », définie par la condition de trans-
versalité ci-dessus, n’est possible que si p - q -(- 1  q - 2, c’est-à-dire

p 5 2q - 3. L’ensemble des points de corang 2 est alors une variété (la variété
[0 ) 1 Lfl-l (0)) de dimension 2q - 3 - p.
Le modèle local pour cette situation ne diffère du cas A.Il.4. 1 que par l’expres-

sion de la fonction on peut choisir les coordonnées locales sur V de façon
que l’application [6 L/*] s’écrive

de sorte que la fonction peut prendre la forme
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Le modèle local pour l’application composée s’écrit alors

(il n’est plus utile de supposer g de type S;). L’ensemble critique rh est l’union
des deux variétés

et

qui se projettent respectivement sur

et sur

En particulier, si p = q = 3, ce dernier ensemble s’écrit {z21z3 = z; 1, et présente
à l’origine une singularité dite « cuspidale » (fig. 38).

FIG. 38. - Contour apparent d’une application composée (Si o Sl )~ (p = q = 3).
Volume hachuré : image de l’application composée h.
Surface opaque : contour apparent de h.
a : cas général n &#x3E; p.
b : cas particulier n = p - 1.
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APPENDICE III

DÉTOURNEMENTS COMPLEXES DE VARIÉTÉS RÉELLES

Soient Y une sous-variété fermée d’une variété différentiable Y, S un fermé
de Y rencontrant Y. Détourner Y du fermé S, ce sera se donner un plongement
de Y dans Y - S, dont la classe d’homotopie (comme plongement de Y dans
Y - S) puisse être réalisée par un plongement arbitrairement voisin de l’inclu-
sion Y c Y. Une telle classe d’homotopie sera appelée classe de détournement.
Nous supposerons dans la suite que Y est un voisinage tubulaire de Y (on peut

toujours se ramener à ce cas si Y est compacte, ou si l’expression « arbitrairement
voisin » est prise au sens d’une « convergence uniforme » convenable), et nous
choisirons une rétraction p : Y ~ E .

LEMME FONDAMENTAL : On ne restreint pas la généralité en remplaçant, dans la
définition des classes de détournement, l’espace des plongements de Y dans Y
par l’espace des sections (différentiables) de la rétraction p.

PREUVE : Pour tout plongement 03C6 : Y ~ Y suffisamment voisin de l’inclusion,
l’application p o cp : Y -~ Y sera suffisamment proche de l’identité pour être une
difféotopie. Ainsi, p [ cp( Y) sera un isomorphisme; soit OE : Y ~ q( Y) l’isomor-
phisme inverse. De la difféotopie p o p ~ r Y, on déduit ? ri OE : Y- p( Y)
ce qui veut dire que le plongement p peut être déformé en la section cr, sans changer
son image, donc a fortiori en évitant le fermé S si 03C6 l’évitait.
Nous nous autoriserons désormais de ce Lemme pour construire nos détourne-

ments comme sections d’une telle rétraction p, qui sera choisie chaque fois « la
plus commode » pour le problème particulier envisagé.
Dans toute la suite, Y sera une variété analytique réelle à p dimensions, et Y

un « voisinage complexe » de Y, fibré par la rétraction p en boules EP; S sera un
ensemble analytique complexe. Ce cas se présente naturellement quand on veut
définir la distribution « valeur au bord » sur Y d’une fonction analytique complexe
ayant S comme lieu singulier : pourvu que cette fonction ne croisse pas trop vite
quand on s’approche de S, on s’attend à ce que chaque classe de détournement
définisse une telle « valeur au bord ».

Les considérations purement topologiques développées dans les sections A.III. 1
et A.III. 2 seront utilisées dans la section A.III. 3 pour étudier les propriétés d’analy-
ticité d’une intégrale sur un cycle « presque réel », c’est-à-dire un cycle défini par
un détournement de variété réelle. Ce problème ressemble beaucoup à celui étudié
par Leray dans [23], Chapitre II (1) (en particulier les résultats de Leray devraient
permettre de préciser les considérations de la Remarque A.III.3.2 ci-après).

A.111.1. Détournements évitant des sous-variétés.

Soit S une sous-variété analytique fermée de Y, de codimension 1, admettant
dans Y une « complexifiée » S. Si le « voisinage complexe » Y est assez petit, on
peut choisir la rétraction p de façon à laisser stable S, et à en faire un sorrs-fibré

(1) Attention : le mot « détournement » chez Leray n’a pas tout à fait le même
sens qu’ici.
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de Y j S (de base S), ayant pourfibre « l’hyperplan équatorial » de la boule EP.

L’espace Y - S est donc, au-dessus de S, un fibré de fibre EP - de même

type d’homotopie que le fibré des vecteurs unitaires normaux à S dans Y (double
revêtement de S) ; on supposera le plongement S CI Y orientable, de façon que ce
dernier fibré soit trivial ; alors, ses deux sections (2) définiront (à une homotopie
près) deux sections du fibré (Y - S) S; mais comme Y est fibré en boules, ces
deux sections, définies au-dessus du fermé S, se prolongent au-dessus de tout Y,
et définissent deux classes de détournement de Y évitant la sous-variété S (il est
évident que ces sections peuvent être choisies arbitrairement proches de la section
nulle : il s’agit donc bien de détournements).

A.m.i.2.

Les arguments de A.111.1.1 peuvent être repris lorsque S, au lieu d’être une
sous-variété, est une union de sous-variétés fermées Sb S2, ..., Sm orientables, de
codimension 1, en position générale. Il suffit de considérer la partition de Y en
« strates »

On choisit la rétraction p de façon à laisser stable chaque Si, et à faire de Y - S
un « multifibré » ayant pour fibre, au-dessus de AI, la boule EP moins les hyper-
plans i E 1 (en position générale); au-dessus de la strate minimale

le fibré (Y - S) 1 AM admet 2m sections, qui s’étendent de proche en proche à
toutes les autres strates. On a donc 2m classes de détournement. Si les Si admettent
des équations globales sl, d’extension complexe s~, chacune de ces classes de

détournement pourra être caractérisée par le système de signes

(ces signes sont en effet constants sur tout l’ensemble y(F)).

A.m.i.3.

Quand S est un ensemble analytique avec singularités, il est souvent impossible
de détourner Y, même localement. Par exemple, prenons pour S la « parabole
semi-cubique »

Soit p la rétraction évidente de C2 sur qui identifie C2 au fibré tangent à R2.
Dans ce fibré tangent, l’ensemble S a l’allure représentée par le champ de vecteurs
de la figure 39, et comprend donc, dans un voisinage arbitrairement petit de
l’origine, des vecteurs arbitrairement petits de direction quelconque, ce qui montre
clairement l’impossibilité de réaliser, au voisinage de l’origine, un champ de
vecteurs arbitrairement petit évitant S.

(2) En réalité, il y a 2k sections, où k est le nombre des composantes connexes
de S. On fera toujours implicitement les hypothèses de connexité propres à alléger
les énoncés.
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B

FIG. 39. - Points complexes d’une « parabole semi-cubique ».

A.III.2. Détournements compatibles avec une projection.

En plus des données de A.HI.1.2, donnons-nous sur Y une fonction analytique
réelle

de rang partout égal à 1 (3), admettant une extension analytique complexe

Cette extension 7r aura donc un rang (complexe) égal à 1 sur tout Y (pour Y assez
petit), donc un rang réel égal à 2; donc si r : C - R est la rétraction évidente,
l’application est de rang 1, de sorte que ses hypersurfaces de niveau

définissent un « feuilletage » de Y, et comme ce feuilletage est évidemment trans-
verse à Y on pourra imposer à la rétraction p de laisser stable chaque « feuille » Yt,
c’est-à-dire de rendre commutatif le diagramme (4)

Par « détournement compatible avec la projection 1t » on entendra un détournement a
de Y qui se projette suivant un détournement s de R, c’est-à-dire la donnée d’un
diagramme commutatif

(3) Si de plus :. est propre, ceci entraîne que Y est un fibré de base 1~ (donc un
fibré trivial, au moins topologiquement, sinon analytiquement).

(4) Mais alors il faudra renoncer à laisser stables les variétés Si, à moins qu’elles
aussi ne soient transverses au feuilletage (ce sera le cas si la restriction de ;-: à
chaque strate A= est aussi de rang 1 ).
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avec p o c et r o s Remarquons que grâce à ces deux dernières

conditions, et à la commutativité du diagramme (R), le diagramme (S) sera commu-
tatif si et seulement si la section o prend ses valeurs dans Y s(1R) - S où

LEMME : Si la restriction de 1t à chaque strate Ai est de rang 1, le détournement a
peut être réalisé de façon compatible avec la projection « sans détourner R »
(c’est-à-dire en prenant pour s l’inclusion de R dans C). Si de plus la projection 1t est
propre, on peut prendre pour s n’importe quel détournement suffisamment voisin de
l’inclusion de R dans C.

PREUVE : Il suffit de montrer que la section a peut prendre ses valeurs dans
S [resp. S]. On choisit Y assez petit pour que la restriction de 7t

à chaque strate complexifiée AI soit de rang 1. Alors les variétés S sont trans-

verses aux « feuilles » Yr, de sorte qu’on peut imposer à la rétraction p de laisser
stables également ces variétés S~, comme dans A. III. 1.2. Or l’espace Y~ est lui
aussi stable par p (vu la commutativité du diagramme (R)), et il coupe les Si
transversalement : c’est donc un sous-fibré de Y, obtenu en coupant la fibre SP

par un hyperplan équatorial ERl en position générale avec les Ep-1; donc E

est un multifibré analogue au multifibré Y - S de A.IIL 1.2, n’en différant que
par une dimension en moins dans la fibre, et l’on peut lui appliquer le raisonne-
ment de A.III.1.2. Si maintenant on remplace par Y (~), cela revient à déformer
l’hyperplan ci-dessus, et le raisonnement précédent s’applique encore pourvu

que la déformation soit assez petite (il ne faudrait pas que l’hyperplan déformé

cesse de rencontrer la boule EP) : or, si la projection 03C0 est propre, on peut choisir
le détournement s assez proche de l’inclusion R ~ C pour que ce soit partout
le cas.

A.III.2.2. Détournement au voisinage d’un point critique isolé (5).

Le raisonnement du Lemme A.III.2. 1 cesse d’être applicable au voisinage des
points critiques de 1t Mais on remarque que si l’on sait construire le détourne-
ment au voisinage de ces points critiques, celui-ci s’étendra automatiquement à
tout Y par le raisonnement du Lemme A.III.2.1 (propriété d’extension des sec-
tions). Tout le problème est donc ramené à un voisinage V des points critiques.
Nous nous limiterons au cas d’un point critique isolé (6) de l’application 77 
Plaçons ce point critique à l’origine d’un système de coordonnées locales yl,
y2, ..., yp (Y. = Yj + iy"j) telles que 7t soit la projection sur la dernière coor-

donnée y p = t, et que p : V ~ V soit la rétraction évidente

(5) Ce paragraphe prolonge une idée de Landshoff et Olive [19], elle-même
version améliorée d’une idée de Stapp [34].

(6) On sait (M. Morse) que toute fonction n’a génériquement que des points
critiques quadratiques non dégénérés (donc isolés). Le caractère quadratique ne
jouera pas de rôle ici.
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Une section de cette rétraction s’identifie alors à un champ de vecteurs sur le
voisinage V. Choisissons à l’origine un vecteur v transverse aux variétés Sl :
si v est assez petit, le point complexe qu’il représente est en dehors de S, et cette
propriété se conserve par transport parallèle de v dans un voisinage V assez
petit (7) : autrement dit, le champ de vecteurs constant égal à v définit un détourne-
ment, évidemment compatible (de par le choix de coordonnées) avec la projec-
tion 03C0 (fig. 40). Si sl(y‘), i ~ I sont les équations locales des Si, les 2111 classes
de détournement définies au paragraphe A.III.I.2 pourront être caractérisées
par les signes ~i des différentielles dsi(v), i E I. Or, un point critique est caractérisé
par dt 1 AI = 0, c’est-à-dire .

~ 

, 

~ ~
Fie. 40. 2014 Détournement compatible avec une projection.

La condition pour que le vecteur ï? soit parallèle à la fibre s’écrit donc

et l’on voit facilement qu’on peut toujours choisir un tel vecteur v, sauf si 0

vi E I 0 vi E IJ; dans ce dernier cas, dt(v) &#x3E; 0 [resp.  0].
Bref, dans un voisinage V d’un point critique isolé de 7t A t, les 21 I classes de

détournements sont compatibles avec la projection 1t. Toutes peuvent être réalisées
« sans détourner R », sauf les deux caractérisées par 0 Vi E I [resp.

0 Vi E 1] lesquelles peuvent être réalisées « en détournant R dans le demi-plan
supérieur [resp. inférieur] ».. 

’

Tous les résultats de cette section peuvent donc être résumés ainsi :

PROPOSITION : Supposons que l’application analytique 03C0 : Y - IR soit propre
et de rang 1 (donc une fibration), et que sa restriction à chaque strate AI n’ait que

(1) Cette affirmation est vraie parce. que S est une union de sous-variétés fer-
mées : sinon, cf. le contre-exemple du paragraphe A.III. 1 .3.. -
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des points critiques isolés, se projetant en des points distincts de R. Alors, chaque
classe de détournement peut être réalisée de façon compatible avec la projec-
tion 7T. De plus, les seuls points d’où l’on devra détourner R seront les valeurs
critiques 1 A provenant de points critiques où les signes ei (i E I) caractéri-
sant la classe de détournement sont tous égaux [resp. tous opposés] aux signes de
paramètres de l’équation (ex) : prés de ces valeurs critiques, on devra détour-
ner R dans le demi-plan supérieur [resp. inférieur].

A.IIL3. Analyticité d’une intégrale sur un cycle « presque réel ».

Nous allons appliquer les résultats de la section A.III.2 à l’étude des propriétés
analytiques, en fonction du paramètre t, de l’intégrale d’une forme différentielle py
de degré n = p - 1, régulière et fermée dans la « fibre » St, dépendant analy-
tiquement du paramètre t. On sait que moyennant quelques précautions (8) une
telle intégrale reste une fonction analytique de t tant que le cycle d’intégration
(supposé compact) peut varier continûment avec t dans Yt - St. Or, à chaque
détournement compatible avec la projection 03C0 (supposée propre) est évidemment
associé un tel cycle « presque réel », variant continûment quand t parcourt « l’axe
réel détourné » s(R) : plus exactement, à chaque classe de détournement est associée,
quand t parcourt s(~), la classe d’homologie hi E St), image par le détour-
nement a de la classe fondamentale de la variété compacte, orientée, Yt~ (t’ = r(t)).
On pourrait supposer, plus généralement, que l’intégrand 03C6t est multivalué, c’est-

à-dire qu’il est défini en fait sur un revêtement Y - S de Y - S. Il faut alors,
pour donner un sens à l’intégrale, choisir continûment sur la fibre détournée une
« détermination » de cpt, ce qui revient à choisir une façon de « remonter » de

Yt - St dans Yt - St le cycle d’intégration : c’est toujours possible si la fibre
réelle Y, est simplement connexe, car le détournement, étant un homéomor-
phisme, conserve la simple connexité. ,

Ainsi, la Proposition A.III.2.2 nous conduit immédiatement à énoncer la

PROPOSITION : L’intégrale J(t) = 03C6t est une fonction analytique du paramètre
ht

réel t, sauf pour les valeurs critiques mentionnées dans la Proposition A.III.2.2;
de plus, les deux fonctions J(t) définies de part et d’autre d’une telle valeur critique
sont prolongement analytique l’une de l’autre quand on franchit la valeur critique
par un petit détour dans le demi-plan complexe supérieur (cas des 0) ou
inférieur (cas des 0). -

(8) Il suffira par exemple de faire l’une des deux hypothèses suivantes :
1 ° Y est un produit de variétés analytiques Y = X x C, x étant la projection

canonique; _

2° Y est une sous-variété analytique fermée d’un tel produit, de codimension 1

[resp. une intersection de telles sous-variétés en position générale], 03C0 étant la
restriction de la projection canonique; de plus, est le résidu [resp. le résidu

itéré] d’une forme différentielle fermée dépendant analytiquement de t.

Pour plus de détails, cf. [22], ou [29], Chap. VI.
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A.m.3.2. Remarque.

La Proposition A.III.2.2 supposait que la projection 77 était de rang 1, et nous
oblige donc à exclure les valeurs critiques que pourrait avoir cette projection r
elle-même. Ces valeurs critiques ont ceci de particulier que les fibres réelles Y~
définies de part et d’autre ont des « types d’homotopie » différents (théorie de
Morse [25]). On ne sera donc pas très étonné si ces valeurs critiques sont infran-
chissables du point de vue des intégrales « presque réelles », c’est-à-dire si les fibres
réelles définies de part et d’autre ne sont reliées par aucun détour complexe (fig. 41 ).
Pour préciser cette idée, considérons un point critique quadratique non dégénéré,

FIG. 41. - Point critique d’indice impair :
les fibres réelles Yt~ et Yt" ne sont reliées par aucun détour complexe.

d’indice k. Oubliant la présence des sous-variétés Si, on peut se poser le problème
de relier par un petit détour complexe les classes d’homologie ht E Hn(Yt) définies
par les fibres réelles de part et d’autre de la valeur critique. Ce problème est
évidemment invariant par conjugaison complexe : si un tel détour existe, le détour
complexe conjugué fait également l’affaire. Par conséquent, les classes d’homo-
logie ht doivent être invariantes par un tour complet autour de la valeur critique,
ce qui n’est possible (Théorème de Picard-Lefschetz) que si leur « indice d’inter-
section » avec le « cycle évanouissant » est nul. Cet indice d’intersection est facile
à calculer puisqu’on a un modèle local explicite pour Yt au voisinage du point
critique : on trouve que pour t &#x3E; te (la valeur critique), cet indice d’intersection
vaut 0 ou + 2 suivant que le « co-indice » p - k du point critique est pair ou
impair; pour t  tc, il suffit évidemment de remplacer le co-indice par l’indice.
Par conséquent, si l’un au moins des deux nombres k, p - k est impair, on est
certain que les deux classes d’homologie ht (t &#x3E; t~ et t  t~) ne sont pas reliées
par un petit détour complexe. Si les deux nombres k et p - k sont pairs, ce n’est
plus certain, et je pense qu’on ne peut rien conclure sans une étude globale de
l’homologie.
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A.IIL3.3. Discontinuités de l’intégrale.
Nous nous proposons d’étudier le type de singularité de l’intégrale en un

point tc, projection d’un point critique quadratique non dégénéré de la strate AI,

non critique pour les autres variétés AJ = J # 1 : c’est la situation étudiée

dans [29] sous le nom de pincement simple. Rappelons quelques conclusions
de [29] : la fonction J(t ) se prolonge analytiquement le long de tout chemin voisin
de la valeur critique te et évitant celle-ci; de plus, si l’intégrand n’a que des singu-
larités polaires, le point t~ est une singularité de type

logarithmique si dim Ar est impaire,
algébrique d’ordre 2 si dim Ar est paire,
polaire si dim Ai = - 1,

où dim A ~ désigne la dimension de la strate-fibre « générique », c’est-à-dire ici
où nous avons choisi un espace de paramètres à une dimension :

dim A = t.

Les formules de discontinuité de [29] deviennent particulièrement simples dans Ie
cas du point critique d’indice zéro (9), c’est-à-dire le cas où la forme quadratique
représentant la fonction 77 ) | AI près du point critique est définie positive. Pour
t &#x3E; tc, désignons par J+(t) [resp. J-(t)] la fonction obtenue par prolongement
analytique dans le demi-plan supérieur [resp. inférieur] de J(t), t  t~ (fig. 42).

FIG. 42. - Prolongements analytiques de la fonction J(t).

Il s’agit de calculer J+(t) - J-(t). Ce qui fait l’intérêt du cas de « l’indice zéro »,
c’est que la cellule évanouissante eIr de [29] peut être prise simplement comme la
cellule réelle bordée par les variétés S~r C S, i E 1 ([29], fig. V.2) ; on la munira
de l’orientation choisie pour Yt. D’autre part, pour sphère évanouissante ei on

peut prendre la sphère réelle Ar = avec une convention d’orientation

iEI

qui sera précisée plus loin.
Ceci posé, la discontinuité de l’intégrale, lorsque l’intégrand est monovalué,

est donnée par les formules

(Disc. 1)+

(9) C’est justement le cas qui nous intéresse le plus en pratique : cf. 1.2.5.



198 FRÉDÉRIC PHAM

valable dans le cas ~i03B1i &#x3E; 0, et

(Disc. 1)-

valable dans le cas ~ 0.
Dans ces formules, Res 03C6t = Resll Resi2 ... Resi  03C6t est le résidu itéré de la

forme çi par rapport aux variétés ..., Slu, f ih i2, ..., 
= I. L’orientation

de la sphère évanouissante ei se déduit de celle de la cellule évanouissante (donnée
plus haut) par la formule de « bord itéré » : :

(en faisant agir les opérateurs « bord » dans l’ordre choisi pour les opérateurs
« résidu »).

PREUVE de ( Disc. 1 ) : Il suffit, comme dans [29], d’appliquer la formule de
Picard-Lefschetz et la formule des résidus de Leray. La classe ht peut être repré-
sentée localement (avec les conventions de A.III.2.2) par un champ de vecteurs
transverse aux Sit, donc transverse au bord de la cellule eIt, et l’on voit facilement
que cette cellule constitue un puits ou une source du champ de vecteurs selon
que 0 Vi ou ~ 0 Vi (ce n’est ni un puits ni une source si les n’ont

pas tous le même signe). On trouve donc pour l’indice d’intersection 
(par un raisonnement analogue à celui de [29], Chap. II, Exemple 7.4) les valeurs
suivantes :

Il ne reste plus qu’à reporter ces valeurs dans la formule de Picard-Lefschetz.
Dans le cas 0 Vi, il faut bien prendre garde que l’on « part » de l’inté-

grale J-(t) (c’est en effet elle qui est définie sur le cycle « presque réel )) hl), et
que J+(t) s’en déduit par un tour dans le sens négatif autour de tc : il faut donc
appliquer la formule de Picard-Lefschetz « à l’envers ».

REMARQUE : Lorsqu’on a affaire à une seule SOUS-Variété S (cas lL = 1), Si est
vide pour t  te (tout au moins dans la partie de la fibre voisine du point critique);
J(t) est donc définie pour t  tc par l’intégrale sur la fibre Yr non détournée, tandis
que J+(t ) et J-(t) (pour t &#x3E; tc) sont définies par les deux détournements possibles
de cette fibre; la formule (Disc. 1) est alors facile à démontrer directement, en
comparant ces deux détournements. La situation n’est pas si simple quand ~. &#x3E; 1,
car seule l’une des deux fonctions J*(t) est définie par un détournement de Yr
(cf. Proposition A.111.3.1). La formule (Disc. 1) nous fournit alors des renseigne-
ments intéressants sur l’autre fonction : en effet, comme le cycle d’intégration el
est une variété réelle, on peut répéter sur le prolongement analytique de l’intégrale
figurant dans (Disc. 1) les raisonnements faits pour l’intégrale J(t).
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Lorsque l’intégrand est multivalué, on doit se placer dans un « revête-

ment » Y - S de Y - S. Si ce revêtement est « régulier » (exemple : le revêtement
universel), on sait que le groupe fondamental S) agit sur lui comme un

groupe d’opérateurs à droite. On notera y - w le point de Y - S transformé du
point y par l’action du lacet o E ~(Y 2014 S). Si tp est une fonction sur Y - S,
on notera la fonction transformée, définie par

Puisque les variétés Si se coupent en position générale, le groupe fondamental
local au voisinage du point critique est simplement le groupe libre commutatif

générateurs ..., désigne la classe d’un « petit lacet positif »
autour de Si. Ceci posé, la discontinuité de l’intégrale, lorsque l’intégrand n’est
« pas trop singulier » (11) sur est donnée par les formules

(Disc. 2)+

valable dans le cas E~ a ~ &#x3E; 0, et

(Disc. 2)-

valable dans le cas ~ 0.

Dans ces formules, Disci cp~ est la discontinuité itérée de la forme ~t par rapport
aux sous-variétés Si, i E I, définie par

e Il est la « cellule évanouissante » réelle de tout à l’heure, « remontée » dans

Yt - Sr de la façon suivante : en dehors d’un voisinage de son bord, cette cellule
peut être considérée comme un morceau de la fibre détournée; puisqu’il a fallu
« remonter » dans Yr - St la fibre détournée pour définir ht, on peut convenir de
remonter la cellule évanouissante de la même façon.

(10) Dans [28] et [29], l’opérateur « à droite )) Cù était considéré comme un
opérateur à gauche, tandis que l’opérateur était noté w*. Bien que tout cela
n’ait pas d’importance ici où le groupe étudié est commutatif, notre nouvelle
notation est plus logique. En particulier, la notation c.ù* était fâcheuse, pouvant
faire croire au caractère « contravariant » du « foncteur » M ~-~ 

(11) Pour plus de détails, cf. [28] [29]. L’idée est de permettre au cycle d’intégra-
tion de toucher Sil’ ..., S, sans que la convergence de l’intégrale en soit affectée.
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PREUVE de ( Disc. 2) : La « convention de remontée » précédente peut être
caractérisée comme la seule qui donne dans Yt - St un indice d’intersection
( eit non nul. Les valeurs de cet indice d’intersection sont alors les mêmes
que dans le cas non ramifié. Il ne reste plus qu’à appliquer la formule (Disc. 2)
de [29] (Chap. VII).

REMARQUE : Exactement comme les formules (Disc. 1), les formules (Disc. 2)
sont faciles à démontrer directement dans le cas y = 1, en comparant les
deux détournements qui définissent J+(t) et J-(t). Il faut alors prendre garde que
la « convention de remontée )) précédente donne un résultat différent suivant qu’on
se réfère à l’un ou l’autre de ces détournements. Cela explique pourquoi les
formules (Disc. 2)+ et (Disc. 2)-, qui devraient évidemment donner le même
résultat, diffèrent formellement par 

A.III.3.4. Remarque : discontinuités « au sens des distributions ».

Au lieu de définir les discontinuités comme nous venons de le faire au para-
graphe A. III. 3.3, nous aurions pu les définir comme distributions : ainsi par
exemple Disc J(t) = J+(t) - J-(t) peut être considérée comme une distribution
sur l’axe réel, en définissant J~(t) comme la distribution « valeur au bord » de la
fonction analytique J(t) suivant un détournement convenable. Avec cette conven-
tion, une singularité polaire de la fonction analytique J(t ) se traduit par une
discontinuité concentrée au point singulier t~, pouvant s’écrire (dans le cas d’un
pôle simple)

De même, la discontinuité Discl CPt apparaissant dans la formule (Disc. 2) peut
être définie comme distribution, et si cpr a une singularité polaire sur S~, la distri-
bution Disci c~r est concentrée sur S; et égale au résidu de Ce point de vue a
l’avantage de faire de la formule ( Disc. 1) un simple cas particulier de ( Disc. 2) .
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APPENDICE IV

REMARQUE SUR LE GROUPE FONDAMENTAL
D’UN COMPLÉMENT D’ENSEMBLE ALGÉBRIQUE (1)

THÉORÈME : Soit S = Si U S2 U ... U S,n une union d’ensembles algébriques
irréductibles de codimension l, donnés dans Cn par l’annulation de polynômes irré-
ductibles Sh s2, ..., sm. Supposons remplie la condition suivante : en dehors d’un sous-
ensemble algébrique de codimension &#x3E; 3, les compactifiés dans cCP’t de Sh S2, ..., Sm
sont des variétés en position générale les unes par rapport aux autres et par rapport
à « l’hyperplan de l’infini ». Alors le groupe fondamental 03C01(Cn - S) est libre commu-
tat(f à m générateurs.
PREUVE : Coupons S par un p-plan générique CP ce Cn (1 ~ p  n). L’inclu-

sion jP : CP - S -~ Cn - S induit un homomorphisme

1 er pas : surjectivité de j *, pour tout p &#x3E; 1.

Il s’agit de montrer que tout lacet X de en - S est homotope à un lacet de
CP - S. Dans en, X est homotope à zéro, par une homotopie linéaire évidente.
Soit A : p -~ en l’application du carré dans en que définit cette homotopie. En
déformant un peu X, on peut toujours se ramener au cas où A est transverse sur S.

(S) consiste alors en un nombre fini de points intérieurs au carré, images
réciproques de points « ordinaires » de S. En remplaçant le pourtour du carré par
une succession de « lacets rectilignes » entourant chaque point de (S) (fig. 43),
et en envoyant tout cela dans en par l’application A, on voit que X est homotope
dans en - S à une succession de lacets rectilignes entourant des points ordinaires
de S (~). Or chacun des segments de droites correspondants est contenu dans
un CB qu’on peut supposer transverse à S (en le bougeant légèrement s’il y a lieu).
Et comme toutes les sections génériques sont isotopes, tous ces lacets peuvent être
amenés dans une même section générique ~1, ce qui prouve la surjectivité pour
p = 1, donc a fortiori pour p quelconque. 

’

FIG. 43. - Décomposition d’un lacet en « lacets rectilignes ».

(1) L’idée de cet Appendice, ainsi que la référence à Zariski, m’ont été commu-
niquées par le Professeur R. Thom.

(2) Comparer à [29], Chap. V, Proposition 1.2.



202 FRÉDÉRIC PHAM

2e pas : S) = ?Lm (Zariski).

Considérons une section générique par un C~. Dans cette section, les Si sont
des courbes irréductibles sans singularités, en position générale les unes par
rapport aux autres et par rapport à la droite de l’infini. Il résulte alors d’un théo-
rème de Zariski [40] (cité par Serre [33]) que le groupe S) est libre commu-
tatif à m générateurs. On en a une base canonique en considérant m lacets recti-
lignes tournant autour d’un point de Si, S2, ..., Sm respectivement dans des sections
génériques CI. 

-

3e pas : injectivité de dans les conditions du Théorème.

Cette injectivité se démontre en fabriquant un homomorphisme s* qui composé
avec j soit un isomorphisme. En fait, s* est simplement l’homomorphisme induit
par l’application s : en - S -~ qui associe à tout point x E en - S les m
nombres complexes différents de zéro si(x), S2(X), ..., Sm(X). Le fait que l’homomor-
phisme composé

soit un isomorphisme résulte simplement de la description donnée ci-dessus de la
base canonique de 7Ci(C~ 2014 S), et du fait que les fonctions Si sont des équations
irréductibles des Sl non seulement dans Cn, mais aussi, localement, dans toute
section générique.
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1) - Page 160, dans la « Remarque sur la discordance », l’affirmation que la
branche inefficace du lieu de Landau est de type Si n’est exacte que dans le cas
correspondant à la fig. 15 b. Dans le cas général (fig. 15 a), on a affaire à une
situation de type Si avec un indice transverse égal à n - p + 1 : pour le voir,
il suffit d’examiner le modèle local donné dans A . II . 4 .1. (avec f de type ~).

2) - A propos de l’Appendice IV, j’ai appris ultérieurement du Professeur

O. Zariski que le caractère d’isomorphisme de j~ était un phénomène tout à fait
général, vrai pour tout ensemble algébrique S : cf. O. ZARISKI, Ann. t. 38,
1937, p. 131.
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