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Étude relativiste de fluides visqueux et chargés

Guy PICHON
(Institut Henri Poincaré)

Ann. Inst. Henri Poincaré,

Vol. il, n° 1, 1965,

Section A :

Physique théorique.

RÉSUMÉ. - Le présent travail est consacré à l’étude des fluides en Relati-
vité générale. Dans une première partie l’auteur détermine la forme du ten-
seur d’impulsion énergie compte tenu des phénomènes de viscosité, d’électro-
magnétisme, de conductivité thermique. Dans le second chapitre il étudie

les équations des fluides visqueux thermodynamiques et plus particulière-
ment le problème de Cauchy et les équations d’évolution du tenseur rota-
tionnel. Le troisième chapitre est consacré aux fluides chargés. L’auteur
calcule la vitesse de propagation du son dans de tels milieux puis il définit
et étudie le schéma singulier; enfin, à l’aide des tenseurs distributions il

établit et étudie les équations auxquelles satisfont les discontinuités du champ
électromagnétique à la traversée d’une sous-variété de l’espace-temps.

SUMMARY. 2014 The present work deals with fluid mechanics in general
theory of relativity. In the first part the author détermines the form of
the energy-momentum 4 tensor and introduces viscosity, electromagnetic
field and thermal conduction. In the second chapter, the equations of
viscous thermodynamic fluids are studied end more particularly the Cauchy’s
problem and the equations of rotational. The third chapter is consacred
to charged fluids. The author determines the velocity of sound in such
a medium then he defines and studies the singular field. At last, with aid
of tensor distribution he establishes and studies the equations which are
satisfied by the discontinuities of the electromagnetic field across a sub-
manifold of the space-time.
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INTRODUCTION

Le premier chapitre du présent travail est consacré à la description du
schéma fluide le plus général. Nous nous sommes efforcé de donner un
tenseur d’impulsion énergie aussi complet que possible. A côté des phéno-
mènes prépondérants de pression mécanique et de champ électromagnétique,
nous avons tenu compte des phénomènes thermodynamiques, de viscosité,
d’induction, d’électrostriction et de magnétostriction. Le tenseur ainsi obtenu
n’est pas symétrique et il est nécessaire pour écrire les équations d’Einstein
de lui ajouter un tenseur d’interaction. Aucun critère physique ne permet
actuellement de préciser la forme de ce dernier terme. Nous avons, sans
préjuger de la forme du terme d’interaction, supposé qu’il conduisait aux
mêmes équations du mouvement que le tenseur non symétrisé ce qui est
en accord avec la théorie en Relativité restreinte.

Le fluide visqueux thermodynamique a fait l’objet des développements
du second chapitre. Nous avons d’abord posé le problème de Cauchy.
Trois familles de variétés caractéristiques apparaissent alors dont une est
essentiellement due au phénomène de viscosité. L’écriture explicite des
conditions de conservation permet de mettre en évidence deux opérateurs
de différentiation, l’un le long des lignes de courant, l’autre dans les direc-
tions orthogonales. Guidés par les résultats obtenus par A. Lichnerowicz
et Y. Choquet-Bruhat pour les fluides parfaits, nous avons en introduisant
ces opérateurs étudié la structure des équations d’évolution du rotationnel
du fluide visqueux incompressible. A condition que le tenseur de déforma-
tion soit borné et la densité suffisamment grande, le système des équations
est parabolique lorsqu’on prend comme lignes de temps les lignes de courant.
Le fluide visqueux quelconque ne possède en général pas cette propriété.
La structure de ses équations est de type mixte, assez difficile à préciser,
certains groupes d’équations étant hyperboliques, d’autres paraboliques, ce
qui explique en particulier l’absence dans un tel schéma d’ondes acoustiques.
Dans le troisième chapitre, nous considérons le schéma fluide parfait

électromagnétique et posons d’abord le problème de Cauchy. En plus des
variétés caractéristiques tangentes au cône isotrope, des variétés engendrées
par les lignes de courant et des variétés des équations de Maxwell apparaît
une quatrième famille que nous interprétons en termes d’ondes acoustiques.
La vitesse de propagation de ces ondes est fonction, en un point donné de
l’angle que fait la direction de propagation avec le vecteur de Poynting
électromagnétique.
Par des développements parallèles à ceux fait par A. Lichnerowicz en
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l’absence d’induction, nous définissons et étudions le champ électromagné-
tique singulier, rejoignant ainsi certains résultats établis par Pham Mau
Quan à l’aide d’une technique différente. Les deux 2-formes G et H qui
dérivent ce champ satisfont à des relations très simples que nous mettons
en évidence. Sous des hypothèses simples nous établissons enfin la perma-
nence du schéma singulier.
Une dernière partie est consacrée à l’étude des discontinuités du champ

électromagnétique. Cette étude est facilitée par la notion de tenseur distri-
bution (au sens de A. Lichnerowicz) et par celle de courant (au sens de
G. de Rham) à support sur une sous-variété de la variété espace-temps.
Après avoir rappelé ces notions, nous formons les équations algébriques
et différentielles auxquels satisfont les courants de discontinuité. Le système
obtenu présente de grandes analogies avec le système des équations du
schéma singulier, analogies que nous mettons en évidence. Nous formons
enfin et étudions les équations de propagation des discontinuités le long
des bicaractéristiques des équations de Maxwell.

CHAPITRE PREMIER

ÉQUATIONS DES FLUIDES THERMODYNAMIQUES
VISQUEUX ET CHARGÉS

1 . Les équations d’Einstein. - Le cadre de la Relativité générale
est une variété différentiable V4 à quatre dimensions [1]. Sur V4 est définie
une métrique riemanienne ds2 de type hyperbolique normal à un carré
positif et trois carrés négatifs. Dans un système de coordonnées locales
admissibles xa, l’expression de cette métrique est :

La classe de différentiabilité de V 4 et celle des potentiels de gravitation g03B103B2
seront supposées suffisantes pour les calculs qui suivront.
Le cadre géométrique étant cette variété « espace temps » V4, la théorie

relativiste de la gravitation consiste à choisir un système tensoriel d’équa-
tions aux dérivées partielles qui doit limiter la généralité du tenseur fonda-
mental ga.f3. Ces équations doivent généraliser les équations classiques (1).
Leur forme générale, donnée par Einstein s’écrit :

1£j m ous entenaons par « equanons classiques » les equanons non relativistes.

msr. POINCARÉ, A-II-l 2*
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où Ro3 est le tenseur de Ricci, R = gÀtLRÀtL, a la constante cosmologique,
x une constante numérique et Ta3 un tenseur symétrique dit tenseur d’impul-
sion énergie et que nous allons maintenant définir.

2. Le tenseur d’impulsion d’énergie d’un schéma fluide. - Le
tenseur doit décrire au mieux la distribution énergétique du milieu
considéré. Les interprétations physiques des composantes de T03B103B2 en un
point x de V4 se font en considérant l’espace tangent à V4 en x comme un
un espace-temps de la relativité restreinte. Les hypothèses faites sur la métri-
que permettent en effet de mettre celle-ci sous la forme :

les w« étant des formes de Pfaff définies en x.

Dans l’espace tangent Tx, la base duale de la base définit alors un

repère orthonormé qui permet l’interprétation de tout tenseur en x en termes
d’espace et de temps [1].
Le tenseur d’un schéma fluide se construit à partir d’un vecteur unitaire

de composantes ua orienté dans le temps c’est-à-dire vérifiant

o ~__ 
_

Nous désignerons par (R) tout repère orthonormé de Tx dont u est le

vecteur orienté dans le temps, les trois autres vecteurs e~~~e(2~e~3~ étant

orientés dans l’espace :

Le vecteur u représente le vecteur vitesse d’univers d’un élément fluide.
La longueur de l’arc de trajectoire du vecteur u définit le temps propre
associé à cet élément. En un point x de V4, le sous-espace vectoriel de Tx
orthogonal à u sera dit espace associé à u, ou plus simplement espace. La

décomposition d’un tenseur quelconque en ses composantes suivant u

et suivant l’espace sera facilitée par l’introduction du « projecteur d’espace »

Yar.1 = ucxuf3 déjà étudié par A. Lichnerowicz [1] puis C. Cattanéo [2].
L’idée directrice qui permet la construction de est la suivante : T«~

sera une fonction des ua de leurs dérivées et des caractéristiques physiques
du milieu considéré. Le tenseur S03B103B2 étant conservatif [3], il résulte des équa-
tions d’Einstein :

où i7 est l’opérateur de dérivation covariante.
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Les équations (2) se décomposent en :

L’équation (2-1) doit généraliser l’équation classique de conservation
de l’énergie, les équations (2-2) doivent généraliser les équations classiques
du mouvement de l’élément fluide.

Dans le schéma fluide le plus général, le tenseur T 1X[j est la somme de
quatre tenseurs :

(m)

a) un tenseur "t’oc[j qui rendra compte de l’énergie pondérable et des

phénomènes purement mécaniques (pression, viscosité),
(e) -

b) un tenseur "t’cx(3 qui rendra compte des phénomènes électromagnétiques,
c) un tenseur Q03B103B2 qui rendra compte des échanges de chaleur,

(i )

d) un tenseur dit tenseur d’interaction qui symétrise 
Dans ce chapitre et les suivants, sauf mention contraire, la vitesse de la

lumière sera prise pour unité.

(m) (m)
3. Le tenseur - Le tenseur dans lequel interviennent les effets

de viscosité, a été introduit par A. Lichnerowicz [1]. Nous le reprenons sous
une forme un peu différente qui s’écrit :

où p s’interprète comme étant la densité de l’élément fluide considéré,
e son énergie interne, p sa pression, X et v sont deux constantes que l’on
rencontre en théorie classique (v est ordinairement appelée fJ. [5]). On a
enfin :

+ v = K03C1  est appelé tenseur de déformation du milieu considéré.
2~a~ apparaît donc comme la composante d’espace de ce tenseur. L’énergie
interne e est reliée à la température 6 à la pression p et à la densité p par
l’équation thermodynamique :

r

où S désigne l’entropie spécifique de l’élément fluide considéré.

(1) La distinction dans le coefficient de u«u3, entre l’énergie pondérable p et

l’énergie interne e est due à Taub et permet d’introduire l’équation thermodyna-
mique (4) M.
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(e) 
,

4. Le tenseur - En l’absence d’électrostriction et de magnéto-
(e) 

,,

striction le tenseur fut introduit par Minkowski [6] puis repris derniè-
rement par Pham Mau Quan [7]. Il s’écrit :

où Gao et sont deux tenseurs antisymétriques à partir desquels on
construit les champs électriques et magnétiques. Pour cela on considère
la forme élément de volume définie par le tenseur = |e03B103B203B303B4
où e03B103B203B303B4 est l’indicateur de permutation et g le déterminant de la matrice (g«3).
Au tenseur est alors associé le tenseur adjoint de composantes

et de même à Ha3 est associé le tenseur Hcr{3.

Les champs électriques E, magnétiques H, induction électrique D et
induction magnétique B sont alors représentés par les vecteurs de compo-
santes :

-+ ~ ---+ ~

Les vecteurs E, H, D, B sont évidemment des vecteurs d’espace. Comme
lois de l’induction nous prenons celles de la théorie de Maxwell des milieux
~ 

- ~ - ~

isotropes: D est parallèle à E et B à H ce que nous traduisons par:

où s et y sont deux fonctions supposées connues de la densité p et la tempé-
rature 0. On peut, en première approximation considérer ~ et  comme des
constantes ainsi que l’ont fait Minkowski et Pham Mau Quan. En fait
l’expérience montre que e et [J. ne dépendent que de p [8].

D’autre part les variations de e et de fL se traduisent par la présence au
sein du fluide d’une pression supplémentaire que l’on peut mesurer effecti-
vement et qui a pour expression en théorie classique [8] :

Si nous voulons rendre compte de ces phénomènes en Relativité générale,
il faudra non seulement considérer e: et ~, comme des fonctions de p, mais

ajouter au tenseur ’t’eta un tenseur qui tiendra compte de cette pression
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supplémentaire laquelle se comporte [8] comme la pression p. Nous pren-
(e)

drons donc comme tenseur :

(e)
Les composantes de «4 sur l’espace associé coïncident avec celles qu’in-

troduit Boa Teh Chu [P] pour étudier le champ électromagnétique dans
les fluides classiques.

5. Le tenseur - La conduction thermique dans un milieu fluide
relativiste a été étudiée par Pham Mau Quan [10] par l’introduction d’un
vecteur courant de chaleur q proportionnel au gradient d’espace de la tempé-
rature 0, c’est-à-dire qui s’écrit :

, ~ B

où x est le coefficient de conduction thermique qui dépend de la nature
du milieu. La considération de ces échanges thermiques conduit à ajouter
au tenseur d’impulsion énergie le tenseur

(1)
6. Le tenseur d’interaction - Si nous considérons le tenseur

nous constatons que ce tenseur n’est pas un tenseur symétrique et ceci à
cause du tenseur 

Le tenseur peut en effet s’écrire [11] :

où Pa est le vecteur de Poynting et Qa un vecteur analogue :

Dans le cas où les inductions sont parallèles aux champs, alors Q = E{.LP
et le tenseur a une partie antisymétrique non nulle égale à
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On ne peut donc écrire les équations d’Einstein qu’en symétrisant 03C403B103B2
(0

à l’aide d’un tenseur dit d’interaction Abraham propose [72] :

et Pham Mau Quan [7] :

En fait il n’existe actuellement aucune expérience qui permette de choisir

le tenseur les forces mises en cause étant trop faibles (de l’ordre

de 1 -2 EIL , c étant la vitesse de la lumière). D’autre part dans les équationsc p .

(0 0)
du mouvement T~~ n’intervient que par sa divergence 0 «T,~. Nous ferons
donc l’hypothèse suivante :

(0
1 ° en l’absence de champ électromagnétique le tenseur ’t’(X(3 est nul,
. 

(0 
’

2° en présence de champ électromagnétique on peut négliger 

7. Les conditions de conservation. - Les équations de conservation
sont des conséquences des équations d’Einstein et s’écrivent :

(m)
Le calcul complet de sera effectué au chapitre II, cependant on

voit immédiatement que : -

où l’on a posé w = p 1 + e + - P/ ).
Le calcul de a été souvent effectué et son expression transformée

en utilisant les équations de Maxwell [7]. Ces équations qui s’écrivent :

où Jp est le vecteur courant électrique, sur lequel nous reviendrons, généra-
lisent les équations de Maxwell classiques et conduisent à la relation :

lorsqu’on suppose E et ~. constants.
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Dans cette dernière hypothèse on peut alors à partir de l’équation de
continuité donner l’expression de la variation de l’entropie S le long d’une

ligne de courant, c’est-à-dire une trajectoire du vecteur u.
Il résulte de ( 11 ), ( 13) et (8) :

Or l’équation thermodynamique (4) nous permet d’écrire :

Nous en déduisons la variation de l’entropie S le long d’une ligne tangente
à u c’est-à-dire une ligne de courant :

Nous dirons qu’un fluide est parfait si À = v = o.
Pour un fluide parfait non chargé et dans lequel on néglige le courant de

chaleur on obtient la relation :

Un mouvement sera dit adiabatique si u03B1~03B1S = O. D’où :

THÉORÈME I Pour qu’un mouvement d’un fluide parfait non chargé soit
adiabatique il faut et il suffit que ~7 a(Pua) = 0, c’est-à-dire qu’il y ait conser-
vation de la masse.

Dans un tel mouvement = 0, l’entropie se conserve le long
d’une ligne de courant.

8. Le système des équations du fluide relativiste. - Dans les

équations générales des fluides interviennent deux sortes de fonctions :

a) celles dont la forme ne dépend que de la nature physique du milieu
et qui seront fonction en général des deux variables thermodynamiques p
et e. Ce sera le cas de e, n, x, À, v ;

(2) Ce calcul a été effectué par Coburn dans le cas du fluide parfait [22].
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b) des fonctions inconnues qui dépendront des quatre variables xÀ.

Du choix de ces fonctions dépendront les difficultés d’étude du système.
Les dix potentiels le vecteur ua, la densité p, la température e seront

considérés comme des inconnues. Dans la partie électromagnétique, on
a le choix entre les champs E, H ou les tenseurs Haa et Ga3. La simplicité
des équations de Maxwell fait que nous prendrons et comme fonc-

tions inconnues. Seulement ces fonctions sont liées par des relations consé-

quences des lois de l’induction. Ces relations s’écrivent [8] :

avec :

(voir chapitre III A-1 ).
Le vecteur courant J n’introduira qu’une fonction inconnue supplémen-

taire. D’une façon générale nous pouvons le décomposer sous la forme :

où y est la densité de charge propre, a la conductivité électrique. Les termes

en bP et sq rendent compte de l’effet Hall [13] et de l’effet thermoélectrique.
Les quantités b et s seront supposées ne dépendre que du milieu considéré.
La seule inconnue scalaire sera y.
En résumé nous avons donc comme inconnues :

soit au total 30 inconnues et comme équations :

et l’équation d’état F (p, p, 8) = 0 qui ne dépend que du milieu.
Nous utiliserons aussi constamment les conditions de conservation consé-

quences des équations d’Einstein :

L’étude et la résolution des équations ainsi obtenues s’effectue en général
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dans un système de coordonnées déterminé, par exemple le système iso-
therme [14]. Le choix de ces coordonnées introduit quatre équations supplé-
mentaires qui ne font intervenir que les potentiels grxa et leurs dérivées pre-
mières et secondes et que nous n’aurons pas besoin d’expliciter.
Nous obtiendrons dans ce travail des résultats originaux pour les schémas

suivants :

1 ~ le schéma fluide visqueux thermodynamique,
20 le schéma fluide chargé avec induction.

CHAPITRE II

LE SCHÉMA FLUIDE VISQUEUX
THERMODYNAMIQUE

A. - Le problème de Cauchy.

A-1. Les équations du fluide visqueux thermodynamique. -
Dans un tel schéma nous négligeons les phénomènes électromagnétiques.
Le tenseur d’impulsion énergie peut alors s’écrire :

avec :

Les inconnues sont alors u«, p, p, 8, soit au total 17 inconnues pour
les 12 équations

En plus des quatre conditions de coordonnées nous ajoutons une équa-
tion supplémentaire qui s’introduit naturellement quand on exprime la
conservation de la chaleur. Cette équation introduite par Pham Mau

Quan [10] s’écrit, en posant p(1 + e) = r et en désignant par d la chaleur
spécifique à volume constant et l la chaleur de dilatation (d(0, p), I(e, p)) :

ANN. INST. POINCARÉ, A-N-1. 3
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Le système que nous considérons sera constitué par ( 15) (16) (17) ( 18) et
à la place de p nous prendrons l’inconnue r.

A-2. Équations de conservation. - Au cours des calculs qui suivent,
nous nous efforcerons de mettre en évidence deux opérateurs différentiels

associés au vecteur u :

- l’opérateur u03B1~03B1 de dérivation le long des lignes de courant,
- l’opérateur dit de dérivation d’espace.
Toute dérivée covariante peut s’exprimer à l’aide de ces opérateurs en

écrivant :

L’intérêt de cette décomposition apparaît lorsque l’on se place dans un
repère (R). On a :

Si T... est un tenseur quelconque l’expression ne renferme

que la dérivée ~0T... ; les expressions 03B303B103C1~03C1T ne renferment que mes
dérivées 

Compte tenu de UCX 0 = 0 et = 0 on voit que :

Les formules (19) entraînent alors :

expressions où apparaissent linéairement les dérivées premières de u le

long des lignes de courant.
Nous pouvons encore transformer cette expression en remarquant

que :

or d’après les équations d’Einstein :

donc :

or :

d’où :
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Remplaçant 03B303C103B2 0 p ~03B1u03B1 par la valeur ci-dessus on voit que
les équations de conservation peuvent s’écrire :

Cette équation appelle les deux remarques suivantes :
1 ° les dérivées premières de Ua. le long des lignes de courant apparaissent

linéairement,
2° les dérivées secondes de usa sont uniquement des dérivées d’espace.

En effet, dans un repère (R), Yoo = = 0 donc les seuls termes en dérivée

seconde qui apparaissent sont en 
Ces deux propriétés apparaissent aussi dans les équations de Navier

classiques, l’opérateur étant remplacé par l’opérateur ~ ~t ce qui nous
amènera à comparer la structure des équations de Navier relativistes à la
structure des équations classiques.

A-3. Le problème de Cauchy. - Nous allons voir que l’intégration
du système (I) constitué par les équations (15), (16), (17), (18) se présente de
façon très différente suivant que l’on néglige ou non le courant de cha-
leur qa.
Dans l’hypothèse la plus générale, le problème de Cauchy peut se poser

de la façon suivante : étant donné dans V4 une hypersurface par exemple
orientée dans l’espace (~), dont on peut toujours prendre l’équation sous
la forme ~ = 0 on suppose connues sur (~) les quantités suivantes dites
données de Cauchy : .

et l’on se propose de construire une solution du système 1 qui satisfasse
sur (~) aux données de Cauchy (22). Dans l’hypothèse où les données sont
analytiques, le théorème de Cauchy assure l’existence et l’unicité de cette
solution à condition que le système soit de Cauchy, c’est-à-dire résoluble
pour les dérivées d’ordre le plus élevé dans une direction transversale

à (~).
A. Lichnerowicz a montré d’une part que le tenseur S~ ne renfermait

aucune dérivée seconde ôoogay et que d’autre part le système des équations
d’Einstein était équivalent au système :
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(nous négligeons la constante cosmologique).
Si l’on remarque que les valeurs sur (L) de ne dépendent que des

données de Cauchy (22) le problème de l’intégration du système 1 se décom-
pose en deux :

1 ~ Problème des conditions initiales : trouver que (2) des données de
Cauchy qui satisfassent aux équations (15-1). On sait alors que ces rela-
tions seront satisfaites dans un voisinage de (L) [1].

20 Problème d’évolution : intégrer le système (I’) constitué par les équa-
tions (15-2), (16), (17), (18).

Pour résoudre ce second problème on est alors amené à calculer les valeurs
sur (2) des dérivées des fonctions inconnues. Les dérivées par rapport
aux variables Xi se calculent par simple dérivation sur (2) et nous ramenons
ensuite au calcul de ôoog«3, v-or, Zoo8.

Désignant par (D.C) toute fonction des données de Cauchy on tire

de (15-2) [1] :

ce qui permet sous l’hypothèse g°° # 0 de calculer les quantités 
Le calcul des quatre quantités ()oogoIX peut s’effectuer au moyen des quatre

conditions de coordonnées.

L’équation de continuité = 0 s’écrit, compte tenu de (21) :

or :

donc (21-1) peut s’écrire :

d’autre part (18) donne :
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enfin, compte tenu de qa = - ces deux dernières équations condui-
sent au système : .

ce qui permet le calcul de et ~0003B8 sous l’hypothèse u° # 0, 0.

On sait alors à l’aide de l’équation d’état calculer 
Il ne reste donc plus qu’à calculer les quatre quantités Zooua et ceci en

utilisant les équations de Navier :

Compte tenu de (21 ) on se ramène au système :

Les équations (23-1) sont au nombre de quatre mais elles sont liées par
la relation =0.

Pour résoudre le système (23) supposons u° # 0 et considérons un repère
dont u soit le vecteur orienté dans le temps, les trois autres vecteurs étant

portés par (2). On a alors = 0, y~ = 0 et le système se réduit à :

puis : 1

Pour résoudre ces trois dernières équations nous allons établir le lemme
suivant :

LEMME : Tout déterminant d’ordre n dont les éléments s’écrivent :

a pour expression :

Si le vecteur b de Rn dont les composantes sont bk est égal à 0, le lemme
est évident, si b # 0 alors le lemme se vérifie immédiatement en prenant
comme vecteur de base dans Rn un vecteur unitaire porté par b et en remar-

quant que bkck est le produit scalaire de b par c, c étant le vecteur de compo-
santes ck.

Le déterminant du système qui donne les ~00uj a donc pour expression :
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or : 1

d’où l’expression du déterminant :

Le système aura donc une solution unique si 0.

Les surfaces exceptionnelles pour lesquelles on ne saura pas résoudre le
problème de Cauchy sont donc celles sur lesquelles seront satisfaites l’une
ou l’autre des trois relations :

Dans un système quelconque de coordonnées, ces relations s’écrivent

en prenant pour équation de (~), = 0 :

La première relation traduit que (~) est tangente au cône isotrope, la
seconde que (~) est engendrée par des lignes de courant.

Étudions la troisième famille de variétés caractéristiques définie par

l’équation 0 (24-3).
..A. Lichnerowicz [1] a montré que, eu égard aux hypothèses faites sur la
métrique la forme quadratique y43Xa.X(3 est négative. Dans un repère (R)
elle s’écrit :

En théorie classique, lorsqu’on cherche à résoudre le problème de Cauchy
pour une variété plongée dans R4 (produit de Ra par l’axe des temps) on
trouve comme variétés caractéristiques les variétés qui satisfont à l’une ou
l’autre des deux équations :

v représentant le vecteur vitesse classique.

A-4. Le problème de Cauchy pour un mouvement isentropique.
- Nous dirons qu’un mouvement est isentropique lorsque l’on peut négli-
ger les échanges de chaleur. On a alors qa = 0, p peut être considéré comme
uniquement fonction de r et le système (I) se réduit au système (F) constitué
des équations ( 15), ( 16) et (17’), F(r, p) = 0.
Le problème de Cauchy peut se poser d’une façon un peu différente de

la précédente, le calcul des premières dérivées transversales inconnues

s’effectue sans utiliser les conditions de conservation [7J].
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Le système des équations d’Einstein peut encore s’écrire :

Les données de Cauchy sur (E) sont :

et les premières dérivées à calculer p.
Dès qu’on connaît les Ta3 on sait calculer comme précédemment

les Le problème se ramène au calcul des valeurs sur (~) de p, r
et 30ua.

Les équations (25-1) donnent :

ce qui avec l’équation (17’) permet de calculer r et p. L’équation (16) et
les équations (25-1) permettent de calculer les en se ramenant à un

système en dont le déterminant a encore pour expression [15] :

Les variétés caractéristiques qui apparaissent sont donc les mêmes que
précédemment.
Notons enfin que si nous voulons calculer les dérivées suivantes, il suffit

de dériver les équations données par rapport à x°. Il n’apparaîtra pas d’autres
caractéristiques que celles déjà rencontrées. Nous pouvons donc énoncer
le théorème suivant :

THÉORÈME II : Les caractéristiques qui apparaissent dans la résolution
du problème de Cauchy pour les fluides visqueux thermodynamiques sont :

- les variétés tangentes au cône isotrope,
- les variétés tangentes aux lignes de courant,
- les variétés définies par la relation = o.

A-5. Variétés caractéristiques et théorie des ondes. - De même
qu’en théorie classique [16] les variétés caractéristiques des fluides peuvent
s’interpréter, en Relativité générale comme représentant des surfaces d’ondes
qui se propagent à l’intérieur du milieu. Ce sont en effet des surfaces à la
traversée desquelles les grandeurs physiques, potentiels de gravitation,



38 GUY PICHON

pression, densité, vitesse ainsi que leurs dérivées sont susceptibles de subir des
discontinuités ce qui se traduit par une indétermination, voire une impossi-
bilité du problème de Cauchy.
La vitesse de propagation de ces ondes par rapport à un repère (R) est

la pente spatio-temporelle dans ce repère du plan tangent à la variété carac-
téristique au point considéré.
Le calcul de v a été effectué par A. Lichnerowicz [1] et Y. Choquet-

Bruhat [11] et donne :

On voit alors que les variétés définies par :

correspondent à des ondes de gravitation se propageant avec la vitesse 1

c’est-à-dire la vitesse de la lumière.

Les variétés définies par = 0 correspondent à des ondes qui ont
une vitesse de propagation nulle. Ces ondes seront dites stationnaires. En
fait elles correspondent en général à une discontinuité de la densité p et

se rencontrent à la surface de séparation de deux fluides non miscibles.
Enfin les variétés définies par = 0 correspondent à une vitesse

de propagation infinie. Or en Relativité la vitesse de propagation de tout
phénomène physique doit être, en principe inférieure à la vitesse de la lumière,
c’est-à-dire ici à 1. Ces dernières variétés ne correspondent donc vraisembla-
blement pas à une propagation réelle d’une grandeur physiquement obser-
vable (par exemple une discontinuité des dérivées des vitesses, de la pres-
sion, etc.).
Dans les fluides parfaits [1] les deux premières catégories apparaissent

et en plus une troisième famille qui s’interprète en termes d’ondes acousti-
ques, lesquelles correspondent à la propagation réelle d’un phénomène
physique. Cette dernière propriété est une conséquence du caractère hyper-
bolique du système des fluides parfaits [17], caractère qui n’apparaît plus
dans les fluides visqueux. Cette différence fondamentale se retrouve déjà
dans une théorie non relativiste.

B. - Les fluides visqueux incompressibles isentropiques.

Les analogies qui apparaissent dans le paragraphe précédent entre les
équations classiques et les équations relativistes des fluides visqueux nous
ont conduit à définir puis à étudier les fluides visqueux incompressibles
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relativistes. Dans tout ce paragraphe nous supposerons les mouvements
isentropiques c’est-à-dire que nous négligerons les échanges de chaleur.

L’étude des fluides parfaits incompressibles en mouvement isentropique
a conduit A. Lichnerowicz à introduire à la place du vecteur u un vecteur C
dans lequel interviennent les caractères dynamiques du milieu [1] [17].
La quantité w = r + p n’étant fonction que de la pression p, A. Lich-
nerowicz considère l’indice F défini par :

Remarquons que l’indice F est très voisin de 1. On a en effet en désignant
par c la vitesse de la lumière :

un fluide est alors dit incompressible si ~ a.Ca. = 0.
A partir de ces considérations, A. Lichnerowicz et Y. Choquet-Bruhat

ont obtenu de très jolis résultats dans l’étude des fluides parfaits isentro-
piques.

Malheureusement, pour le schéma visqueux les équations deviennent
rapidement très compliquées et difficiles à interpréter. C’est pourquoi
dans la première partie de ce paragraphe nous adopterons le point de
vue de A. Lichnerowicz pour le modifier un peu dans la seconde partie.
Dans le chapitre précédent nous avions adopté comme tenseur d’impul-
sion énergie :

Dans la partie qui traduit les effets de viscosité intervient essentiellement
le tenseur de déformation :

c’est-à-dire la partie symétrique du tenseur Il semblerait donc assez

naturel de définir, comme en théorie classique le tenseur, rotationnel comme
étant la partie antisymétrique de Vpu, (au coefficient 2 près) et de poser :

Or, dans l’étude des fluides parfaits A. Lichnerowicz a montré que le
tenseur qui généralise au mieux le tenseur rotationnel classique est :
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où V désigne l’opérateur de dérivation covariante dans la métrique :

Il fut ainsi amené à considérer comme tenseur d’impulsion énergie du
fluide visqueux [1] :

avec :

Nous avions d’abord considéré ce tenseur et posé le problème de Cauchy
pour les équations du fluide visqueux. Nous nous sommes alors aperçu
que la présence dans eaa de la dérivée de l’indice F (terme en u03C1~03C1F) entraî-
nait une indétermination dans le calcul de la pression p. Cependant les
équations du mouvement et l’équation de continuité se mettent sous une
forme remarquablement simple quand on introduit dans le tenseur de

viscosité ~03B1C03B2 au lieu de Vaua. C’est pourquoi dans une première partie
nous adopterons un tenseur d’impulsion énergie très voisin de celui de
A. Lichnerowicz et qui s’écrit :

Nous dirons que Tcxa décrit un milieu avec indice F. Le rotationnel

sera et l’incompressibilité traduira par VpCP = 0.
Dans une seconde partie nous reviendrons au tenseur introduit initiale-

ment :

Nous dirons que décrit un milieu non indicié. Le rotationnel sera Qp~
et l’incompressibilité se traduira par V puP = 0. Ce dernier tenseur un peu
simplifié permet une étude plus poussée de la structure du système des
équations.

B-l. - Le fluide visqueux incompressible avec indice F.

B-1-1. Le problème de Cauchy pour un fluide visqueux incom-
pressible. - En prenant comme définition de l’incompressibilité ~ xCa. = 0
nous voyons que le tenseur T a.f3 se réduit à :
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Remarquons d’abord que :

Il en résulte que le tenseur Tcxa ne renferme pas de dérivée de l’indice F.
Les mouvements étant isentropiques, le problème de Cauchy se pose et se
résout de la même façon qu’au paragraphe A-4 de ce chapitre.
On a en effet :

ce qui permet à l’aide de l’équation d’état de calculer r et p donc l’indice F.
Les quantités ~0u03B1 sont alors données par :

c’est-à-dire par le même système qu’au paragraphe A-4. Les variétés carac-
téristiques sont donc les mêmes que précédemment.

B-1-2. Les équations de conservation. - L’expression (29) permet
d’écrire :

d’où l’équation de continuité :

Or de la définition de C« il résulte :

d’où la nouvelle forme de l’équation de continuité, en tenant compte
de VpCP = 0 :

En faisant v = 0 on retrouve l’équation de continuité du fluide parfait
incompressible isentropique établie par A. Lichnerowicz.

Les équations du mouvement s’écrivent :

c’est-à-dire compte tenu de (30) :
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On peut encore transformer l’équation (31-1) en introduisant 
On a en effet :

L’équation de continuité et les équations de Navier-Stokes peuvent donc
s’écrire :

En introduisant l’énergie interne par unité de masse e, nous avons

w = p(l + e) + p. D’autre part il résulte de = 0 que :

et l’équation (31-1) s’écrit :

ce qui généralise l’équation classique qui donne la perte d’énergie d’un
élément fluide due à la viscosité [5].

B-1-3. Diffusion du rotationnel. - Nous avons vu que le système
des équations du fluide visqueux relativiste présentait de grandes analogies

avec le système classique, l’opérateur classiques- étant remplacé par l’opé-
rateur u03B1~03B1. Nous allons voir que ces analogies se poursuivent quand on
étudie l’évolution du rotationnel 

Pour faire apparaître 03A903B103B2 nous allons appliquer l’opérateur de différen-
tiation aux deux membres de l’équation (31-2).
Nous avons d’abord :
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Or étant une forme fermée :

et l’expression considérée s’écrit :

ou encore :

L’expression (33) généralise le premier membre de l’équation d’Helm-
holtz obtenu par Y. Choquet-Bruhat [77].
Dans ce qui suit nous ne considérerons que la partie principale des équa-

tions qui régissent l’évolution du totationnel c’est-à-dire celle qui renferme
les dérivées de car c’est de cette partie seulement que dépend la struc-
ture du système. Nous calculerons donc modulo les autres termes, ce que
nous traduirons par le signe ~. Ainsi :

Calcul de 2 il 

D’après l’équation de continuité (31-1) nous avons :

donc :

Pour calculer Ax3 nous prendrons sous la forme :

’1 ou rappelons-le K« = F .
On voit alors que les seuls termes en dérivée seconde seront donnés par:

ce qui, compte tenu des identités de Ricci et de = 0 se résout à :

modulo des termes en 
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Le calcul des termes en dérivée première de Q(X(3 ne présente qu’une diffi-
culté d’écriture si l’on remarque que :

modulo des termes en C« et l’on obtient en définitive :

A ce stade du calcul la difficulté est de faire apparaître les expressions Dpo
dans les termes qui, après antisymétrisation en À et fi renfermeront encore
des dérivées secondes de C~. On lève cette difficulté en différentiant l’équa-
tion de continuité ce qui conduit à la relation :

laquelle est suffisante pour faire apparaître les termes en Il vient

alors :

Si bien que les équations qui régissent l’évolution de s’écrivent :

où B~p est un tenseur qui ne renferme aucune dérivée de et où l’on a

posé r
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Les équations (35) présentent une particularité remarquable : celle d’être

résolues par rapport aux expressions Si nous calculons

cette expression dans un repère (R) nous obtenons :

ce qui montre que les seules dérivées secondes de sont des dérivées dans

l’espace propre et se présentent sous une forme qui rappelle le Laplacien
classique.

Cette remarque va nous permettre de préciser la structure du système
des équations (35) pour un milieu non indicié.

B-2. - Les fluides visqueux incompressibles non indiciés.

Dans ce paragraphe nous reprenons comme tenseur d’impulsion énergie :

Nous dirons qu’un fluide est incompressible si = 0 et nous pren-
.drons comme définition du rotationnel = 

B-2-1. Un théorème sur les écoulements irrotationnels. - A par-
tir de la formule (37), à l’aide des conditions de conservation on obtient
l’équation de continuité :

et les équations du mouvement :

Nous pouvons transformer les équations (38-2) en remarquant que :

avec :

on en déduit :

soit en utilisant l’identité de Ricci :

Or d’après les équations d’Einstein : = 0 si bien que les équa-
tions (38-2) s’écrivent :
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en particulier pour un écoulement irrotationnel et incompressible il vient :

qui est l’équation des lignes de courant d’un fluide parfait.

THÉORÈME III : Si un fluide visqueux incompressible admet un écoulement
isentropique irrotationnel, les lignes de courant sont identiques à celles d’un
fluide parfait de même enthalpie w.

B-2-2. Diffusion du rotationnel pour le fluide incompressible. -
Pour obtenir les équations d’évolution de Q on peut soit partir de (38-3)
soit dans les équations (35) faire Dans les deux

cas on obtient la même partie principale pour les équations.
Nous partirons des équations (35) et dans les termes en dérivées premières

de Q, nous mettrons en évidence les dérivées le long des lignes de courant
et les dérivées d’espace. Pour cela nous écrivons :

Les équations de diffusion du rotationnel peuvent alors s’écrire :

où les seules dérivées que renferment sont des dérivées premières d’es-
pace.
Nous allons étudier ce système en prenant un repère propre (R). Dans

un tel repère : fi

Le système s’écrit alors :

où les termes non écrits ne renferment que des dérivées .

Les trois premières équations considérées comme équations en Ou ont
manifestement une structure parabolique puisque w et v sont deux quantités
positives. Avant de voir si le système (39) a une structure parabolique,
rappelons la définition de la parabolicité au sens de Pétrowsky pour
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les systèmes linéaires : étant donné le système d’équations aux dérivées
partielles :

(i, j = 1 ... N) (k, 1 = 1 ... n), où les N fonctions u~ dépendent des n + 1
variables xk, t et où les coefficients Du ne renferment que des dérivées
par rapport aux xk et d’ordre au plus égal à 1, ce système est dit parabolique
si les valeurs propres de la matrice (- ont leur partie réelle
inférieure 

o est un nombre positif et les quantités 03BEk réelles sont soumises à la seule
n

condition 2: ; = 1.
k=i

Pour appliquer cette définition, nous pouvons supposer le système (39)
sous la forme :

où la matrice est définie par :

La matrice dont nous devons étudier les valeurs propres s’écrit :

Nous avons la valeur propre - v comptée trois fois. Les autres valeurs
w

propres sont celles de la matrice ( - Nous pouvons transformer les

conditions imposées aux valeurs propres de é1 en conditions sur les valeurs
ANN. INST. POINCARÉ, A-N-1. 4
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propres de B. En effet soit a = a + ib une valeur propre (B), il lui corres.

pond la valeur propre de (2014 L’t), 2014 - soit 2014 ~ .
Pour que le système soit parabolique il faut donc et il suffit que :

Or on vérifie immédiatement que les valeurs propres de la matrice

B = (w v 03B4il - 2 ~iul) sont les solutions de l’équation du troisième degré

ena: .

1 désigne le déterminant de la matrice 
D’après la condition (41), pour que le système soit parabolique, il faut

et il suffit que les parties réelles des racines de (42) soient positives.
Or ces racines s’écrivent :

où z est racine de l’équation :

Les parties réelles des racines de cette équation sont des fonctions conti-
nues des coefficients, donc des quantités ~iuj lesquelles représentent les
composantes d’espace du gradient de la vitesse. Il en résulte que si à l’ins-
tant initial ces dernières quantités sont bornées alors les parties réelles des
racines z seront bornées et, pour des valeurs suffisamment grandes de w,
la partie réelle de a sera positive ; le système sera parabolique.
Remarquons bien que cette propriété est valable parce que nous avons

pris comme lignes de temps (lignes x° variable) les lignes de courant ; pour
d’autres lignes de temps le système ne sera en général pas parabolique.
Nous pouvons donc énoncer :

THÉORÈME IV : Lorsque les composantes d’espace du gradient de vitesse
sont bornées, pour des valeurs suffisamment grandes de w et pour des lignes
de temps tangentes aux lignes de courant, le système des équations qui régis-
sent l’évolution du rotationnel d’un fluide visqueux incompressible est para-
bolique au sens de Pétrowsky.
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CHAPITRE III

LE FLUIDE PARFAIT CHARGÉ ISENTROPIQUE

Dans tout ce chapitre nous négligeons les processus dissipatifs de viscosité
et d’échange de chaleur ainsi que les phénomènes d’électrostriction et de
magnétostriction. Le tenseur d’impulsion énergie aura donc comme expres-
sion : .

, ,:,

(i)

Comme, nous ne voulons pas préjuger de la forme de et que nous

savons que ce terme est très faible de l’ordre de 2014,2014 t, nous ferons
= 0, hypothèse physiquement en accord avec la mécanique classique

et la relativité restreinte, où on ne symétrise pas.
.. Une autre possibilité serait de modifier le premier membre des équations
d’Einstein en prenant à la place de Scx{3 un tenseur conservatif non symétrique.

A. - Le problème de Cauchy.

A-1. Quelques relations. - Nous savons qu’à partir des 2 formes H
et G, les champs électrique E, induction électrique D, magnétique H, induc-
tion magnétique B sont donnés par les formules :

, 
*  

où G et H sont les formes adjointes de G et H respectivement. Il est intéres-
sant pour les calculs qui suivent d’avoir les formules de passage inverse.
On vérifie aisément, en prenant par exemple un repère (R) que :
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Les lois de l’induction :

se traduisent alors à l’aide des formes G et H pour la relation :

relation que nous pouvons écrire sous la forme :

où l’on a posé :

Nous aurons besoin de la divergence du tenseur de Maxwell-Minkowski :

Pham Mau Quan a donné, en utilisant les équations de Maxwell, une
expression de cette divergence qui s’écrit [7] :

or, nous avons :

c’est-à-dire d’après la formule (46-2) :

où Poe est le vecteur de Poynting.
Il vient alors :

A-2. Les équations du fluide parfait isentropique. - Nous pren-
drons avec Abraham [13] un vecteur courant J défini par

où y est la densité de charge propre, cr la conductivité du milieu et bP un

terme qui traduit l’effet Hall. Rappelons que cet effet constitue en l’appari-
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tion d’une différence de potentiel donc d’un courant électrique, dans un
conducteur soumis à une induction magnétique et à un champ électrique
dont les directions ne sont pas parallèles. Cet effet peut être mesuré expé-
rimentalement [8]. Nous supposerons que a et b sont données expérimenta-
lement comme étant des fonctions de p et 6 dépendant seulement du milieu
considéré.

Les inconnues du système seront les 29 fonctions :

Les équations seront :

Avec les quatre conditions de coordonnées nous obtenons ainsi un système
de 30 équations.

A-3. Les variétés caractéristiques. - s’exprimant en fonction
de Haf3 en termes finis ainsi que r en fonction de p, il suffit de prendre comme
données de Cauchy sur l’hypersurface (03A3) d’équation x0 = 0 :

Comme pour le fluide visqueux thermodynamique, on voit que le problème
se décompose en deux parties :
- Problème des conditions initiales : trouver les données de Cauchy

qui satisfont sur {~) aux relations :

- Problème d’évolution : les conditions (52) étant satisfaites, trouver
la solution du système qui satisfait sur (~) aux données de Cauchy. C’est
ce second problème que nous étudions.
Les premières inconnues à calculer sont les valeurs sur (E) des quantités

Sous l’hypothèse 0, le calcul des s’effectue comme pour le

fluide visqueux à l’aide des équations d’Einstein et des conditions de

coordonnées.
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L’équation (51-1) peut s’écrire :

ce qui donne en faisant o

Le calcul des trois quantités s’effectue à l’aide de (51-2) qui compte
tenu de (53) et (54) s’écrit :

Le calcul du déterminant 0394 du système s’effectue à l’aide du lemme établi
au chapitre II paragraphe A-3 et donne :

sous l’hypothèse 0394 ~ 0 on saura donc calculer les 

Calcul de )ou« et )or :
On utilise les conditions de conservation écrites en équation de continuité

et équations du mouvement. _

En utilisant la formule (50) on obtient :

ce qui conduit compte tenu de uoeuoe = 1 au système :

De l’équation (56-1) nous tirons en remplaçant )or par Nous

reportons cette valeur dans (56-2), compte tenu de (56-3) nous nous rame-
nons à un système de 3 équations en )oui qui s’écrit :

où l’on a posé :

Le calcul du déterminant de ce système s’effectue en utilisant le lemme
du chapitre II paragraphe A-3 ce qui donne immédiatement :
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Le premier facteur de Ai sera différent de 0 si 0, le deuxième

facteur se réduit à :

équation qui s’écrit dans un système de coordonnées quelconques où (~)
est définie par f(xa) = 0 :

Nous avons ainsi mis en évidence toutes les caractéristiques qui apparais-
sent lors de la résolution du problème de Cauchy d’où :

THÉORÈME V : Les variétés caractéristiques des équations des fluides
parfaits chargés isentropiques sont :

les variétés tangentes au cône isotrope définies par :

les variétés tangentes aux lignes de courant définies par :

les variétés des équations de Maxwell définies par :

les variétés définies par !’ équation:

A-4. Les ondes dans les fluides chargés. - Les deux premières
familles de variétés caractéristiques ont déjà été interprétées au chapitre II
en termes d’ondes.

Les variétés caractéristiques des équations de Maxwell ont été étudiées
par Pham Mau Quan et correspondent aux ondes électromagnétiques.
Le calcul de leur vitesse de propagation s’effectue par la méthode indiquée

au chapitre II et donne v = 2014 c’est-à-dire la vitesse de propagation clas-

sique. Remarquons que jusqu’à présent nous n’avons fait aucune hypothèse
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sur Or en théorie relativiste, la vitesse de propagation des phénomènes
physiques est en principe  1, donc nous ferons dans les chapitres suivants
l’hypothèse 1 ce qui est en fait toujours vérifié expérimentalement.
La dernière famille de variétés caractéristiques s’introduit quand on cal-

cule les dérivées de la densité et de la vitesse de l’élément fluide. C’est donc
en termes d’ondes acoustiques que nous allons l’interpréter.
Pour calculer la vitesse de propagation correspondante nous divisons

le premier membre de l’équation (57) par vient :

Considérons un repère propre et un observateur (0) lié à ce repère. L’équa-
tion (58) s’écrit :

.

Soit à l’instant x0 la surface (S) à deux dimensions dont l’équation
est xi) = 0 cette surface étant plongée dans l’espace orthogonal à u
et représentant l’onde acoustique.
Un vecteur normal à cette surface est le vecteur de composantes :

ï

1/observateur (0) verra se déplacer cette onde acoustique avec une
- ~B Y*

vitesse r dans la direction ~. Elle a pour expression r == 2014 2014. [77] et

l’équation (58) devient :
~~ . *B

, 
-a 

~ ~ ~ 

où P . n est le produit scalaire ordinaire.
Avec des notations évidentes on a :

2014~ 2014~

où y est du signe de P.M.
Étudions comment varie v lorsqu’on fait varier la direction  par rapport
2014~

à P ~ varie entre les deux valeurs :
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Le graphique suivant sonne la variation de y en fonction de v.

Ce graphique met en évidence le phénomène suivant :
- Si l’onde acoustique se propage dans la direction du vecteur de

Poynting alors sa vitesse de propagation est supérieure à la vitesse 2014.=
correspondant au fluide non chargé.
- Si l’onde acoustique se propage dans la direction opposée au vecteur

de Poynting sa vitesse de propagation est inférieure 

- Enfin pour une direction perpendiculaire au vecteur P la vitesse de

propagation est égale à 2014.= . .

B. - Le champ électromagnétique singulier.

Une étude du champ électromagnétique singulier a déjà été effectuée
par Pham Man Quau par introduction d’une métrique auxiliaire [7]. Cer-
tains de nos résultats pourraient se déduire de ceux de Pham Mau Quan.
Nous en donnons une démonstration directe qui permettra une comparaison
avec le champ des discontinuités.
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B-1. Les valeurs propres du tenseur de Maxwell. Les champs
et les inductions étant définis par les formules (45), le tenseur de Maxwell :

peut se mettre, en utilisant les formules (46) sous la forme :

où Pa et Qa sont deux vecteurs de Poynting :

Dans l’hypothèse où les inductions sont parallèles aux champs, on
- --+

a Q == ~ P.
-+

Nous dirons qu’un vecteur e est vecteur de «, associé à la valeur propre s,
si l’on a :

Nous voyons, en utilisant la formule (59) que u sera vecteur propre de 
2014~ 2014~

si et seulement si P est égal à 0. Dans tout ce qui suit nous supposerons P ~ 0,
ce qui se traduit physiquement en disant que les champs E et H ne sont
pas parallèles.
Pour étudier les valeurs propres de nous considérons un repère (R)

tel que = u et e(l) soit parallèle à P. En posant :

la matrice s’écrit :

avec :

on en déduit l’équation aux valeurs propres s :
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qui s’écrit dans un système quelconque :

Introduisons dans l’espace propre le produit scalaire et le produit vecto-
riel ordinaire (61), peut s’écrire :

ou encore :

ce que nous noterons :

Sous la forme (61-2) on voit que la quantité A n’est pas nécessairement
positive. On vérifie d’ailleurs que A2 = 16 j ’t’0153(3 1 où est le déterminant
associé à la matrice Notons enfin que ces résultats purement algébri-
ques ne nécessitent aucune hypothèse sur les lois de l’induction.

THÉORÈME VI : Les 4 valeurs propres du tenseur de Maxwell T,~,~ sont

toujours deux à deux égales et opposées.
Elles sont réelles si la quantité :

est positive, imaginaires pures dans le cas contraire.
Dans le cas qui nous intéresse, où les inductions sont parallèles aux

champs avec cy - 1 &#x3E; 0, on a :

et A est toujours une quantité positive ou nulle.
Les relations (61) et (62) généralisent celles obtenues par A. Lichnero-

wicz [19] dans le cas non inductif.

Définition :

Nous dirons avec A. Lichnerowicz qu’un champ électromagnétique est
singulier si les valeurs propres du tenseur de Maxwell sont nulles.
Cela entraîne A = 0 et l’interprétation physique se déduit de la for-

mule (62) : pour un champ singulier E et H sont orthogonaux et le rapport

de leurs modules est constant et égal à ~ .
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B-2. Introduction d’un repère adapté. Notations. - Dans ce qui
suit nous supposerons le schéma singulier avec P # 0, 1 &#x3E; 0.

Il résulte de ce qui précède que nous pouvons introduire un repère (Ri)
orthonormé défini par :

avec E2 &#x3E; 0, H3 &#x3E; o. 1t est la norme du vecteur de Poynting; on a :

(Ri) sera dit repère adapté.
Introduisons d’autre part le cône (L) des normales aux variétés carac-

téristiques des équations de Maxwell. Nous avons vu au paragraphe précé-
dent que (L) avait pour équation :

ce qui donne dans le repère (Ri) :

Soit (K) le cône dual de (L) c’est-à-dire le cône caractéristique des équa-
tions de Maxwell. (K) a pour équation :

ce qui donne dans le repère (Ri) :

Remarquons que l’hypothèse 1 &#x3E; 0 entraîne que tous les vecteurs
du cône (L) sont orientés dans l’espace et que tous les vecteurs du cône (K)
sont orientés dans le temps.
Nous poserons :

On a les relations suivantes :
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B-3. Étude algébrique du champ singulier. - Dans le repère (RJ
la matrice prend la forme :

Le trois-plan des vecteurs propres de a donc pour équation :

ce qui montre que ce plan est tangent au cône (K) le long du vecteur k.
D’autre part sous la forme (67) on vérifie immédiatement que :

d’oû :

THÉORÈME VII : Dans un schéma électromagnétique singulier le trois-

plan des vecteurs propres du tenseur de Maxwell est tangent au cône caracté-
ristique des équations de Maxwell.

La génératrice de contact est portée ar le vecteur k -E- P , Iap p ’V I

normale est portée par le vecteur l = u + ~ P. Le tenseur Ta a poura
expression :

1t désignant la norme du vecteur de Poynting.

Expression des 2-formes G et H :
Dans un repère quelconque nous définirons les deux 2-formes G et H

par les relations : .

De même nous désignerons par e et h les 1-formes :

A partir des relations (46) on obtient dans. (Ri) :
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ce qui permet de vérifier les relations suivantes :

Les relations (68-1) ont pour conséquences :

Première réciproque :
La première réciproque se pose de la façon suivante : étant donné

deux 2-formes G et H non nulles reliées par les lois de l’induction :

ou les relations équivalentes :

~ 
2014~ *

supposons qu’il existe un vecteur k non nul qui annule G et H c’est-à-dire
tel que :

alors k appartient au cône (K) et le champ défini par H et G est un champ
singulier.

-+

Montrons d’abord que k ne peut pas être isotrope.
-+ *

Si k était isotrope, étant vecteur propre de H et G il serait aussi vecteur
*

propre de G et H (cf. [19], p. 13) et l’on aurait a et b étant deux scalaires:

Des relations (70) on tire kaEa = 0, ka Ha; = 0 si bien qu’en multipliant
les relations (70-1) par u~ on a :

Alors ou bien kf3ua = 0 et le vecteur k est nul ou bien a = b = 0 et, en
multipliant (48-1) et (48-3) par k03B1 cela entraîne E = H = 0 donc les formes G
et H nulles.

k n’étant pas isotrope nous pouvons le prendre comme vecteur de base
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d’un repère orthonormé. Dans ce repère nous désignerons par A l’indice
de la composante relative à k et par B, C, D, ..., les autres.
On ne sommera pas sur A ce que nous indiquerons en soulignant

l’indice A.

Les relations (70) entraînent :

et la relation (48-3) conduit à :

Les trois quantités G~ satisfont donc au système :

Le déterminant de ce système est égal à 0 sinon la forme G serait nulle.
On le calcule en utilisant le lemme du chapitre II et il vient :

ce qui s’écrit en repère quelconque :

dont le vecteur k appartient au cône (K) et est orienté dans le temps. A
partir d’un vecteur unitaire porté par k, on pourrait, comme on l’a fait
avec u définir les champs et inductions associés à k et calculer les valeurs
propres de à l’aide de la formule (61). Mais les formules (70) montrent
que les champs électriques et magnétiques seraient nuls donc aussi les valeurs
propres de Le champ électromagnétique défini par G et H est donc
singulier.

Deuxième réciproque :
Étant donné deux 2-formes G et H reliées par les lois de l’induction, s’il

existe un vecteur 1 non nul qui annule G et H, alors 1 appartient au cône (L)
et le champ défini par G et H est singulier.
On montre par un calcul analogue au précédent que -.. 1 E (L), mais 7 étant

orienté dans l’espace on ne peut plus conclure comme précédemment.
On peut toujours supposer lal« = 1 si bien que = 0 entraîne

=== 1, et, quitte à changer le sens de 1 -+ on peut prendre l03B1u03B1 = 1.
Posons alors :
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on a :

k est donc un vecteur orienté dans le temps qui appartient à (K).
La relation (48-1) peut s’écrire :

ce qui donne en multipliant par lp :

D’après l’hypothèse = 0 et comme le déterminant de la matrice(~)
est égal à e~. alors :

De même en utilisant la relation conséquence des formules (46) :

on démontre que :

La deuxième réciproque apparaît ainsi comme une conséquence de la
première.

Troisième réciproque :

Soit un tenseur qui peut se mettre sous la forme = Ak03B1l03B2 où A est
une constante que l’on peut supposer positive, k« un vecteur orienté dans le
temps, 13 un vecteur orienté dans l’espace, orthogonal à k ; ’t"(X(3 est alors le

tenseur de Maxwell d’un champ électromagnétique singulier.

Démonstration :

Quitte à modifier la constante A on peut toujours supposer :

où cy est une constante positive supérieure à 1.

Définissons alors u et p par les relations :
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on a alors le système à 3 inconnues tP-Pa. : =

le déterminant de ce système est 1)3. L’unique solution est donc :

On peut se donner le champ E associé à u en lui imposant seulement d’être

orthogonal à u et P puis introduire la constante e par la relation :

Le champ H perpendiculaire à u, P, E est alors complètement déterminé
par la relation :

Les deux 2-formes G et H sont enfin obtenues à l’aide des relations (46).
Nous pouvons donc reconstruire à partir de un champ électromagnétique
singulier, et ceci d’une infinité de façons.
Nous pouvons résumer cette étude en un théorème.

THÉORÈME VIII : Étant donné un champ électromagnétique inductif pour
lequel e:~ - 1 &#x3E; 0, les propositions suivantes sont équivalentes :

A) Le champ est singulier.
B) Il existe une 1 forme l, nécessairement orientée dans l’espace  0)

annulant simultanément les deux 2-formes G et H.
C) Il existe une 1 forme k, nécessairement orienté dans le temps (koekoe &#x3E; 0)

annulant simultanément les deux 2-formes G et H.

D) Il existe deux vecteurs orthogonaux, k orienté dans le temps, 1 orienté
dans l’espace tels que le tenseur de Maxwell s’écrive :

- -

Les vecteurs k et 1 de la proposition D sont les vecteurs des propositions C
~

et B. k est la génératrice de contact du cône caractéristique des équations
- 

,

de Maxwell avec le 3-plan des vecteurs propres de 03C403B103B2, l la normale a ce 3-plan.
On a enfin:

ANN, msr, POINCARÉ, A-1 I -1. ’ 5
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B-4. Permanence du champ électromagnétique singulier. - Soit
un domaine de V 4 meublé par un schéma fluide électromagnétique singulier.
Les vecteurs k et 1 définis par les formules (65) engendrent deux champs
vectoriels. De la formule :

il résulte que le champ des vecteurs k engendre les bicaractéristiques des
équations de Maxwell [16].

Soit (e) une telle bicaractéristique. Prenons la dérivée de Lie du tenseur H«3
le long de (C) (cf. [1], p. 251). Par définition cette dérivée est le tenseur :

ce qui peut s’écrire puisque est antisymétrique :

Il résulte alors de l’équation de Maxwell :

-+

et des relations (68-2) que L(k) . H == O.
~

La 2-forme H est donc invariante par le champ des vecteurs k.
*

Le même calcul effectué à partir de la 2-forme G conduit compte tenu
des équations de Maxwell à :

-

donc la 2-forme G ne sera invariante que si les vecteurs k et J sont colinéaires.

. 
Or pour les mouvements isentropiques nous avons :

et

une condition nécessaire serait que le milieu soit de conductivité nulle.

D’une façon générale nous pouvons énoncer :

THÉORÈME IX : Dans un schéma électromagnétique singulier, la 2-forme H
se conserve par transport le long des bicaractéristiques des équations de
Maxwell.

*

Pour que la 2-forme G se conserre le long d’une bicaractéristique (e) il

faut et il suffit que le recteur courant J soit tangent à (e).
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Ces résultats seront à rapprocher des résultats concernant la propagation
des discontinuités éventuelles de H et G le long des bicaractéristiques que
nous étudierons au paragraphe suivant.

Le champ singulier intégrable:
Considérons un champ électromagnétique inductif quelconque (non

nécessairement singulier). Nous pouvons encore introduire le champ de
vecteurs k défini par :

- 

.. ’ 

-

avec l’hypothèse P ~ 0, et le champ de vecteurs l défini par :

1 - 1

En un point de v4 nous pouvons considérer un repère orthonormé (R2)

pour lequel e o = u, e1&#x3E; - - p et utilisant les formules (46) nous pou-

vons calculer les composantes dans (R2) des vecteurs :

Nous obtenons le tableau de composantes covariantes suivant :

On en déduit alors les relations suivantes :

où n~ et ma sont deux vecteurs orthogonaux situés dans le 2-plan défini
par E et H.
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On peut traduire ces relations en termes de formes en posant
*

n03B103B203B3 = ~03B103B203B303C1n03C1 on a :

Remarquons que ces relations montrent l’équivalence des deux premières
réciproque du théorème VIII et que le cas singulier est caractérisé par :

Par différentiation des relations (71) on obtient :

Contractant p et p, il vient compte tenu des équations de Maxwell :

Nous dirons avec A. Lichnerowicz [19] qu’un champ électromagnétique
est de type intégrable si le champ des vecteurs 1 est un champ de gradient,
ce qui se traduit par :

D’autre part compte tenu de !p!p = 1 - EfL on tire :

l’hypothèse de l’intégrabilité entraîne donc que les trajectoires du champ de
vecteur 1 sont les géodésiques de V4.
Nous supposerons en plus de l’intégrabilité du champ électromagnétique

que le vecteur courant J est partout orthogonal à 1 : = 0.

Dans ces conditions le système (72) s’écrit :

Or nous avons vu que l’on peut écrire, en posant :
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--+- ~ ~ 
, , , ~ ,

e(2) et e(3) étant les deux derniers vecteurs d’un repère orthonormé lié
-+ -+
à u et P.

Les relations (72-1) s’écrivent alors:

Soit alors (~) une hypersurface orientée par exemple dans l’espace et
sur laquelle le champ est singulier c’est-à-dire sur laquelle a = 0, b = 0.
Prenons l’équation de (X) sous la forme ~ == 0 et cherchons à résoudre

le problème de Cauchy pour les fonctions a et b. Les relations (72-2) donnent,
sous l’hypothèse (e~2~~2 + (e(3»)2 =1= 0 :

De même par dérivation par rapport à x0 des équations (72-2) on déduit
que toutes les dérivées de a et b que l’on pourra calculer (compte tenu des
hypothèses de différentiabilité) auront des valeurs nulles sur (2).
Donc a et b seront nulles dans un voisinage de (~) et le champ sera singu-

lier dans ce voisinage.
L’hypothèse (e(2»)2 + (e(3»)2 = 0 entraîne :

ce qui signifie que le 2-plan engendré par E et H est tangent à (E) d’où :

THÉORÈME X : Étant donné un champ électromagnétique de type intégrable,
satisfaisant aux équations de Maxwell avec IaJa == champ est singulier
sur une hypersurface non tangente J la fois à E et H alors il est singulier
dans un voisinage (E).

Si dans tout ce paragraphe on fait E~. === 1 on retrouve les résultats établis
par A. Lichnerowicz [7P] pour le champ électromagnétique non inductif.

C. 2014 Couches tensorielles et courants.

L’étude des discontinuités du champ électromagnétique à la traversée
d’une hypersurface (E) de v4 introduit la notion, au sens de G. de Rham,
de courant à support sur (E). C’est cette notion que nous allons maintenant
préciser.
Nous considérons une variété différentiable Vn, orientable, de classe Ch

(A ~ 3) munie d’une métrique dont les coefficients notés encore gx~ seront
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supposés de classe maximum compatible avec la structure de Vn, c’est-
à-dire Ch-1. Les indices grecs x, j3 ... prennent les valeurs 0,1,2 ... (n - 1).

Soit dans un système de coordonnées x03BB une fonction f(xÀ) de classe .Ch
qui définit localement une sous-variété (~) par la relation _ f ’(x~) == 0. Dans
tout ce qui suit nous nous placerons dans un voisinage de (E) pour
lequel grad y 7~ 0.
Pour des commodités d’écriture, l’opérateur (3) d’adjonction sur les

formes sera placé non plus au-dessus mais à gauche de la forme sur laquelle
il opère. Ainsi la forme élément de volume sera notée :

C-1. La forme M de Leray. - A partir de la forme *1 et de la forme df
nous pouvons définir une forme co par la relation (3) :

û), de degré (n - 1) n’est pas univoquement déterminée.
Si M’ est une autre solution de (73) nous avons :

ce qui entraîne :

où y est une forme de degré n - 2.
Cependant si nous prenons l’intégrale de / sur une chaîne portée par (E)

nous obtiendrons la même valeur que pour l’intégrale de w puisque sur (03A3),
f est nulle.

C-2. Les distributions 8, Y+, Y-. - Soit dans Vn un élément de chaîne
ouvert c dans le voisinage de (~). Nous supposerons que la surface (E)
partage la chaîne c en deux éléments de chaîne c+ et c- le premier corres-
pondant à l’ensemble des points tels que f &#x3E; 0, le second à l’ensemble des
points tels que f  o. b sera l’opérateur bord.
Nous désignerons par p une fonction définie dans Vn de classe Cr (r &#x3E; 2)

à support compact dans la chaîne c. Sur l’ensemble des fonctions p les dis-
tributions 0, Y+, Y- seront définies par :

(3) Pour la définition de co voir J. Leray : Bull. Soc. Math.
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8 apparaît ainsi comme une mesure de Dirac sur (2). La barre au-dessus
de 8 est mise pour éviter la confusion avec le symbole de co-différentiation.
Remarquons que l’opérateur S ne fait intervenir que les valeurs de p

sur (03A3) ; Y+ ne fait intervenir que les valeurs de p dans la région f &#x3E; 0 et Y-
dans la région f  0.

Soit 9.L un champ de vecteurs défini dans c, dont les composantes sont
des fonctions de classe Cr (r &#x3E; 2), à support compact dans la chaîne c,
et désignons par 0 l’une quelconque des trois distributions 8, Y+, Y-.
A partir de 8 nous pouvons définir avec A. Lichnerowicz [21] un vecteur

distribution ou tenseur distribution d’ordre 1, noté 178 et qui sera dit

dérivée covariante de 6. Sur le champ « d’épreuve » ~03B8 opère de la
façon suivante :

ce qui s’écrit encore en introduisant l’opérateur 8 de co-différentiation :

Dans une base quelconque le vecteur distribution ~03B8 admet des compo-
santes ~03B103B8 qui sont des distributions (ou tenseurs distributions d’ordre 0)
et qui opèrent sur les fonctions précédemment définies par :

Prenons un système de coordonnées yÃ tel que :

(Le fait d’avoir choisi l’indice 0 ne joue aucun rôle). On a alors :

Par application de la formule de Stokes :

D’où la formule :

et de même on établit :
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Toujours dans le même système ya en prenant i # 0 :

cette dernière intégrale est nulle : on le voit en intégrant d’abord par rapport
à la variable y; et en se souvenant que le support de p est dans la chaîne c.
Donc = 0 et de même V.Y- == 0.

D’autre part :

cette dernière intégrale est encore nulle.
Nous pouvons résumer tous ces résultats en introduisant le vecteur

4 = et un vecteur k« quelconque tangent à (~). Dans un système quel-
conque de coordonnées on a :

1«8 désigne le produit de la distribution 8 par la fonction 1« ; est le

produit contracté du vecteur k par le vecteur distribution Vx8.

C-3. Couches tensorielles. - Dans tout ce qui suit, les tenseurs T

que nous considérons seront supposés satisfaire aux conditions suivantes :

1° Dans les régions f  0 et f &#x3E; 0 du voisinage flf de (~), T est une fonc-
tion continue usuelle ainsi que ses dérivées covariantes premières et secon-
des VT et ’B1 ’B1T.

2° Lorsque f tend vers 0 en restant positive (respectivement négative) T,
VT, VVT, tendent uniformément vers des fonctions définies sur (E) et
notées T+, (VT)+, (VVT)+ (respectivement T-, (VT)-, (B7 B7T)-). Nous
poserons :
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Il résulte de l’hypothèse de convergence uniforme que T+, T-, (B7T)+,
(B7T)-, [T]. [B7T], sont des tenseurs continus

définis sur (~), donc en désignant par 6 une composante quelconque de
l’un de ces tenseurs, l’intégrale de 00e, prise sur une chaîne à support
compact sur (~) à un sens.
Nous désignerons par un « tenseur d’épreuve » c’est-à-dire un tenseur

dont les composantes sont des fonctions de classe Cr (r &#x3E; 2) à support
compact dans la chaîne c. Si T est un tenseur d’ordre p, nous définirons
les tenseurs distribution d’ordre p au sens de A. Lichnerowicz, Y+T, Y"TB
8T+, oT-, par les formules :

De même sur les tenseurs d’épreuves d’ordre p + 1 seront définis les ten-
seurs distribution d’ordre p + 1, 8(i7T)+, ~( ~ T)- et 8[l7T] :

on définit de même S[ 0 

Propriété fondamentale :
Considérons le tenseur distribution Y+T, d’ordre deux par exemple,

et cherchons à exprimer sa dérivée covariante. Par définition [27], en dési-
gnant par 8 l’opérateur de co-différentiation :

On peut transformer la relation ci-dessus en remarquant que l’opérateur Y+T
ne fait intervenir que les valeurs de T dans l’ouvert défini par f &#x3E; 0. Dési-
gnons par { T }+ un tenseur de classe Coo dans tout l’élément de chaîne c
et coïncidant avec T dans l’ouvert f &#x3E; 0 de c. Nous avons :
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et nous pouvons écrire :

D’où la relation :

Précisons l’écriture de cette formule :

V(Y+ { T }+) est la dérivée covariante du tenseur distribution Y+ { T }+.
(VY+){T}+ est le produit du vecteur distribution ~Y+ par le ten-

seur { T }+.
. 

Y+ i7 { T }+ est un tenseur distribution défini à partir de la dérivée cova-
riante de { T }+.

Enfin les indices seront toujours écrits dans le même ordre.
Compte tenu de la formule (75-1), (77) peut s’écrire :

En introduisant un tenseur { T }* de classe C~° dans tout l’élément de
chaîne c et coïncidant avec T dans l’ouvert f  0 on établit avec des nota-

tions évidentes, la formule :

Par addition des formules (78-1) et (78-2) on obtient :

Le premier membre de (79) n’est pas autre chose que la dérivée au sens
des distributions du tenseur T; 1 . a[T...] est un tenseur distribution à support
sur la surface (~) ; enfin

est le tenseur distribution défini par la dérivée covariante de T laquelle est
un tenseur défini presque partout (dans les ouverts f &#x3E; 0 et f  0 de l’élé-

ment de chaîne c).
Si S est un tenseur défini et continu sur (~) de degré p, 8S sera appelé

couche tensorielle d’indice (0, p). La formule (79) montre que la dérivée au
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sens distribution du tenseur T défini presque partout est égale à la somme
d’une couche tensorielle et de la distribution définie à partir de la dérivée
covariante usuelle de T.

Application des couches tensorielles :

Le tenseur [T] n’est défini que sur (~), donc nous ne pouvons le dériver
que sur (~). Par contre la couche tensorielle 8[T] peut toujours être dérivée
dans n’importe quelle direction.
Plaçons-nous dans le système des y« défini précédemment, et considé-

rons, ex et p étant deux indices fixés la couche tensorielle d’indice (0, 0) :
8 [T(X(3] qui est une des composantes de Considérons la dérivée par
rapport à yi Ci # 0) de et que nous noterons v-(ô[T0152{3]). Par définition,
si p est une fonction d’épreuve :

ce qui donne après intégration par parties :

Il en résulte, compte tenu des hypothèses faites sur la métrique l’égalité
entre dérivées covariantes :

Or les hypothèses de convergence uniforme entraînent :

D’où compte tenu de (75-3) la formule :

ce qui donne dans un système de coordonnées quelconques en désignant
par ka un vecteur quelconque porté par (~) :

d’où il résulte l’existence d’un tenseur distribution t... tel que :

Calcul de 8 [ D . 17 . T ... ] :
Dans la fin de ce paragraphe nous supposerons que dans le voisinage (‘ü)

ta métrique est de classe C3 partout et que le tenseur T est de classe C°,
C par morceaux, la seule surface de discontinuité étant (E). Les hypothèses



74 GUY PICHON

de convergence uniforme vers (~) des dérivées covariantes premières et

secondes, formulées en (C-3) seront encore supposées satisfaites.
Dans la formule (80) remplaçons T par VT il vient :

où w est un nouveau tenseur distribution.

Les hypothèses faites sur la métrique et T entraînent :

et (81) donne alors :

D’autre part (80) donne :

et (82) devient :

ce qui compte tenu du fait que 1 est un gradient se résout à :

Il existe donc une distribution v ... telle que :

et la formule (81 ) peut s’écrire compte tenu de (80-1) :

Cette formule (83) est fondamentale pour l’étude du tenseur distribution t
lequel comme l’indique la formule (80-1) permet de calculer les discontinuités
des dérivées premières du tenseur T. On obtient une application intéressante
en introduisant le laplacien de T au sens de Lichnerowicz [21]. En contrac-
tant « et p dans (83) on obtient :

En particulier si fAT! = 0 et si = 0 il vient :

qui est une formule de propagation le long des géodésiques de longueur
nulle.
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THÉORÈME XI : Si, à la traversée d’une hypersurface (~) tangente au cône

isotrope le tenseur de Riemann-Christoffel est continu et qu’un tenseur T
soit continu ainsi que son laplacien, alors les discontinuités de T vérifient
l’équation de propagation (85).

Cette équation (85) a été obtenue par A. Lichnerowicz pour le tenseur
qui décrit le champ électromagnétique non inductif [l9].

C-4. Tenseurs distributions et courants. - Dans ce qui suit T
désignera non plus un tenseur usuel, mais un tenseur distribution, ou un
courant au sens de G. de Rham. Rappelons que sur une variété de dimen-
sion n un courant de degré p est une fonctionnelle linéaire continue sur
l’ensemble des formes de degré n - p. Si T est un tel courant et U une forme

« d’épreuve », Ja valeur de T pour U sera notée TAU.
D

Sur une variété riemanienne de dimension n, à tout tenseur distribution T
de degré p, au sens de Lichnerowicz on peut faire correspondre un courant T
de même degré au sens de G. de Rham par la formule :

où e est le signe du déterminant de la métrique.
Tout courant T de degré p peut être décomposé comme une forme; ses

composantes dans une base donnée sont des courants de degré 0, 
définis par :

où a est une forme d’épreuve de degré 0.
Entre les composantes du tenseur distribution et celles du courant associé

on a les relations :

Si le tenseur distribution T est complètement antisymétrique la formule
ci-dessus se résout à :
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D. - Les discontinuités du champ électromagnétique.

Nous allons appliquer les considérations du paragraphe précédent à
l’étude des discontinuités du champ électromagnétique à la traversée d’une
hypersurface (X) de V4. Nous supposerons que dans le voisinage 
de (~) les 2-formes G et H sont de classe C°, C2, par morceaux la métrique
de classe C3, la double 2-forme de classe C2, ainsi que le courant

électrique J. La seule surface de discontinuité dans (TT) sera (~). Les hypo-
thèses de convergence uniforme formulées en (C-3) seront supposées
satisfaites.

Les courants que nous introduirons opéreront sur des formes d’épreuves
dont les composantes sont des fonctions p définies en (C-2). Les opérations
sur ces courants de différentiation, co-différentiation, passage à l’adjoint,
sont celles définies par G. de Rham [20].

D-I. Équations des courants de discontinuité. - D’après les hypo-
thèses sur G et H et compte tenu de la formule (80-1), il existe deux tenseurs

D D

distribution 03A8 et 03A6 à support sur (03A3) tels que :

D D

Aux tenseurs distributions 03A8 et C nous associerons les deux courants T

et C par la méthode indiquée en C-4. Ce sont ces deux courants qui décriront
les discontinuités des dérivées premières de G et H à la traversée de (~).

Il résulte des équations de Maxwell et l’hypothèse sur la classe de J :

ce qui se traduit en termes de courants par :

La dernière égalité étant une égalité entre courants de degré 0. Dans les
produits de courants que nous considérons il y aura toujours un courant
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au plus dont les composantes ne seront pas des fonctions, condition néces-
saire pour que ce produit ait un sens.

D

Dans la formule (83) remplaçons T... par Hy8, t... par 03A603B303B4 et addition-
nons les trois relations obtenues en permutant circulairement sur P, y, 8.

Compte tenu de dH = 0 et des formules (87) il vient :

où V est un courant de degré 2.
De même en remplaçant T par *G dans (83) un calcul analogue montre

qu’il existe un courant W de degré 2 tel que :

L’étude des discontinuités du champ électromagnétique à la traversée
de (L) se ramène donc à l’étude des courants 1&#x3E; et T qui satisfont aux
relations :

Les équations (88) rappellent les équations du champ électromagnétique
singulier. Les équations (88-3) et (88-4) qui jouent les rôles des équations
de Maxwell ont cependant toutes les deux un second membre.

D-2. Étude algébrique des courants de discontinuité. - L’équa-
tion (88-1) traduit qu’il existe un courant a de degré 1 tel que :

La relation (88-5) s’écrit alors :

et (88-2) entraîne :

est un tenseur distribution de degré 1 qui est nul. Donc :
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Si la matrice (A~) était de rang 4 en tous les points de la chaîne c, alors a~
serait nul. En fait l’équation (90) admet partout la solution a = 1 donc
en chaque point de la chaîne c, est de rang au plus égal à 3.
La solution a = 1 ne présente pas d’intérêt physique car elle entraîne

O = W = 0.

Si dans tout l’élément de chaîne c la matrice (A~) était de rang stricte-
ment égal à 3, alors en chaque point de c, engendrerait quand U
varie l’espace tangent orthogonal à 1 et la formule (91) montre que le ten-
seur distribution a n’aurait qu’une composante suivant 1 de même que le
courant a.

Le courant 0 étant à support sur (~), pour que ce courant soit différent
de 0, il est donc nécessaire que sur (~), (Ai) ne soit pas partout de rang 3.
Nous supposerons dans tout ce qui suit que sur la portion de (~) située
dans l’élément de chaîne c, (Ai) est de rang au plus égal à 2.

Étude de la matrice Aâ :
En utilisant la formule (49) et la définition de lxa par la formule (65) on

vérifie que :

Posons :

et prenons un repère (R). La matrice ~(A~) a alors pour expression :

Le déterminant de la matrice (Al) a donc pour expression :

Pour que la matrice soit de rang inférieur à 3, il est nécessaire que A soit
nul :

1° Supposons d’abord que M - hl = 0. Cette condition s’écrit encore :

soit :
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donc exprime que la surface (~) est tangente aux lignes de courant. 1 étant

orthogonal à u on peut le prendre comme vecteur e(l) du repère (R) et la
matrice (A~ ~ devient :

comme nous supposons 1 # 0, cette matrice est de rang 3.
2° Supposons que M = 0. Alors la matrice envisagée devient :

L’on voit immédiatement que cette matrice est de rang 2.

Aux points où M est nul, la surface (~) est tangente au cône caractéris--
tique des équations de Maxwell. Nous pouvons résumer tous ces résultats :

THÉORÈME ÔiII Si la portion de (~) contenue dans l’élément de chaîne c
est tangente en chacun de ses points au cône caractéristique des équations
de Maxwell alors il peut exister des courants de discontinuité ~ et ~ à support
sur (~).
En particulier, si la fonction f(xÀ) est une solution de l’équation :

c’est-à-dire si (~) est une variété caractéristique des équations de Maxwell,
alors on pourra avoir des discontinuités. C’est dans cette hypothèse que
nous nous plaçons désormais. Nous supposerons que la fonction f solution
de (E) est partout définie dans l’élément chaîne c, et de classe suffisante pour
les calculs qui suivront. En chaque point de la chaîne c, nous pourrons donc
associer au vecteur 1 = grad f un vecteur k défini par :

les trajectoires des vecteurs k sont les bicaractéristiques des équations de
Maxwell.

Réduction canonique des courants 03A6 et tY’.

De la formule (88-5), compte tenu de (49), on tire :

ANN. POINCARÉ, A- 1 1-1 .
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soit encore :

où b est le courant de composantes :

La formule (88-2) montre qu’il existe un courant c tel que :

Compte tenu de la formule conséquence de (88-5) :

il vient alors :

où l’on a posé :

La formule (95) s’écrit encore :

Enfin les formules (94) et (95) permettent de vérifier immédiatement les
relations :

Toutes ces formules rappellent celles du champ électromagnétique singulier,
les lois (96) étant les lois de l’induction.

L’analogie est plus frappante encore si l’on impose aux courants a et c
d’être orthogonaux à u, c’est-à-dire de vérifier les relations :

alors dans ces conditions :

et nous avons les relations :
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Ces formules sont identiques aux formules (68-1), a pouvant être interprété
comme un champ électrique et c comme un champ magnétique. Nous résu-
merons les résultats du cas général en un théorème.

THÉORÈME XIII : Les courants de discontinuité d’un champ électromagné-
tique inductif admettent la réduction canonique suivante :

où 1 est le gradient de la fonction f qui définit la surface de discontinuité,
k un vecteur défini par ka = et a, b, c, e quatre courants de degré 1
dont les composantes vérifient les relations :

Les courants ~ et satisfont aux lois de l’induction :

D-3. Propagation des courants de discontinuité. - De la formule :

on déduit par différenciation, compte tenu du fait que 1 est un gradient :

Il résulte donc de la formule (88-3) qu’il existe un courant z de degré 1

tel que :

Nous allons maintenant revenir au tenseur distribution v de la formule (83)
et à partir duquel nous avons construit le courant V, et étudier les propriétés
différentielles de v, ce qui nous donnera des propriétés de V.
Pour cela, partons de l’équation de Maxwell valable dans la région f &#x3E; 0

et dans la région f  0 :

Elle s’écrit encore :
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ce qui donne, en différentiant une nouvelle fois et en prenant le saut à la
traversée de (L) :

ce qui entraîne d’après les formules (86) :

Or les formules (87) :

et la relation (98) peut alors s’écrire compte tenu de la formule (83) et après
division par ly :

D’où enfin, compte tenu de la formule (97) :

ou encore :

Nous remarquons alors que, d’après le choix du vecteur l, la matrice 
est de rang 2 dans toute la chaîne c. En un point donné de c, l’opé-
rateur linéaire associé à cette matrice applique tout l’espace vectoriel tan-
gent dans un 2-plan. On voit immédiatement en considérant l’expression
de la matrice Aâ écrite au paragraphe D-3 que ce 2-plan est engendré
par u et 1. Il en résulte que le vecteur distribution ~03B103B203C103C3l03C1l03B1z03C3 a pour valeur 0
sur tout champ de vecteur orthogonal en chaque point à u et 1, autrement
dit ce vecteur distribution peut s’écrire Xla ou À et v sont deux scalaires

distribution.

Nous obtenons ainsi la formule :

On peut alors traduire cette formule en termes de courant en remarquant
que :
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où 8 est l’opérateur de co-différentiation, et que d’autre part :

Nous obtenons alors la formule :

Cette formule est celle qui régit la propagation du courant de discontinuité a
le long d’une bicaractéristique des équations de Maxwell, trajectoire de
vecteurs k.

Elle appelle les remarques suivantes :

rang 1 et on retrouve la formule :

établie par A. Lichnerowicz [19].
2° Les effets de l’induction se traduisent par les corrections suivantes

dans l’équation :
- dans le premier monôme ap est remplacé par bp = 
- il y a en plus un courant colinéaire à u.

Si nous ne considérons que les courants a orthogonaux à u alors b = a
et le seul terme correctif qui intervient dans l’équation est le courant coli-
néaire à u.

3° Ne considérant que les courants a orthogonaux à u, la formule (101)
s’explicite :

avec :

4° S’il existe un courant a dont les composantes sont des fonctions et qui
soit orthogonal à u et 1 (donc aussi à k) alors en multipliant les deux membres
de (101-1) par a3 on obtient :

ce qui constitue une équation de conservation le long des bicaractéristiques.
Dans le cas singulier, nous avons vu que la 2-forme H se conservait par

transport le long des bicaractéristiques parce que l’équation de Maxwell
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à laquelle elle obéissait n’avait pas de second membre, et qu’il n’en était

pas de même en général de la 2-forme G, à cause de la présence du vecteur
courant électrique J.

Il se passe ici le même phénomène, les équations de propagation (101)
ne sont pas des équations de conservation parce que les équations (88-3)
et (88-4) ont un second membre non nul et que les différentielles des cou-
rants 03A6 et *03A8 ne sont en général pas nulles. 

’
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