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Rayonnement gravitationnel
en première approximation

A. PAPAPETROU

Ann. Irrst. Henri Poincaré,

Vol. I, n° 1, 1964,

Section A :

Physique théorique.

RÉSUMÉ. - Le problème du rayonnement gravitationnel est considéré
dans le cadre de la première approximation de la relativité générale et
quelques formules ainsi qu’une forme réduite du pseudo-tenseur du champ
gravitationnel sont déduites. Les résultats obtenus par la méthode d’Edding-
ton et celle de Peres sont comparés aux résultats de la méthode d’Einstein.
Cette comparaison montre que la méthode de Peres est équivalente à celle
d’Einstein.

SUMMARY. - Gravitational radiation is discussed in the frame of the

first approximation of general relativity and some formulae as well as a
reduced form of the pseudotensor of the gravitational field are established.
The results obtained by the use of the methods of Eddington and of Peres
are compared with those obtained from Einstein’s method. This compa-
rison shows the equivalence of the method of Peres to that of Einstein.

Le problème du rayonnement gravitationnel a été posé par Einstein
immédiatement après l’achèvement de la formulation de la relativité géné-
rale. Einstein [1] a considéré le cas d’un système de corps matériels en
mouvement sous l’action de forces essentiellement non gravitationnelles,
en supposant encore que les vitesses sont petites par rapport à la vitesse c.
Il a trouvé qu’un tel système matériel émet du rayonnement gravitationnel,
dont il a calculé, à l’aide des équations du champ en première approximation,
l’énergie dans le cas d’émission quadrupolaire. Un peu plus tard Edding-
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ton [2] a calculé par une autre méthode, mais toujours dans le cadre de la
première approximation, l’énergie du rayonnement gravitationnel émis

par une barre tournante.

A la base de ces calculs, qui ont été effectués dans un système de coor-
données spécialement choisi, sont des relations non covariantes. On a

donc remarqué ultérieurement qu’il était nécessaire de démontrer que les
résultats de ces travaux ont une signification physique indépendante du
système de coordonnées utilisé. Cette démonstration a été obtenue récem-
ment par deux méthodes différentes. Ce qui est commun aux deux méthodes
est qu’on considère un système matériel qui émet du rayonnement pendant
un intervalle de temps fini et reste stationnaire en dehors de cet intervalle.
La première méthode [3] est basée sur une discussion détaillée des identités
de conservation et l’on n’a besoin de connaître le champ gravitationnel
qu’en première approximation. Dans la deuxième méthode [4], le champ
est déterminé à une approximation plus élevée à l’aide d’une nouvelle
méthode d’approximation particulièrement adaptée au problème du rayon-
nement [5]. La conclusion obtenue par ces considérations est que dans
l’état non stationnaire le système matériel émet du rayonnement gravita-
tionnel et que l’énergie et l’impulsion totale de ce rayonnement ont des
valeurs indépendantes du système de coordonnées.
Pour le calcul du rayonnement gravitationnel en relation avec ses sources

nous n’avons jusqu’à présent que la méthode d’approximation classique,
la méthode d’approximation nouvelle étant valable - sous sa forme actuelle
- seulement pour la région de l’espace éloignée des sources du champ [6].
Rappelons encore que, dans le cadre de la méthode d’approximation
classique, Peres [7] a récemment proposé une modification particulièrement
efficace de la méthode de calcul d’Eddington.
Dans ce qui suit, nous allons d’abord considérer la méthode de calcul

d’Einstein et nous montrerons qu’il existe une forme réduite du pseudo-
tenseur d’impulsion-énergie du champ gravitationnelle. Ensuite, nous allons
comparer les méthodes de calcul d’Eddington et de Peres à celle d’Einstein
et nous montrerons en particulier que la méthode de Peres est équivalente
à celle d’Einstein. Nos considérations seront générales en ce sens que nous
ne ferons aucune hypothèse restrictive sur les vitesses des corps du système
matériel qui émet le rayonnement.

La méthode d’Einstein. - Les formules de départ sont les identités
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U ~ étant par exemple le superpotentiel antisymétrique de Freud

Nous allons utiliser systématiquement la quantité g4 et la condition iso-
therme

Le champ étant faible partout, nous poserons

Dans les calculs suivants nous ne considérons systématiquement que la
quantité i9~. Nous poserons donc, pour alléger les formules,

Les équations du champ sont, en première approximation,

avec

Il est à souligner que, dans les calculs suivants, nous utiliserons toujours,
sauf indication contraire, la solution retardée de (7).
La quantité t~ commence avec le terme du premier ordre It~ qui est

quadratique par rapport aux dérivées premières de upa. L’expression détaillée
donnant 1 t~ peut être déduite de (2) si l’on y met ~ ~ = 0 et si l’on y retient
les termes en et En utilisant les équations du champ en première et
deuxième approximation [8],

on trouve finalement
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Considérons une hypersurface t = Cte et, sur cette hypersurface, une
surface (à deux dimensions) fermée S dont tous les points sont très éloignés
du système matériel que nous considérons. Nous prendrons, pour la sim-
plicité, comme surface S une sphère ayant comme centre le point Xi = 0
et un très grand rayon a. Soit V le volume intérieur à S et posons

Nous aurons alors, pour l’énergie et l’impulsion totale du système considéré,
la formule

Rappelons que cette formule donne l’énergie et l’impulsion correcte pour
un champ stationnaire et que, dans ce cas, on peut l’utiliser même avec un
système de coordonnées quelconque, à condition toutefois que 
pour r 2014~ oo de manière à ce que l’intégrale figurant dans ( 11 ) converge.
En intégrant (1) sur le volume V, on trouve

car ~~ = 0 sur S. C’est cette formule qu’utilise Einstein pour le calcul

de l’énergie et de l’impulsion emportée par le rayonnement en première
approximation : l’énergie et l’impulsion du rayonnement émis dans l’inter-
valle dt sera donnée par

Pour le calcul en première approximation on remplacera dans le premier
membre de (13) t’ par if Le contenu de cette relation est sans doute

étroitement lié au système de coordonnées utilisé. Mais il est facile à voir

que l’énergie et l’impulsion totale du rayonnement gravitationnel émis par
le système matériel considéré ne dépendra pas du système de coordonnées.
En effet, en intégrant (13) dans l’intervalle - oo  t  + oo, nous obtenons

Passons maintenant à la limite S - oc (c’est-à-dire ~7 -~ Jz.). Dans le premier
membre on devra alors retenir seulement les termes qui sont indépendants
de a, tandis qu’au second membre P~(V) sera remplacé par P~
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Le second membre est maintenant la différence des quantités P~ de deux
champs stationnaires, donc indépendant du système de coordonnées.

Il s’ensuit que le premier membre sera aussi indépendant du système de
coordonnées [9].
De la relation (14) on peut tirer une seconde conclusion. Il y a des iden-

tités analogues à (1) avec, par exemple, l’indice a situé en haut ou avec
un poids tensoriel différent. Le cas le plus intéressant est l’identité de Landau-
Lifshitz [10]

Toutes ces identités [11] donnent les mêmes valeurs de P~ pour un champ
stationnaire. La relation (14) montre alors que chacune de ces identités
donne, si on l’utilise pour la discussion du rayonnement gravitationnel,
les mêmes valeurs pour l’énergie et l’impulsion totale du rayonnement.
Nous allons montrer qu’il y a un pseudo-tenseur réduit t03B1  qu’on peut

substituer à ~~ dans les formules (13) ou (14). Posons

Alors

Nous montrerons que le dernier terme de (16) ne contribue pas aux inté-
grales (13) et (14).
La solution retardée de (7) est donnée par

avec

Les termes indiqués par ... dans (17) s’annulent pour comme R ~
avec ce &#x3E; 1 et, par conséquent, ne contribuent pas aux intégrales (13) et (14).
Nous calculons d’abord les quantités ua:r3 , 4

les points indiquant toujours des termes qui n’ont pas d’importance pour
les intégrales (13) et (14). Avec l’abréviation
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nous écrivons

Un calcul analogue nous donne

étant la normale à la sphère S.
Les dix quantités Q4 satisfont à quatre relations qu’on déduit de la

relation (8), qu’il faut écrire ici sous la forme

D’autre part, on a

mais

et l’on trouve finalement

En intégrant les deux membres de cette relation sur l’espace de Xi, on trouve

On peut écrire cette relation sous la forme plus détaillée

En posant

on pourra écrire (19) et (20) sous la forme

tandis que la relation (23) devient
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En remarquant encore que

on vérifie immédiatement que la différence t~ 2014 ~ ne contribue pas aux
intégrales de surface (13) et (14). On pourra donc calculer l’énergie et l’im-

pulsion du rayonnement en utilisant les composantes réduites t~.

La méthode d’Eddington. 2014 Eddington part de la forme covariante
de l’identité (1)

En intégrant les deux membres de cette relation sur l’hypersurface t = Cte,
on trouve

Le champ étant faible, on aura ~~ » t~ et, par conséquent,

La relation (29) pourrait donc être utilisée pour le calcul de l’énergie et de
l’impulsion du rayonnement. On remarquera que, d’après la formule (29),
ces quantités se présentent sous la forme d’intégrales de volume étendues
sur les sources du champ. Il est à souligner que, malgré le fait que la rela-
tion (28) est covariante, les deux membres de (29) ne le sont plus. Ceci est
en accord avec la conclusion précédente selon laquelle seulement l’énergie
et l’impulsion totale du rayonnement sont univoquement déterminées.

Il n’est pas difficile de voir que la méthode d’Eddington ne sera pas
généralement utilisable. La raison en est que le rayonnement gravitationnel
est aussi extrêmement faible et, par conséquent, l’omission du terme t~
dans (29) n’est pas justifiée a priori. Pour clarifier ce point complètement
nous devrons comparer la formule d’Eddington à celle d’Einstein.
Nous considérons d’abord la composante fL = 4 de l’équation (29)

en première approximation. En tenant compte de l’équation du champ (7)
ainsi que de la relation

nous trouvons, par un calcul élémentaire,
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Cette relation n’est qu’une autre forme de la composante = 4 de l’équa-
tion (12)

comme on peut le vérifier directement. Le premier terme du second membre
de (30) conduit à la valeur correcte de l’énergie totale du rayonnement.
Il s’ensuit que le premier membre de (30) suffirait pour le calcul de l’énergie
du rayonnement, si le dernier terme de (30) ne contribuait pas à l’énergie
totale ; c’est-à-dire si

Il est facile de voir que cette dernière condition n’est pas en général satis-
faite. Supposons pour la simplicité que le champ est, pour ~==±00, sta-
tique. Dans ce cas, il n’y a que la composante u~4 de qui est différente
de zéro [12] et, par conséquent,

Le premier terme ne contribue pas à l’intégrale tiid3x, car

On aura donc

Mais le second membre est proportionnel à l’énergie potentielle newtonienne
et cette énergie aura des valeurs différentes pour t = - oo et + oo si la

configuration du système matériel dans l’état statique final est différente
de celle de l’état initial. Nous sommes ainsi arrivés à la conclusion que la

méthode d’Eddington donne le résultat correct pour l’énergie du rayonne-
ment si la configuration du système matériel ne change pas, comme par
exemple dans le cas de la barre tournante. Autrement, on devra calculer
aussi la quantité

ou utiliser la méthode d’Einstein.
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Pour les composantes y = k de l’équation (29) on trouve, après un
calcul analogue à celui qui nous a conduit à (30),

Le premier terme du second membre donne la valeur correcte de l’impulsion
totale du rayonnement, tandis que le second n’y contribue pas d’après (25)
et (27). Le dernier terme donne comme contribution totale

Mais d’après (15), ~ s’annule dans le cas d’un champ stationnaire. Il

s’ensuit que la formule d’Eddington donne la valeur correcte pour l’impul-
sion totale du rayonnement.

La méthode de Pères. - En partant de la formule de Dirac pour

l’énergie et l’impulsion du rayonnement électromagnétique, Peres rem-

place dans le second membre de la formule d’Eddington le facteur 
- qui devrait être écrit plus exactement },n -

par 1 2 { (g03B103B2)ret - }, . Comme l’a montré Peres, sa formule est

particulièrement avantageuse en ce qui concerne l’aspect technique du
calcul. Ici nous allons montrer par une comparaison directe avec la formule
d’Einstein que la formule de Peres donne les valeurs correctes pour l’énergie
et l’impulsion totale du rayonnement, l’incertitude de la valeur de l’énergie
calculée par la formule d’Eddington étant éliminée.
Nous considérons d’abord la composante [1. = 4 de la formule de Peres.

Nous partons de la relation

Les formules détaillées étant trop longues, il sera utile d’écrire cette formule
sous la forme symbolique

obtenue après omission des indices et p,d. Nous réintroduirons ces
indices à la fin des calculs intermédiaires. Nous écrirons aussi
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Nous rappelons que 03C5 03BD et sont des solutions de la même équation
et correspondent exactement aux mêmes sources,

, 

- - +

Écrivons maintenant la relation (32 a) en posant d’abord f = u et cp = u ou u :

~ 
+ - +

De même, avecy== u et ç == u ou u,

La différence (a) - (d) nous donne

D’autre part, la combinaison (b) + (c) - (a) - de ces relations conduit,
après quelques transformations élémentaires, à l’équation

+ 4-

En introduisant dans (e) la valeur de tirée de ( f) nous trouvons

Ou, si nous écrivons de nouveau les indices (x, ~ et p, a ainsi que le facteur
1

t4 étant donné par (1 5), avec u4 = 14.
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Le premier terme du deuxième membre de (34) nous donne la valeur
correcte de l’énergie totale du rayonnement. Le second terme contient
les valeurs des quantités et sur la surface S. Un calcul analogue à
celui qui nous a conduit aux relations (19) et (20) nous donne

A l’aide de ces formules nous trouvons que l’avant-dernier terme du second

membre de (34) est zéro. Enfin, le dernier terme de (34) donne à l’énergie
totale la contribution

Le champ étant stationnaire pour t === :ji oo, nous aurons = 0 et, par

conséquent, cette contribution est aussi égale à zéro : la formule de Peres
donne pour l’énergie totale du rayonnement la même valeur comme celle
d’Einstein.

Pour l’impulsion, on partira de la relation

Une série d’opérations complètement analogues à celles que nous venons
d’effectuer pour l’énergie nous donne finalement

Ici aussi le premier terme du second membre conduit à la valeur correcte
de l’impulsion totale du rayonnement. La somme du second et du troisième
terme est zéro à cause des relations (19), (20) et (35). Le dernier terme
donne à l’impulsion totale la contribution
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Mais cette contribution aussi est zéro, car le champ est stationnaire pour
t = ~ oo et, par conséquent, Dupa = 0. La formule de Peres est donc

équivalente, en ce qui concerne l’énergie et l’impulsion totale du rayonne-
ment, à la formule d’Einstein.
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