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Propriétés algébriques
des opérateurs d’Airy de petit ordre
LoTF1 SAIDANE (D
RESUME. — On donne dans cet article des conditions nécessaires, et

parfois suffisantes, pourqu’un opérateur d’Airy généralisé d’ordre < 3, ou
son transformé de Fourier, soit réductible (resp. équivalent & son dual).
On répond ainsi en partie & des questions posées par N. Katz dans son
étude de leurs groupes de Galois différentiels.

ABSTRACT. — In this paper, we give necessary, and sometimes sufficient
conditions for a generalized Airy operators of order < 3 (or its Fourier
transform) to be reducible (resp. equivalent to his adjoint operator). This
provides a partial answer to questions raised by N. Katz in his study of
their differential Galois groups.

0. Introduction

On étudie dans cet article dans quelle mesure on peut «lire» sur les coeffi-
cients d’un opérateur différentiel certaines propriétés algébriques du module
différentiel associé, et plus particulierement les questions de réductibilité et
d’autodualité (cf. §1, définition 1.1 et 1.5 pour la signification de ces termes).

Dans le cas des opérateurs hypergéométriques, on dispose d’une réponse
satisfaisante & ces questions grace aux travaux de Beukers, Heckman, Katz,
Boussel (voir par exemple [Bo]).

(*) Regu le 11 décembre 1998, accepté le 21 mars 2000

(1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Tunis, Campus Universi-
taire, 1060 Tunis.
e-mail: lotfi.saidane.@fst.rnu.tn
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Une autre classe intéressante est celle des opérateurs différentiels de la

forme L = P,(0) + Qm(x), o0 0 = ;_x et P,, Qm sont des polyndmes non
constants a coefficients dans C, de degré respectif n et m. On les appelle
opérateurs d’Airy de bidegré (n, m) car ils généralisent la classique équation
d’Airy ¥’ —zy = 0 (ou n = 2 et m = 1). Leur étude a été initiée par
N. Katz [Ka], dans le but de calculer leur groupe de Galois différentiel. Katz
montre que ce calcul se raméne précisément aux questions de réductibilité
et d’autodualité pour I'opérateur L.

11 résout en partie ces questions sous ’hypothése que les degrés de P et
Q sont premiers entre eux.

Dans cet article nous poursuivons 1'étude de Katz pour les opérateurs
d’Airy de bidegré (n,m), sans supposer n et m premiers entre eux. Nous
nous sommes limités au cas inf(n,m) < 3, ol apparaissent déja plusieurs
phénomeénes nouveaux.

En ce qui concerne la réductibilité nous montrerons ainsi :

0.1. Proposition

Soit L un opérateur d’Airy de bidegré (3,3r), r > 2. Alors L ne peut
s’écrire comme produit d’opérateurs d’ordre 1.

On verra au paragraphe 2 que cet énoncé ne s’étend pas au cas r = 1.

La reconnaissance de la réductibilité des opérateurs d’Airy permet de

décrire leurs classes d’équivalence (voir Définition 1.1.1). L’énoncé suivant
précise une remarque de Katz (voir [Ka] 4.3) dans le cas de bidegré (2,2).

0.2. Proposition

Soient L et L’ deux opérateurs d’Airy unitaires de bidegré (2,2) avec
b2 —
L = 82 — (a®z? + 2abz + ¢), a,b,c € C, a # 0, et Re( C) € [-1,1].
Alors :

b2 —
€ = +1.

i) L est réductible si et seulement si

2 —c

ii) Quand Re(

si L — L' = 2am, ol m est un entier rationnel.

) €] —1,1[, L est équivalent & L' si et seulement
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b2 — . N . .
iii) Quand - 1, L est équivalent & L’ si et seulement si L — L' =
2am, ol m € Zg.
. b2 —cC » . N 1 . . ’
iv) Quand = —1, L est équivalent & L' si et seulement si L— L' =

2am, ou m € Zyyp.

En réponse a la question 4.3 de [Ka], nous montrerons par ailleurs le
résultat suivant .

0.3. Proposition

Si 3 ne divise pas m, deux opérateurs d’Airy équivalents de bidegré (3, m)
sont proportionnels.

On en déduit aisément que de tels opérateurs ne peuvent étre autoduaux.
Plus généralement nous montrerons le résultat ci-dessous.

0.4. Proposition

Pour tout entier m > 1, aucun opérateur d’Airy de bidegré (3,m) n’est
autodual.

On trouvera des versions plus générales des propositions 0.1 — 0.4 dans
les paragraphes 2 et 3 de cet article.

Remerciements. — Je remercie Daniel Bertrand pour m’avoir indiqué cet
axe de recherche et pour toutes les discussions, concernant ce travail, que
j’ai eues avec lui. Je remercie, également, le référee pour ses critiques, qui
m’ont permis d’améliorer la qualité de rédaction de la premiére version de
ce travail.

1. Généralités
Pour la suite de ce paragraphe on adoptera les notations suivantes.

k désigne un corps algébriquement clos de caractéristique zéro ; K est

le corps des fractions de I'anneau O = k[z] ; 9 est la dérivation T de K,
D = O[0] = k[z, 0] est I'algebre de Weyl sur k et D = K9] est Pensemble

des opérateurs différentiels & coefficients dans K ; ainsi, Dx est une k-
algeébre associative non commutative. On notera aussi 8 le prolongement de
0 aux extensions de Picard-Vessiot de K. On désigne par V un @-module

libre de rang n, et par V la contraction avec 8 d’une connexion sur V, i.e.

- 521 -



Lotfi Saidane

une application k-linéaire de V vérifiant :
V(av) = 8(a)v+aVv; Yae O et YveV.

Par abus de langage on dira encore que V est une connexion sur V. Un
opérateur L de Dg, est dit unitaire si le coefficient dominant de L, par
rapport a 0, est égal a 1.

1.1. D-module

Si V est muni d’une connexion V, on définit une structure de D-module
a gauche sur V en posant :

(iaiai) v = iaivi(v), €0 e veV.

=0 i=0

Inversement, si V est un D-module a gauche libre de type fini en tant que
O-module, on définit une connexion sur V en posant Vz = 8z pour tout
z € V. La donnée d’une connexion V sur V est ainsi équivalente a la donnée
d’une structure de D-module sur V.

Si L € D est unitaire en 9, D/DL est un O-module libre de type fini,
naturellement muni d’une structure de D-module. On dira qu’un couple
(V, V) est un D-module cyclique s’il est isomorphe & un D-module du type
D/DL ou L est un élément de D = O[0)] unitaire. Par extension des scalaires,
on obtient un K-espace vectoriel Vg = K % V', dont la dimension est le rang

de V en tant que O-module libre. On définit une connexion sur Vi, notée
de la méme maniére V par la formule

Vie®v)=8a)®v+a®V(v), pourtouta € K, veV.

Comme plus haut, la connexion V sur Vx munit Vx d’une structure de
Dk = K|[0]-module.

1.1.1. DEFINITION

On dit que deux opérateurs unitaires L, et Ly de D (resp. D)
sont équivalents si les D-modules D/DL; et D/DLy (resp. Dx/DkL; et
Dk /Dk L2) sont isomorphes.

1.1.2. REMARQUE

Les propriétés suivantes (dont on trouvera une démonstration dans [S],
§2) nous seront utiles. Soient L; et Lo deux éléments de Dk de méme ordre
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et unitaires en 8. Alors, L; et Ly sont équivalents si et seulement si il existe
L3 € Dk, sans facteur commun & droite avec L;, et Ly € Dg tels que
L20L3 =L40L1.

Soit K une extension de Picard-Vessiot de K , contenant des extensions
de Picard-Vessiot de L; et Lo, soient V) et V3 les espaces des solutions
respectifs de Li(y) = 0 et de La(y) = 0, et soit G le groupe de Galois
différentiel de K. Les opérateurs Ly et Ly sont alors équivalents si et seule-
ment si les G-modules V; et V3 sont isomorphes (cet isomorphisme est donné
par ’action naturelle sur V; C K de L3, qu’on peut d’ailleurs choisir d’ordre
strictement inférieur a celui de L, ; voir [S], Lemme 2.5).

1.1.3. LEMME. — Soient V et W deuz D-modules cycliques. Si les
Di-modules Vi et Wi sont Di-isomorphes, alors V et W sont D-iso-
morphes.

Preuve.— Par définition, soient L; et L, deux opérateurs unitaires
de D tels que V (resp. W) soit isomorphe & D/DL; (resp. D/DL3). Le
Dg-module Vi (resp. Wk) est alors isomorphe & Dg/DgL; (resp.
D /Dy Ls).

Soit ¥ : Dg/DxLi — Dk /DxkLs un isomorphisme de Dg-modules.
Comme la classe de 1 engendre le Dg-module Dk /Dy Ly, I'isomorphisme

n~1 X

U est entierement défini par ¥(1) = Y b;(z)8", ou b;(z) est un élément de
i=

K et n est Pordre commun de L; et L.

On suppose qu'il existe j tel que b;(z) ¢ O. Soit a € k un péle de
bj(z) et v(¥(1)) le minimum (strictement négatif) des ordres des b;(i =
0,1,..,n—1) en . Alors :

U [0™(¥(1))] = va(¥(1)) — m, pourtout m € N.

n—1 . -1
En effet, si Ly = 0"+ ) a;(z)d", avec a; € O, alors 8(¥(1)) = nz cx(z)oF,
i=0 k=0

avec : ¢, = Obg — an_1a9 et ¢ = Obg + bg_; — agb,_; pour 1 <k <n—1.

D’ou :
Vo (0¥(1)) = vo(¥(1)) - 1.

-1 )
Or, pour tout entier m > 0, 8™.1 appartient au sous @-module n@ O 8 de
i=0
Dk /DiLy. Donc, ¥(8™1) qui est égal & d™¥(1) appartient & un sous O-

module de type fini de D /Dy L. Par conséquent, v, (8™¥(1)) reste bornée
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inférieurement quand m tend vers P'infini ; c’est la contradiction recherchée
et on a bi(r) € O pouri=0,....,n—1.

- - -1
L’application ¥ : D/DL; — D/DL,, définie par ¥(1) = nz b; ()8, est
=0

donc bien définie sur O et le méme argument, appliqué & ¥~1, montre que
U est un isomorphisme sur O.

1.1.4. CONSEQUENCE

i} Si L; et L, sont deux opérateurs unitaires de D et
¥ € Isomp, (D /Dk L1, Dk /DxkLs),
alors le déterminant de ¥ est un élément non nul de k.

En effet, le lemme 1.1.3 entraine que det(¥) est un élément inversible de
k[z].

it) Soit L; = 0 — a;(x), i = 1,2, deux éléments de Dg. On sait que L; et
/4

L, sont équivalents si et seulement si il existe 8(z) € K tel que as = oy +-E.
On en déduit que si a; et ay appartiennent & O, 'opérateur L, est
équivalent & ’opérateur Lo si et seulement si a3 = as.

1.1.5. DEFINITION

Un élément de Dk est dit réductible (resp. totalement réductible) s’il
se décompose en produit d’au moins deux facteurs d’ordres > 1 (resp. en
produit de facteurs d’ordre 1).

Un élément de D peut étre réductible sur Dk sans ’étre sur D (voir
[Be2] §3. c)).

1.2. Facteurs déterminants

Soit K = k((1/z)) le corps des séries méromorphes formelles 3 coeffi-
cients dans k au voisinage de l'infini (k est un corps de caractéristique zéro
algébriquement clos), muni de sa dérivation usuelle @ = — et de sa valua-

dz
tion 1/z-adique v. Si K désigne la cléture algébrique de K, la valuation et
la dérivation s’étendent de fagon unique & K. Par exemple si a € k[z] est

un polynéme de degré deg(a), on a v(a) = —deg(a). Plus généralement, on

. n—1 . ~

posera deg(a) = —v(a) pour tout a € K. Soit L = 9"+ Y a;8", a; € K,
1=0
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un opérateur différentiel & coefficient dans K. Le théoréme de Hukuhara et
Turrittin (voir [Y]) montre P’existence (dans une extension de Picard-Vessiot
correspondante de K') d’une base {u, ..., u, } de solutions de £, de la forme :

u;i(z) = (expKy(2))(1/2)*vi(1/2), (i=1,...,n),
ol K;(z) est un polynéme en z'/9 (pour un certain entier naturel q) sans
terme constant, \; est un élément de k, (1/z)* est une solution (dans une

extension de Picard-Vessiot de K) de I’équation différentielle v =—-(\i/z)y
et

vi(z) = Z v; ;(1/z)(Logz)?,

=0

oo
v,-j(:z:) = Z ’Ui,j,kl'_k/q € K.
k=0
Les polynémes K;(i = 1, ...,n) sont appelés les facteurs déterminants de L.
On dit que £ est de caractéristique simple, si pour tout couple (4, j) d’indices
distincts dans {1,2,...,n} on a :

deg(K,- - Kj) = deg(Ki).

1.2.1. LEMME. — Soit £ = E a0 + Qm(z), an = 1, un opérateur

d’Airy de bidegré (n,m). Alors, L est de caractéristique simple et les facteurs
n+m

déterminants K, ..., K, sont des polynémes en /™ de degré sans

n
terme constant. Leurs dérivées K; = R;, (i = 1,..,n), sont dans le cas
m = n, les solutions de l'inégalité :

deg(R" + an1 "™ + Qm(2)) < o1,
ot R € K désigne un polynéme en /™.

Preuve. — Les facteurs déterminants sont les primitives H, sans terme
constant, des polynémes de Puiseux H’ tels que ’opérateur

LO+H)=eHL©)e =Y ai(d+H)' +_ bja’
=1 j

admette un polygone de Newton ayant un c6té de pente nulle (voir [Y], § 2,
p. 142). On en déduit que les polynémes Hi,j=1,..,nsont de degré m/n
et que les coefficients de leurs termes dominants en z™/™ sont les solutions

n Zlf—lﬂj .
Qjn=VYV=bne” ~ , (j=1,...,n),
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de léquation o™ + b,, = 0. Comme o;m — ajm # 0, pour tout couple
(3,7) d’indices distincts dans {1,2,...,n}, £ est de caractéristique simple.
On pose :

PL(CB,&) = Z a'igi + Qm(z)

i=1

Si £ est une solution dans K de Pz(z,£) = 0, on notera &5 1 la somme
finie des monomes intervenant dans le développement de Puiseux de £ dans
T{_ de degré strictement supérieur & —1. D’apres ([F], [H, K], [Y]), les dérivées

., H}, des facteurs déterminants sont donc égales & (&;)>-1,1=1,...,m,
(moyennant une permutation), ou &1,...,&, sont les racines dans K de

Pp(x,€) = 0. Si H est un facteur déterminant de £, alors H + =1
an—1

T est

un facteur déterminant de £ (8 - ) On pourra donc supposer, sans

perte de généralité, que a,—1 = 0. Montrons que pour toute solution &£ de
P,, la partie R = &~_1 de £ vérifie dans le cas m > n :

deg(R™ + Qm(x)) <

L’équation Pg(z, &) = 0 entraine

nm-—m-—n
" .

n—2
£+ Qm=—Y_ &’

i=1
le degré de &' étant égal & i%(i =1,..,n — 2) et a; étant constant, on en
déduit, m
deg(€" + Qm) < (n = 2)7;
entier m étant supérieur ou égal & n, 'inégalité précédente entraine
deg(£" + Qm) <
En posant {1 =& —R,ona
gn +Qm = (R -+ és—l)n +Qm

= > () Bt + Qm
k=0

nm-—m-—n
" .

, . nam—k(m+n .
le degré de R *(¢c_1)F étant inférieur ou égal & ——_;1(—_—_)’ qui est
nm-—m-—n L
inférieur ou égal a — pour tout k € {1,...,n}, on en déduit,

nm-—-m-—n

deg(R™ + Qm) < -
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Inversement, soit H un polynéme en z!/™ sans terme constant, dont la
dérivée, H' = R, vérifie :

deg(B™ + Qm) < Eln_—;m;"
Montrons que H est un facteur déterminant de L.
Soit & un élément de K. On définit a¥!, k € N, de la fagon suivante :
a[ol = 1’ a[ll =
a[k+1] = aa[k] + (a[k])’

n
ona:L(@+R)=Y ¢

i=0

ol ¢g = Qm-l-ZaJRm et ¢; = E (H_J)azﬂRM ie{l,..,n}
=0

Comme le degré de R est égal éj%, j=1,.,nlesa;,i=1,..,n—1,
nm-m-—n
n

étant des éléments de k, et a,, = 1, 'inégalité deg (R"+Qp) <
entraine :
deg(co) < deg(cy) — 1
et
deg(c;) —i < deg(c1) — 1 pour tout i > 1.
On déduit de ces inégalités que l’équation indicielle (cf [I], p. 160) de £(d+

R) est de degré 1. Par conséquent, £(8 + R) est divisible & droite par un
opérateur fuchsien, et K est bien un facteur déterminant de L.

1.2.2. REMARQUES

m .
12.2.1. 8i Qu(z) = Y bz, m=gn+r,q>1et 0 <r < n, alors les
i=0
facteurs déterminants, K;(: = 1,...,n) de L, sont d’aprés le lemme 1.2.1 de
la forme

Ki(z) = z'*tm/"

« +£ On " Qgn Qm n Qq+1)n
n+m ° m z 7 m—(g—1)n 29  gm/®  m—gn g+l

ou les coefficients axn, 0 < k < ¢+ 1, et a,, dépendent seulement de
(an—lvbmvbm—l"-~7bm—(q+l))-
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1.2.2.2. Si m = ¢n, avec ¢ > 1 alors

Ki(x) = z'*9 Z +af" xk

ou les coefficients akn, 0 < k < ¢, dépendent seulement de (an—1, b, bm—1,
ey ba)-
s Om—gq

1.3. Transformation de Fourier

Un opérateur L de D s’écrit d’une facon unique sous la forme L =

N .

Y ai(z)0"%, a; € O. On appelle transformée de Fourier (relativement 3 0)
i=0

de L, 'opérateur F(L) défini par :

N
F(L) =) a:i(d)(~z)
1=0

La transformation F est bien définie sur D et vérifie :
F(L+M)=FL)+FM), VLM € D,
F(LM) = F(L)F(M) (%)-
En effet, on a : F(82F8%) = F(8)F(z*8%) car
Oz = kd*~ 1 +28* VkeN,
et
xakzl - 6’“3:”1 _ kak—lxe.
Par suite,
F(OM)=F@F(M), YMeD,

t
° F@ oY) = F@) Flehab).

D’autre part
F(z™L) = F(™)F (L),

d’oti la relation (*) par linéarité.
La transformation F est une bijection k-linéaire de D sur lui-méme,

et F est un isomorphisme de ’anneau D sur lui-méme. En notant [—1]*
I'isomorphisme F? (cf [Ka2], § 2.10 p. 71), on a,

N
FUL) = [-1'L =) ai(-2)(-0)".

=0
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Une conséquence immédiate de ce qui précéde est que L € D est réductible
dans D si et seulement si F(L) est réductible dans D.

N ) N )
Si L € D est donné par L = ) a;(z)d", alors LV = ) (—0)%a; s’appelle
i=0 =0
I'opérateur dual formel (ou adjoint) de L. On a alors ([Ka2], p. 71) :

F(L?) = [-1"(F(L))".

Soit L € D. En modifiant un peu la notion d’opérateur unitaire, on dira
que L est biunitaire si les coefficients dominants de L par rapport & 8 et &
z sont des unités de O.

1.3.1. PROPOSITION. — Soit L € D un opérateur biunitaire. L est réduc-
tible dans Dk si et seulement si F(L) est réductible dans Dg.

Preuve. — 11 suffit de démontrer la condition nécessaire.

On suppose que F(L) est irréductible dans Dg. Si L = L;y...L,, r > 1,
est une décompostion de L en produit de facteurs irréductibles dans Dy, il
existe p € O, p # 0, tel que pL =Lj...L], ot pour i € {1,...,7}, L est un
élément de D d’ordre strictement positif. On a :

F(p)F(L) = F(LY)..F(LL), r > 1,

ou F(p), polynéme non nul de k[9)], s’écrit :
8
F(p) = AH(B —a;), ou\ay.a, €k.
i=1

Ainsi,

FLY) .. FL) =A]]O - a)F(L), ()
i=1

est une décomposition en produit de facteurs irréductibles du produit (F(L})
... F(L;)) dans Dg. Les facteurs irréductibles intervenant dans la décom-
position de I'un des F(L;), i € {1, ..., 7}, seraient Dx-équivalents & 0 — o,
pour certains j dans {1,, ..., 8} (voir [S] proposition 2.11), et seraient donc

Bl, avec B; € K (voir conséquence 1.1.4 ii)). Mais
J

F(L) est biunitaire, et la relation (*) entraine que le coefficient dominant
de F(L;) par rapport & O est une constante non nulle. L’opérateur F(L/)

de la forme 0 — a; —

/
s’écrit alors : F(L]) = a [] (6 —-oj — ﬁ_j) ,ou J est un sous-ensemble non
J€T J
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vide de {1,2,...,s} et a € k*. Si I'on pose 3; = %, oupjetqg; €0,ona

j
alors

BG; P g 1
Omi— g -2+ = = (8- a;)p; — 200
j B; J YRy quj[( 5)Pj PJ]%
et
[5 - P;_l + ‘I;'_l] 1
7 Pj-1  4j-1] Pj4q;

1

= —— a_._a._lp. . ._1__2 QD 4 i1,
p?qjgpj-l%'—-ll( -1)P;45P;j (Pigipi-1)'1gi-1

ce qui entraine que pour tout j dans J il existe H; dans O, non nul, tel que

{ H(qua}f(m = o [] (@ - o) H; - 2Hlg;

jeg jeg

En appliquant la transformation de Fourier aux deux membres de I'égalité
précédente, on obtient

{ T #0105 }i-11Li = T (- = ) 5 (9) = 2850}y 0)
€T €T

La comparaison de l'ordre des deux opérateurs entraine que Pordre de
[~1]*L} est nul, ce qui est absurde.

1.3.2. PROPOSITION. — Deuz éléments de D biunitaires sont Dy -équi-
valents si et seulement si leurs transformées de Fourier sont Dy -équivalentes.

Preuve. — Soient L, et Lo deux éléments de D biunitaires, Dx-équiva-
lents. 11 existe alors L3 dans Dx, sans facteur commun & droite avec Ly, et
Ly € Dk telsque: LooLg = Lyo Ly, (cf§1.1.2 Remarque). Le lemme 1.1.3
prouve que 'on peut choisir L3 dans D, et donc Ly dans D. En appliquant
la transformée de Fourier aux deux membres, on obtient :

F(L2)F(Ls) = F(La)F(L1).

Pour montrer la condition nécessaire, il suffit de prouver que F(L,) et F(L3)
sont premiers entre eux dans Dg. Puisque L, et L3 sont premiers entre eux,
il existe A, B dans k[z,d] et C dans k[z] tel que :

AL+ BL3 =C.
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Si C =1, alors F(L;) et F(L3) sont premiers entre eux dans Dg. Sinon,

C = H (z — a;), avec a; € k. En appliquant la transformation de Fourier
=1
ala relatlon precedente, on en déduit que le pged D de F(L;) et F(L3)

dans Dg divise H(3 ~— a;). On suppose que l'opérateur D est différent

de 1. Il possede donc un facteur & droite Dg-équivalent & I'un des 8 — a;,
donc de la forme & —a — ¢'/g, ou a € k et g € k(z). Dans ces conditions

g(x)e®* est une solution de 1’équation différentielle (H (0- ai)) y=0, ce
i=1

qui prouve que g est un polynéme. On pose y(z) = g(—xz)e~ %% et on note
L(y) la transformée de Laplace de y. En remarquant que y est une solution
de ’équation différentielle ([—1]*F(L;))u = 0, et que

FAL1)L(y) = L(-1]*F(L1)y)

est un polynéme, on en déduit que [—1]*L;(L(y)) est un polynéme. Or, si
g est un polynéme non nul, £(y) est une fraction rationnelle ayant un péle
au point —a. Comme [—1]*L; est un opérateur différentiel unitaire d’ordre
strictement positif, [-1]*L;L(y) n’est jamais un polynéme. Donc g est le
polynéme nul et D = 1.

Inversement, F(L;) et F(L2) étant biunitaires, le méme raisonnement
permet de conclure.

1.3.3. EXEMPLE. — Soient L; = 82 — (z* + 222 + 2z + 2) et Ly =
8% — (z* + 22® — 2z + 2). L’homomorphisme ¢ € Homp(D/DLy, D/DL,)
défini par ¢(1) = 1+ z2 + 9 est un isomorphisme. On vérifie facilement que
’homomorphisme ¥ € Homp(D/DF (L), D/DF(Lz2)) défini par ¥(1) =
F(p(1) =1 — = + 8? est un isomorphisme de D-module.

2. Critéres de réductibilité

2.1. Généralités

Katz a montré ([Ka], page 26) qu’un opérateur d’Airy de bidegré (n, m)
ol n et m sont premiers entre eux, est irréductible dans Dg.

n .
2.1.1. PROPOSITION. — Soit L = Y a;0" + Qm(x) un opérateur d’Airy
i=1
de bidegré (n,m), avec n < m, et [ Ry(z'/")dz, i = 1,...,n, ses facteurs
déterminants. L’opérateur L est réductible dans Dk avec un facteur d droite
(resp. & gauche) d’ordre 1 si et seulement si les deux conditions suivantes
sont réalisées :
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i) n divise m
ii) 4l existe i dans {1,...,n} tel que ’équation différentielle L(0+R;)(u) =
0 (resp. L?(0 — R;)(u) = 0) posséde une solution polynéme.

Preyve. — 1l existe une base yi, ..., yn de n solutions de L, vérifiant (cf.
§1.2)

. /n
yi = eJ RNy 0

les polynémes R; étant distincts (lemme 1.2.1), et u; étant donné par

ni
ui(zx) = o Zuijz‘j/", i1=1,2,..,n.
=0
Si l’opérateur L admet un facteur & droite d’ordre 1 alors il existe 4 tel que
v,

=r € K, ce qui entraine
Yi

(i/my 4 )
Ri(x )+u,~(:c) re K,

ol r s’écrit 1 = ro, + 7o, Too désignant la partie principale & 'infini dans
k[z] et To(c0) = 0.

On a ;o
u; i i
'l=—+ E Wi, T J/n,
Uyg z

320

ce qui entraine que R;(z}/™) = roo(z) est dans k[z] ; le degré de R;(z'/™),
n+m

égal & (Lemme 1.2.1), est donc un entier naturel, et n divise m.
Comme u; est une solution de ’équation différentielle L(0 + R;)u = 0, qui
n’a de singularités qu’a l'infini, le théoréme de Cauchy entraine que u; est
analytique sur C. Par ailleurs, u; est & croissance modérée a l'infini car elle
correspond au facteur fuchsien d’ordre 1 de L(9 + R;) a 'infini (voir Preuve
1.2.1), et u; est dans k[z].

Inversement, si n divise m, la remarque 1.2.2.2 entraine que les facteurs
déterminants [ R;(i = 1,...,n) sont des éléments de k[z]. Soit u; une solution
polynéme de I’équation différentielle L(0+ R;)u = 0. En posant y = ef Riy,,

i
y est une solution de L(y) =0 et 9 — R; — % € Dk divise I'opérateur L a

T
droite.

Si Popérateur L est réductible avec un facteur & gauche d’ordre 1, le
dual formel L” de L qui est un opérateur d’Airy de bidegré (n,m) est alors
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réductible avec un facteur & droite d’ordre 1, ce qui entraine que n divise m.
Les facteurs déterminants de L étant les opposés des facteurs déterminants
de L, on conclut en appliquant le résultat précédent.

Dans la suite de ce paragraphe 2, on considére un opérateur d’Airy
n .
L = ) a;i? + Qm(z) de bidegré (n,m) réductible. La proposition 1.3.1

i=1
permet de se restreindre au cas n < m. Si n < 3, la proposition 2.1.1

-~ . QAp—-1
entraine m = nr, avec r > 1. Enfin, les opérateurs L et L [ 0 — —= )
nan,

étant simultanément réductibles ou non, on supposera pour la suite de ce
paragraphe, sans perte de généralité, que le coefficient de "~ ! de L est nul.

2.2. Opérateurs d’ordre 2

Il est bien connu (voir par exemple [D, L-R]) que 'opérateur 82 — q est
réductible dans C(z)[J] si et seulement si ’équation de Ricatti u' + u2 = ¢
possede une solution dans C(z). L’analyse des facteurs déterminants aux
paragraphes 1.2 et 2.1 précédents fournit le critére plus maniable étudié
ci-dessous. Tout d’abord, remarquons que tout polynéme de degré 2r peut

T i r—1 .
s’écrire sous la forme (Z b,-a:‘) + > d;jz? (car k est algébriquement clos).

i=0 j=0
Sans perte de généralité, on écrira les opérateurs L de bidegré (2, 2r) sous
la forme suivante :

2
T r=1 d
L=3%- ija:j +Zdja:j , oub,#0.0n poseraR=ija:j.
=

Jj=0 j=0

2.2.1. PROPOSITION. — L’opérateur L est réductible si et seulement si
pour e =1 ou € = —1, Uéquation différentielle L(0+eR)(u) = (6% +2eRO+

r—1 .
[g R — 'Zo djxf} )(u) = 0 posséde une solution polynéme.
]—_—

Preyve.— Du lemme 1.2.1, on déduit que les facteurs déterminants de
L sont les primitives sans terme constant des eR, ¢ = +1 car deg(R? - Q) =
7 — 1. Si Popérateur L est réductible dans D, il se décompose en produit de
deux facteurs d’ordre 1. La proposition 2.1.1 permet alors de conclure.

2.2.2. COROLLAIRE. — Si L est réductible alors il eriste s € N tel que
dr_1

———— est une racine carrée de l’'unité.
(25 + )b,
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Preuve. — La proposition 2.2.1 entraine que pour ¢ = 1 ou ¢ = -1,
I’équation différentielle

r—1
L(@+¢R)(u) = | *+ 2RO+ |eR' =Y djz’ | | (u) =0
=0

possede une solution polynéme. Soit s son degré. L’identification des coeffi-
cients du terme de plus haut degré dans ’équation L(0+¢eR)u = 0 entraine

erb, — dr_1 + 2esb, = 0, ol1 € = *1.

2.2.3. COROLLAIRE. — L’opérateur L = 8% — (a?z? + 2abz + ¢), ot a,

b, ¢, € k et a # 0, est réductible si et seulement si il existe s € N tel que

b —c . . L,
est une racine carré de l'unité.

(2s+1)a
Preuve.— La condition nécessaire est une conséquence du corollaire
v b? -
2.2.2. Inversement, on suppose qu’il existe s € N tel que ¢ = _r-c
(2s+1)a

soit une racine carré de I'unité. Soit ks[z] ’espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal a s. L’opérateur

L(0—e(az +b)) = 8% — 2¢(ax + b)d + 2cas

est une application linéaire de ks[z] dans k,_1[z], son noyau est non réduit
3 zéro, ce qui entraine que 'équation différentielle L(8 — e(az + b))(u) =0
possede une solution polyndme. De la proposition 2.2.1, on déduit que L est
réductible.

On poursuit maintenant, dans un cas particulier, I’étude de la réductibi-
lité des opérateurs d’ordre 2 et de degré supérieur ou égal & 4. Cette étude
se rapproche de I’analyse de Liouville, J. Math pures et appl., 1839, 423-456
(référence signalée par M. Van der Put).

2.2.4. EXEMPLE Opérateur de Setoyanagi. [cf. [D, L-R], exem-
ple 4). — Soit S = 82 — (azP + bx?), ol a, b € C, ab # 0, p, ¢ € N, et
q<p-

Si on suppose que l'opérateur S est réductible dans C(z)[0] alors la

proposition 2.1.1 entraine que p est un entier pair. On pose p = 2m. Les
facteurs déterminants ([ R) de S, sont donnés, suivant le lemme 1.2.1, par

1
.
R=c¢ awmz 2 | (b/a)izia—2m),
=0 \ i
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et € = 1.

our=F ( 3 m ) est la partie entiére de 5 m

Du corollaire 2.2.2, on déduit qu’il existe d € N tel que si d,,_; est le
coefficient de z™~! dans R? — [az®™ + bz alors on a

_Gmo1 g, avec € = 1
(2d + m)y/a )
On retrouve ainsi les conditions nécessaires citées par [D, L-R], & savoir :
1
que 27:1 + 7 est un entier naturel s > 1 (en effet (r + 1) (g — 2m) + 2m est

égal & m — 1), ainsi que la condition

1
dm+1 = 2a (5) (b/a)® = e(2d + m)/a,

S

qu’on peut écrire de la fagon suivante : il existe d € N tel que
1 m
e\/5<2) (b/a)s—-? =d.

S

Setoyanagi (cité par [D, L-R], exemple 4) a donné des conditions nécessaires

et suffisantes de réductibilité dans le cas =5 < 2. Pour s = 2, il

montre que ce cas se raméne au cas m = ¢ = 1.

A titre d’application de 2.2.1, on étudiera, dans la suite, le cas m = 2 et
g = 3, (donc s = 3) et nous montrerons le résultat ci-dessous.

2.2.5. PROPOSITION . — L’opérateur Sy = 8% — (ax*+bx3), otia, b€ C,
a ou b # 0, est irréductible dans C(x)[0).

Preuve.— Soit S; = 8% — (az* + bx3),avecaet be C.Sia #0et b=0
ou bien si a = 0 et b # 0 alors les corollaires 2.2.2 et 2.2.3 entrainent que S;
est irréductible. Pour la suite, on supposera que ab # 0. Le changement de

b
variable £ — —, préserve les propriétés de réductibilité de opérateur S;.
Soit S I'opérateur obtenu apreés ce changement de variable. On a

3.6% b3 3p*

§=8°-Q, ot Q=0az' - "2+ —r— .
@ @ 80~ V82" T T3
Les facteurs déterminants [ R de S sont donnés suivant le lemme 1.2.1 par
3b?
= 2 Ye =
R——&"\/—d[x —i—&?] y oue==1.
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L'opérateur S(8 + R), noté S%, est égal 2 8% + 2R9 + [R2 + R’ — Q). Si
'opérateur S est réductible alors 'équation différentielle S%(u) = 0 possede
une solution polyndéme. Le corollaire 2.2.2 entraine qu’il existe d € N tel que

b3
Toeadlz = d+1.

On peut supposer que € = 1. Au besoin, on change 'argument de /a.
2
On pose a = —;. Ainsi v/a = 2(d + 1)o3 et

SR = 8% 4 [4(d + 1)a3z? — 3(d + 1)a)d + [-4d(d + 1)o3z + 3(d + 1)%02).

L’équation différentielle SF(u) = 0 posséde une solution polynéme de degré
d si et seulement si S®, considéré comme opérateur linéaire de C4(z] dans
lui-méme, n’est pas injectif. Ce qui est équivalent a la condition suivante :
le déterminant A(d, @) (ci-dessous défini) est nul.

A(d, @) = |cijli<i,j<d+1, ou les ¢;; sont donnés par :

3(d + 1)%2a? sij=1
—4d—-i+2)(d+1)a® sij=i—-1

cij =4 —3i(d+1)a sij=1+1
i(i+1) sij=1t+2
0 sinon.

A(d,a) est un polynéme & deux variables d et a, homogéne de degré
2(d + 1) par rapport & . Par conséquent, le déterminant A(d, o) est égal &
p(d)a2(@+1) 1l suffit donc de montrer que p(d) # 0 pour conclure & I'irréduc-
tibilité de S. Pour cela, on remarque que si d est un entier pair alors u(d)
est congru a 1 modulo 2 et p(d) est non nul. On supposera, pour la suite de
la preuve, que d est un entier naturel impair.

Soit (aij) la matrice obtenue & partir de (c;;) en posant o = 1. On
considere les déterminants des matrices, d’ordres p, extraites de (a;;) de la
fagon suivante :

Vp = |aijla-p+o<ij<d+r e |ai;| = p(d).

On a par exemple :

_|3d+1)? -3d(d+1)
T —4(d+1) 3(d+1)?

et Vg1 = u(d), Vo = 1. En développant V,; par rapport & sa premiére
colonne, on obtient la relation de récurrence

(r1)
Vp+1 = (d+ 1)2{3V, —12Xp_1Vp_1 +16Xp_12p-2V,_2}, pour p=2,...,d.

Vs =3(d +1)%(3d% + 2d + 3)
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et
Me = (k+1)(d - k).

On se propose de montrer que V4.1 > 4\, V,, pour p € {1,...,d — 1}.
En posant pour la suite de la preuve y = 3(d + 1)2, on obtient

V1 =Y
(r2) Va = (y —4X)V1 > 40V,

Vs =y(y® ~ (ho + M)y + 1—;)\0)\1) > 4X;V2
On suppose qu’il existe un entier g € {1,...,d — 1} tel que
Vat1 <40V,
Soit p = Inf{q/Vg4+1 < 4\;V,}. Le systéme (r2) entraine p > 4.
En écrivant
Vp >4 1Vp_1 et Vi1 <4A,V),

on déduit de la relation (r;) que

4
(y = 42p)Vp <4hp1y [Vp—l - §’\p-2vp—2] ,

d’ott

40— 4
(1'3) Vp < y—_% [Vp—l - gAp_gvp_g] .

Les relations

16
Vp =y [Vp_l - 4Ap_2Vp_2 + —é—Ap_zx\,,_?,V,,_;;] R

et (r3) entrainent

(ra)

e $o- 16
y (1 - —p4,\1,,) Vpo1 < Dpsy [1 _ ys_p4/\1p] V2= A2 dp sy Vs

En remplagant V),_; par son expression dans I'inégalité (r4) on obtient

A, 4y _
2 I 2 T _ 371
(xs) [y (1 y— 4>\p) Wp-2y (1 y— 4,\,,)] Vp-2
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40, 16
< |4,y (1 — —2— LI L N
[ »=3Y ( y—4)\p) 3y/\p 2)"’_3]

16 4h-1
Vp-3— ?y2 (1 — ” _p4)‘p> Ap—3Ap—4Vp_4.

De la définition de p, on déduit que Vp_3 > 4A,_4Vp_4, et la relation
(rs) entraine alors

4\ —1 éA -1
1— p — 4Ny 1 -3
(ro) Y [y ( ) "4)‘17) Ap-2 < Y- 4’\p)]

2 79 V) 4
Vo2 <43y |-yl - —F—) - = .
p—2 4 3y [3y ( y— 4)\p) 3’\1)—2] VP—3

De méme, les relations Vp_g > 4X,_3Vp_3 et (r6) entrainent

4
y(y — dhp — 4hpo1) + p2(y — 4X0p) — 12X_2 (y —4Xp — g)\p_l) <0.
Ainsi, on obtient I'inégalité
(r7) Y2 —y(dhp + Dpo1 +8Xp2) + 320 Ap2 + 16X 51252 < 0.
On pose :
h(p) =y — y(d\p + dhp_1 + 8Ap_2) + 320,52 + 16Xp_1)p—2
pour p € {2,...,d — 1}.
En dérivant la fonction h par rapport & p et en remplagant A par son
expression A\ = (k + 1)(d — k), on obtient
W(p) =8(d—2p+3)(4Ap +2Xp-1 —y) + 4(d — 2p — 1)(8)p—2 — 1)

+4(d—2p+1)(4Ap—2 — V).

d+1)?

(—+)—. Comme
2 : ' . cpip s d+3

y = 3(d + 1), le signe de h' est strictement positif si p > — est

e d—1 . . . .
strictement négatif si p < —— (P'entier d est impair et p est un entier

naturel). En calculant h (d; 1), h (d + 1) et h (fi_‘;__'_:i>’ on obtient

Pour k € {0, ...,d — 1}, la fonction A varie entre d et

2

h (ig—l) =16d? + 32d + 48, h (d%:”) = 24(d +1)2,
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h (‘-l;—l) = 56d? + 112d + 120.

d+1
Pour p € {2,...,d — 1}, le minimum de la fonction % est alors h (——;;—),

strictement positif, ce qui contredit I'inégalité (r7). Par conséquent,
(rs) Vps1 > 40V, pour p € {1,...,d - 1}.

En posant p = d dans la relation (r;) et p = d — 1 dans la relation (rg), on
obtient

16
Vi1 =y [Vd —4X4-1Va-1+ ‘?"')\d-lAd—2vd—2}

et
Va>4r4-1Vg4_1,

16
ce qui entraine que Va1 > —yAg_1A3-2V4_2, et que V4,1 est strictement
positif. Ainsi, on termine la preuve de la proposition 2.2.4.

2.3. Opérateurs d’ordre 3
On reprend les hypothéses de la fin du § 2.1. On remarque que tout
3

T i 2r—1 X
polynome de degré 3r peut s’écrire sous la forme (Z b; z’) + Y diz* (car
3=0 i=0
k est algébriquement clos). Sans perte de généralité, on écrira un opérateur
d’Airy L, de bidegré (3, 3r) sous la forme suivante

2r—1 )
dix'|, avecb, #0.

=0

-
L=08%+ad—- ij:cj +
j=0

2.3.1. PROPOSITION. — Quand r > 2, lopérateur L n’est divisible ¢
droite (resp. d gauche) par un opérateur d’ordre 1, que s’il existe s € N tel
2r—1 2r—1

que (s 17 (resp. "I (s 1) ) soit une racine cubique de l'unité.

Preuve. — Les facteurs déterminants sont donnés suivant le lemme 1.2.1
par [ Ri(z)dz, ot i=1,2,3, et

Ri(z) =&Y b2’ ,& € {1,5,52).

j=o
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On déduit de la proposition 2.1.1, qu’il existe 7 dans {1, 2, 3} tel que I’équa-
tion différentielle

LB (u) = (8° — 3R;0? + [3R? — 3R, + a)0 + 3R;R, —aR; - R”;

2r-1

- die')(w) =0,
j=o
posséde une solution polynéme. Soit s son degré. De I’identification du co-
efficient du terme de plus haut degré, on déduit que

d2'r—1
3b2(s+1)

Si l'opérateur L est divisible & gauche par un opérateur d’ordre 1 alors le
dual formel L¥ de L est divisible & droite par un opérateur d’ordre 1 et on
applique le résultat précédent.

= €2,

d2r—l
3b2(s+1)
Punité. Si I'opérateur L, considéré comme application linéaire de k[z]
dans kg42r—2[z], est de rang < s alors L est divisible & droite par un
opérateur d’ordre 1.

Remarque. — Soit s € N tel que soit une racine cubique de

2.3.2. COROLLAIRE. — Sir > 2 et dor_1 = 0 alors L est irréductible.

9.3.3. COROLLAIRE. — Un opérateur d’Airy de bidegré (3,3r), avec
r = 2, n’est pas totalement réductible.

Preuve.— Si L est totalement réductible alors de la proposition 2.3.1,

. . . “‘d2'r—-1 d2r—1
2 ’ N tels
on déduit qu’il existe s et s1 € els que (s + 1) e 352 (s1 + 1)

deux racines cubiques de 'unité, ce qui est absurde.
k]

soient

Pour r = 1, nous montrerons le résultat ci-dessous.

2.3.4. PROPOSITION. — Soit L = 8% + ad — (2% + bxr + ¢), a,b,c € C,
un opérateur totalement réductible. Alors, il existe s et s1 € N*, tels qu’en
posant n = —s; — s+ j(s — 2s1), (j = exp(2in/3)) et £ = n + 3s, le couple
(a/’ b) est égal a l'un des couples (77,5), (_77, _g)r (57 ?7); (—‘5’ _"7)) (.7771.725)
ou (—j€, —571).-

Preuve. — Comme plus haut, les facteurs déterminants de L sont donnés
par R; = &z, o & € {1,4,5%}. On suppose que 'opérateur L est réductible.
De la proposition 2.1.1, on déduit qu’il existe i tel que ’équation différentielle

L(0+Rq)(u) = (8% +36;w0 + (36222 + 3¢ +a)0+ (367 +a& —b)z—c)(u) =0,
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posséde une solution polynéme. Soit s son degré. L’identification du coeffi-
cient du terme de plus haut degré entraine

3(s+1)&8 =b—at;.
On a:
oubienb—a=3(s+1);
ou bien j(a+b)+a=3(s+1);
ou bien —j(a +b) —b=3(s+1).

Le dual formel L” de L étant réductible de facteur & droite d’ordre 1, il
existe alors s; € N tel que :

ou bien a — b =3(s1 +1) ;
ou bien j(a+b) +b=3(s1+1);
ou bien —j(a +b) —a = 3(s1 +1).

b—a=3(s+1)

et les transforma-
Jjla+b)+b=23(s1 +1)

La résolution du systéme {
tions
(a7 b) — ("'a7 _b)! (_b7 _a)’ (ba a’)) (javjzb)7 (_Jb7 —jza);
déterminent tous les cas possibles pour (a, b).

La conclusion de la proposition 2.3.4 conduit, en sens inverse, 4 la con-
struction suivante.

Ezemple. — L'opérateur L = 83 + (j + 1) — [z° + (2 + j)z] s’écrit
L = (8- jz)(+ (1 + j)x)(d — z) est donc un exemple d’opérateur de
bidegré (3,3) totalement réductible.

3. Classes d’équivalence

Comme au § 1, k désigne un corps algébriquement clos de caractéristique
zéro, K = k(z) le corps des fractions rationnelles & coefficients dans k qu’on

munit de la dérivation 9 = i, D = k[z,0] lalgébre de Weyl sur k et

Dk 'anneau K[0] des opérateurs différentiels & coefficients dans K. Soient,
par ailleurs, L; et Ly deux opérateurs d’Airy de bidegré respectif (n1, mq)
et (n2, mz), unitaires par rapport & 8 et W; = Dk /DgLi(i = 1,2) les
Dg-modules correspondants. Rappelons que L; est dit Dg-équivalent 3
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Lo si W; est isomorphe & Wy. En terme des matrices M; et M, associées
respectivement & Wy et Wh, cela veut dire qu’il existe, une matrice P dans
GL(n, K) telle que :

M = P—1M1P - P lop
ou encore, si Y est une solution de 8Y = MY que Z = PY est solution de
0Z = M1 Z. On dira que L, est formellement équivalent & Lo si Dg /DI~(L1
est isomorphe a DI? / 'DI?Lz, on K=k ((%) désigne le corps des séries

méromorphes formelles a coeflicients dans k& au voisinage de l'infini. C’est
une relation d’équivalence & priori plus faible que I’équivalence sur Dy .

3.1. Proposition

Si L, est formellement équivalent a Lo alors :
1) (n1,m1) = (ng, me) (cf. [Ka] proposition 4.2.11).

2) Simy = gni+r avec g > 1et 0 < r < ny, que L; — L2 est un opérateur
d’Airy de bidegré (f1, f2), vérifiant f; <ny —2 et fo <my — (¢ + 2).

3) Si my = gna, avec g > 1, alors L; — Ly est un opérateur d’Airy de
bidegré (f1, f2) vérifiant

fisni—2 et fo<my—(g+1).

Preuve.

1) Comme L; et L sont formellements équivalents, ils ont méme ordre
n) = ny et méme rang de Katz (¢f. [Be3], p. 229) :—11 = %23, d’ou m; = ma.

2) L’isomorphisme formel transforme une base de solutions de 'opérateur
Ly = 0" +al_;0™ ! + ..+ QL (z) sur K en une base de solutions de
Popérateur Lo = 0" + a2_,0"! + ... + Q2,(z) sur K. Ce qui entraine que
les équations Wronskiennes 8 + a}_, et 8 + a2_, des opérateurs L; et Lo
sont formellements équivalentes sur K. Donc, il existe u € K tel que

u’ 9
—u— = a,l-,'_l —Qp_1q € k.

7
. = u . N
Or, si u € K et — est constant alors u est une constante. Ceci entraine que

u
al_;=a%_jetord(Ly — L) <n—2.
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3) Si L; = P1(8) + QL,(z) est formellement équivalent & Ly = P2(8) +
Q2 (z) alors Ly et Ly ont les mémes facteurs déterminants. Soit H I'un
d’entre eux et soit R = H'. Du lemme 1.2.1 on déduit que

deg|(R" + a1 B+ Q@) — (R* +a} R + QL (@) <m—-T 1.
* L’égalité al_; = a2_, entraine alors

m

deg(@h(@) - Q4(@) sm— T - 1.

Si (f1, f2) désigne le bidegré de L; — Lo alors fo < m — o 1 0n termine

la preuve en remplacant simultanément, dans I'inégalité précédente, m par
m=gqn+r avecq >1et 0 <r <n, puis m par m = ¢gn, avec ¢ > 1.

Soit L = E ;0" + Qm(x) un opérateur d’Airy de bidegré (n, m). Pour

=1
étudier la classe d’équivalence de L, on peut se restreindre au cas n < m
(Proposition 1.3.2).

Si L et L' sont deux opérateurs unitaires équivalents alors L est formelle-
ment équivalent & L’. La proposition 3.1 entraine que les coefficients de o™!
dans L et L’ sont identiques. Donc, ’opérateur L est équivalent & I'opérateur

A
L' si et seulement si Popérateur L (8 - = 1) est équivalent a I’'opérateur

n

nan
ficient de 8™~ ! est nul.

Qn—
L (8 - -l ) On pourra supposer, sans perte de généralité, que le coef-

On traitera, dans les paragraphes suivants, 1’équivalence des opérateurs
sur K et on obtiendra des conditions nécessaires bien plus restrictives
qu’en 3.1.

3.2. Opérateur d’ordre 2

On écrira L sous la forme suivante :
m
, [Z b,-:v‘] .
i=0

3.2.1. THEOREME. — Soit L' = 0% — H,, un opérateur d’Airy Di-
équivalent a L. Alors :
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1) Si m est impair alors L' = L (voir [Ka], 4.3).

2) Sim = 2p est pair alors ou bien on a L' = L ou bien L' — L est
un polynéme de degré p — 1 dont le coefficient dominant est de la forme
£2(p + 8)vbm avec s € N.

Preuve.— On pose L = 82 — Q,,,. D’aprés le lemme 1.1.3, les opérateurs
L et L’ sont D-équivalents. Soient e (resp. f) la classe de 1 dans D/DL’
(resp. D/DL). C’est un générateur du D-module D/DL’ (resp. D/DL). Soit
¢ un ismorphisme de D/DL’ sur D/DL. On a :
{tp(e) = af + Bf avec a, B € k(z]
p(e') = (&' + BQm)f + (a+ B)f'

En écrivant que ¢ commute avec 8 puis que ¢ est un O-isomorphisme on

obtient )
(i) o' +26'Qm + BQm = a(Hm — Qm)
(I) 4 (i) B + 20 = B(Hm — Qm)
(i) &® +af — /B - FPQm =c€ k*
Inversement, s'il existe a et 3 dans k[z] vérifiant (J) alors ¢ est un isomor-
phisme de D-module et Popérateur L est équivalent a 'opérateur L.

On remarque que I’équation (iii) et ’équation (ii) entraine ’équation (i).
1l suffit pour cela de dériver les deux membres de 'équation (iii).

1) Si m est impair alors 8 = 0 et a? = ¢ € k* (d’aprés (iii)), par
conséquent ’équation (i) entraine que Hy, = Q.

2) Si m = 2p, p € N*, alors

si B = 0, on déduit de I’équation (iii), que a? = c € k* et l’équation (i)
entraine que Q,, = Hp,,

si B8 # 0, la relation (iii) entraine que a # 0 et d°a = d°( + p, et on déduit
alors de la relation (ii) que d°(Hm — Qm) =p—1.

En identifiant les coefficients des termes de plus haut degré dans (iii) et
(i), on obtient que le coefficient de zP~1 dans H,, — Qm est £2(p+ 8)vbp.

3.2.2. COROLLAIRE. — Soient L et L' deur opérateurs d’Airy unitaires
de bidegré (2,2) avec L = 8% — (a®z? +2abz + ), ot a, b,c€C, a #0, et
Re((b? — ¢)/a) € [-1,1]. Alors :

i) Quand Re ( b

L — L' = 2am, ot m est un entier rationnel.

c . .
) €] —1,1[, L est équivalent a L' si et seulement si
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b2 -c
ii) Quand =1, L est équivalent a L' si et seulement si L — L' =
2am, oum € Z.
b2 —C $ rmrd NI oar : ’
iii) Quand = ~1, L est équivalent & L' si et seulement si L—L' =

2am, ot m € Zxyp.

Preuve. — Si l'opérateur L’ est équivalent & 'opérateur L, sans lui étre
égal, le théoreme 3.2.1 entraine que L' — L = +2(1 + s) a avec s € N.
Inversement, si (b* — ¢)/a €] — 1,1 alors 'opérateur L + 2sa(s € Z) est
équivalent & ’opérateur L + 2(s + 1)a. En effet, les données o: = az + b et
B =1 (cf. preuve du théoréme 3.2.1) réalisent cet isomorphisme. On obtient
alors le résultat par itération.

Si (b2 —¢)/a = 1 alors 'opérateur L+ 2(1 + s)a est équivalent & L, mais
pas & L — 2(1 + s)a.

Si (b — c¢)/a = —1, la transformation de Fourier respecte P’équivalence
des opérateurs biunitaires (proposition 1.3.2) et change ’opérateur L en un
opérateur vérifiant la condition ii).

3.2.3. COROLLAIRE. — S0it L = P,(0) — Q2(z) un opérateur d’Airy de
bidegré (n,2),

1) Si Uopérateur L est autodual alors l’entier n est pair.

2) Sin = 4r + 2, avec r € N, alors l'opérateur L est autodual si et
seulement si P, (0) = P,(-0).

Preuve. — On peut supposer que le polyndme Q; est unitaire. Au besoin,
on multiplie L par une constante. On pose

n
L=Zai8i—a:2—b:c—c
i=1

D’aprés la proposition 1.3.2, les opérateurs L et L” sont équivalents si et

seulement si les opérateurs F(L) et F(L”) sont équivalents. En multipli-

ant les opérateurs F(L) et F(L”) par —1 et en remplagant 8 par 8 — g,

I’équivalence est maintenue. Ainsi
n . . b2 n . b2
8% - Z(—-l)’a,{c’ +c— T est équivalent & 52 — Zaix‘ +c— vy

i=1 i=1
Le théoreme 3.2.1, entraine que (—1)" =1 et n est pair.
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Sin = 4r + 2, avec r € N, alors ou bien le coefficient de z*" dans L — L”

est égal & £2(2r + s +1),/a,, ou bien Y (~1)fa;z* = ¥ a;z*. Le premier
i=1 i=1
cas est impossible car '
(=1)* a9, — agr = 0 # £2(2r + s + 1)\/ay,, d’olt P,(8) = Pn(-9).

Inversement, si P,(8) = P,(—8), I'opérateur L est autodual.

2r . 2r—1
3.2.4. COROLLAIRE.— Soit L= | 3 bia’ Z d;j09 —z? —br —c.
1=0 ]_
On suppose que l’opérateur L est autodual. Alors :
1) ou bien LY =L ;

2) ou bien boxy1 = 0 pour k = 0,...,r — 1 et il existe s € N tel que
dor_1 = :|:(2’I" + S)bz,-.

Preuve. — D’apres la preuve du corollaire 3.2.3, si 'opérateur L est au-
todual alors 'opérateur

2r )2 2ol o B2
- (Z(—l)‘biw') - Z (-1)Ydjz’ +c— i
i=o0 j=o

est équivalent & I’opérateur

2r ' 2 -1 b2
_ (Ebiaz') ~Sawe

i=o0
En vertu du théoréme 3.2.1 on a
soit Hy = Hs ;
soit (—1)*b; = b; pour i =0,...,2r et il existe s € N tel que

dor—1 — (—1)2T_1d21»_1 = £2(2r + S)bzr.
Ezemple. — Le deuxiéme cas du corollaire 3.2.4, peut effectivement se

produire. Ainsi, ’'opérateur L = 8 +2b,8% + 20 — 2% — ¢, avec by, c€ C et
b2 + ¢ # 0, est autodual. En effet,

(=F(L)) = 8% — [(z* +b,)? — 2z — b2 — d], et le morphisme de D-module ¥ :

D/D(-F(L)) — D/D(—F(L) — 4z), défini par ¥(1) = —(x? +bo)1 + 8, est
bien un isomorphisme.
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3.3. Opérateur d’ordre 3

3.3.1. THEOREME. — Soit L = 8% + a0 — (b323 + ex + f) ot a, b, e,
f €k et soit L' un opérateur d’Airy unitaire, Dy -équivalent & L. On a :

soit L' =L,
soit e = £b(a + 3£b), ot £ est une racine cubique de l'unité, f #0 et
L' =8+ (a + 3¢b)0 — (b32® + €baz + f),

soit L' est de la forme L' = 83 +d0 — (b3z® + rz +t) et il existe s € N,
s 2 2, et & racine cubique de l'unité, tels que

r—e=(d— a)tb+ 3s£2b°.

Preuve.— De la proposition 3.1 on déduit que le coefficient de 92 dans
L’ est nul et du lemme 1.1.3 on déduit que L et L’ sont D-équivalents.

On pose L' = 83 +d0 — H et Q(z) = b3z3 + ex + f. On désigne
par ¢ l'isomorphisme de D/DL’ sur D/DL. Soit g (resp. k) la classe de 1
dans D/DL’ (resp D/DL). C’est un générateur du D-module D/DL’ (resp
D/DL). En écrivant que ¢ commute avec 8, puis que ¢ est un O-isomorphisme,
on obtient :

©(9) = ah + Bh' +~vh",a, B et v € k[z]

o(g) = (&' +vQ)h + (a+ B —an)h’ + (B+7")R"
w(g") = [@"+(2Y'+B8)Q+YQ'Th+[2a/ +¥Q+8"—a(B+27) |1 +[a+28 —ay+~" k"
o(g") = o(Hg — dg') = Ho(g) - de(g"),
d’ou
i) Y+ (d-3a)+3c'+ 8"+ B(d—a)=vH - Q)

ii) 8" +37Q+27Q +3a” +a(d—a)+F'(d—3a) +ay(a—d) —3ay" =
B(H - Q)

iii) & +Q(36'+37"+(d—a)7)+Q'(37' +B) +71Q" +do’ = a(H - Q),
et 1.1.4 entraine
iv)
a o +1Q o+ (27 +8)Q ++Q’

det |8 f'+a—-ay B"+2a —2ay —aB+vQ| € k*
5y Y + 8 Y +268 +a—ay
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De la proposition 3.1 on déduit que soit deg(H — Q) < 1 soit H = Q.

L’équation iv) entraine que soit o est une constante non nulle et 8 =
v=0,

soit que d°a = 1, (3 est une constante non nulle et v =0,
soit d°a>2et d°f=d°a—1=d°y+1.
1°% cas : o est une constante non nulle.
Les équations i), ii) et iii) entrainent H = Q et d =a, d’ou: L; = L.
2° cas : d°a =1, ( est une constante non nulle et v = 0.
iii) entraine que d°(H - Q)=1,et que H=03z3+rx +s.

On peut supposer 8 = 1. En effet, (a, 8,7) et (Aa, A3, \vy), avec X € k*,
réalisent simultanément le méme isomorphisme. On pose H —Q = h;z+ hg,
o = a1 + a,, et f = 1. Les équations i), ii) et iii) entrainent que

h1a1 = 3b3
by = (d - a)au,
o = a—d

3

d’olt d — a = 3€b. Comme £ est une racine cubique de 'unité, on a
hy = —3€2b? et oy = —£b.
De méme, du systéme

ho = 3&bao
—Ebhg — 36202 =0
aphp = e — déb

on déduit que ho = 0, ap = 0 et e = £b(a + 3¢€b). L’équation iv) entraine
f#0.

3% cas:d°’a>2etd°B=d°a—1=d°v+ 1.
On pose s =d°a et H—Q = hyz + hg.
Les équations i), ii) et iii) entrainent que
h1 = (d — a)éb + 3s€2b%.
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Remarque. — A chaque isomorphisme ¢ de D/DL’ sur D/DL, on associe
un couple (s,£), ot s € N (le degré de @) et ¢ est une racine cubique de
Punité. Ainsi, dans le deuxi¢me cas du théoréme 3.3.1, & ¢ est associé (1, &)
et & ¢~ est associé (2,£;), (63 =1).

3.3.2. THEOREME. — Soient L un opérateur d’Airy de bidegré (3,m) et
L' un opérateur d’Airy unitaire équivalent ¢ L. On a :

i) 8i(3,m) =1 alors L' = L.
ii) Sim = 3r, avec r > 2, alors
soit L' =L ;

soit L— L' est un opérateur d’Airy de bidegré (1,2r — 1) et le coefficient
de 27~ dans L — L' est 3(s + 27‘)b§£3, ou s € N et by, est le coefficient de
z3" dans L.

Preuve.

i) 8i (3, m) = 1 alors I’équation iv) (cf. preuve du théoréme 3.3.1) en-
traine que a est une constante non nulle et 8 = v = 0. Les équations i), i)
et iii) entrainent que L’ = L.

ii) Si m = 3r, avec r > 2, on désigne par s le degré de a.
Sis=0alorsonaf=y=0et L=1L".

Si s # 0 alors de ’équation iv) on déduit que s > 2r et d°f =s—71 =
d°y +r, avec r > 2. L’équation i) entraine que d°(H — Q) = 2r — 1, et les
équations i), ii) et iii) entrainent que le coefficient de z%"~! dans H — Q
est donné par 3sb§£3, oll b, est le coefficient de z°" dans Q et b§{3 est une
racine cubique de b3,..

3.3.3. COROLLAIRE. — Pour tout entier m > 1, aucun opérateur d’Airy
de bidegré (3, m) n'est autodual.

Preuve. — Soit L = 8%+b0%+c0—Qum(z) un opérateur d’Airy de bidegré
(3,m).

On suppose que l'opérateur L est autodual. La proposition 3.1 entraine
que b = 0. Par conséquent on a L = 8% + ¢d — Q»(z). En notant par b,, le
coefficient du terme dominant dans Q,(z), qui est non nul, et en écrivant
(—L") = 83 + cd + Qm(z), on déduit du théoréme 3.3.2 que by, = by, ce
qui est absurde.
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Remarque. — Pour (n,m) = 1, on déduit du résultat de Katz ([Ka] 4.1.4)
qu’aucun opérateur d’Airy irréductible d’ordre impair n’est autodual.

(1
[Ka

[Ka2]
(K]
[Sa]
8]

(Y]
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