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PPCM de suites de polynomes

EDGARD BavENCOFFE(!)

RESUME. — On étudie ici la limite #(P), pour n tendant vers l'infini,
du rapport entre le degré du PPCM et le degré du produit des n premiers
termes de quelques suites P = (Pk(T)) de polynémes. On s’est intéressé
aux suites définies, pour w racine primitive m-iéme de 'unité, par Pi(T) =
T*" —a, Po(T) = T*™ 49—y et Py(T) = (THvmt1) - w)/(T" — w). Ce
probléme est lié a celui de la détermination de la limite du rapport entre
les logarithmes du PPCM et du produit des n premiers termes d'une suite
récurrente binaire.

ABSTRACT. — In this paper, we are interested in the limit »(P), when
n tends to infinity, of the quotient of the LCM and the product of
the n first terms in a sequence P = (Ph(T)) of polynomials. We give
this limit for the sequences defined by Pi(T) = T*® — w, P(T) =
(TH(nm+1) w)/(T" — w), and P(T) = Tkm+4d _ o where w is a m-
th primitiv root of unity. This problem is linked with this to determine
the limite of the quotient of the logarithm of LCM and product of the n
first terms of a binary recurrent sequence.

1. Introduction

P étant une suite (Pk(T) | k> no) de polyndmes unitaires et a coeffi-
cients dans €, on note respectivement II(n,T,P) et M(n, T, P) le produit
et le PPCM des polynémes (P (T) | no < k < n).

On se propose ici d%étudier le quotient r(n,P) du degré de M(n,T,P)
par le degré de II(n, T, P) et de montrer que pour certaines suites P, la suite
r(n,P) admet une limite r(P) lorsque n tend vers l'infini, et on donne la
valeur de celle-ci.

(1) Université de Caen, Dépt. de Mathématiques, Esplanade de la Paix, 14032 Caen
Cedex (France)
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Cette question est liée au probléme suivant : étant donnée une suite
U = (u(k) | k > ng) & valeurs dans Z*, on note respectivement II(n, U)
et M(n,U) le produit et le PPCM des nombres (]u(k)l |no <k <n),on
considére le quotient r(n, U) du logarithme de M(n, U) par le logarithme
de II(n, U), et on cherche sous quelles conditions la suite (r(n, U)) admet
une limite 7(U) lorsque n tend vers l'infini.

Il s’avére que si les suites U et P sont associées par la relation u(k) =
Qr(a,B), ot Qx(X,Y) est le polynéme homogéne associé Py(T) et ot
et 3 sont deux complexes tels que u(k) soit entier relatif non nul, alors pour
quelques suites P et sous réserve de quelques conditions imposées & a et 3,
les suites r(n, U) et r(n, P) convergent et ont méme limite.

Cette idée a €été utilisée par J.-P. Bézivin [5] pour démontrer que si o
et (3 sont les racines d’une équation du second degré & coefficients dans Z*
telle que a3 ne soit pas nul et telle que a/3 ne soit pas racine de Iunité,
alors pour tout entier m > 2 et pour les suites P et U définies par:

P(T) = T;_'ll , P=(P(TF |k>1)
mk __’Bmk
ulk) = == U= (u(b) k2 1),

on a:

expression dans laquelle on a posé :

Lm)= [ (1- %) cHm =Y Loe (D),

plm P
P premier d|lm

¢(m) = indicateur d’Euler de m.

Ce théoréme généralise des formules analogues obtenues par Matiyasevich
et Guy [1], Davis 2], Kiss et Matyas [3] et par Akiyama [4], et concernant la
suite définie par Fy =0, F; =1, F, ., = aF,i1 + bF,. Leurs résultats ont
été étendus aux quotients de nombres de Lehmer par James P. Jones et Peter
Kiss [6]. Dans tous les cas, les démonstrations sont de nature arithmétique.
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2. Remarques concernant le probléme général

Sans faire une étude compléte, on peut s’interroger sur le cas de poly-
noémes de la forme P(7™). Il est évident que la détermination du PPCM
M(N, T, P) repose essentiellement sur I’étude des racines communes a deux
termes de la suite P.

Si P(z") = P(zF) = 0, alors 2™ = « et 2* = (3 sont deux zéros de
P(T). Ceci conduit & définir une relation d’équivalence sur l’ensemble des
complexes en posant (a &= 3) < (il existe des entiers n et k, et un complexe
z tels que 2" = a et zk = 3). Le polynéme P(T) peut alors étre mis sous
la forme d’un produit de polynémes Q(T) tels que pour toute racine o de
Qi(T) et toute racine 8 de Q;(T) on ait (a =~ 3) © (¢ = j). Le PPCM des
P(T™) est alors le produit des PPCM des Q(T™).

Notons que, pour cette relation, une racine de I'unité est équivalente a,
et seulement 4, toutes les racines de 1'unité (ce qui conduit & s’intéresser a
des polynémes P(T') dont tous les zéros sont des racines de I'unité).

Notons aussi que si P(T) = T — u, et si P(T™) et P(T*) ont une racine

k

commune z, on a 2" = z*¥ = y = 27~ % = 1, Dans ce cas, u est racine de

I’unité. On en déduit que si P est la suite (7™ — u), et si u n’est pas racine
de 'unité, alors II(n,T,P) = M(n,T,P) et on a donc r(P) = 1.

3. Notations

Pour tous entiers n > 1 et m > 1, on pose :

(n,m) =PGCD netdem

nm

2tk
¢(n,s,m,T) = kI_]; (T - Exp( oy )) pour (s,m) =1
(k,nm)=1

k=s modm

¢n(T) = n-iéme polynéme cyclotomique

¢(n) = indicateur d’Euler de n

aum) = ] (I%), 2y(n)

pln
p premier (kn)=1

i
0
-
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4. Résultats

Dans ce qui suit, m est entier fixé > 1, w est la racine Exp(27i/m) de
Punité, et r est entier premier avec m.

THEOREME 1.— n et N étant des entiers > 1, la suite P étant définie
par la relation k > 1 = P(T) = T —w"™, ona:

N/a
M(N,T,P) = H I H ¢( s,m,T) (1)
(am) l(b‘"!,) 1 (bc) 1
ot le paramétre s est défini par abs = rmodm

6m Qq(nm)Qay(m)R3(n, m)
p(m)w?

r(P) = (2)

ol

Q3(n,m) = % , aveed=PGCD (k, %) .
kin

(a,m)=1

COROLLAIRE 1.— N ¢étant entier > 1, la suite P étant définte par la
relation k > 1= Po(T) =T* —w", on a :

m N/a
M(N,T,P) = H H¢c,smT (3)
(a, m) 1

ot le paramétre s est défini par as = rmodm

6m Q1 (m)Qy(m)
p(m)n?

r(P) =

(4)

THEOREME 2.— m étant > 2, N et d étant entiers > 1, g et r étant
entiers premiers avec m, q €tant tel que 1 < g < m, la suite P étant définie
par la relation k > 0 = Py(T) = (T4*m+9) _w™), ona :

M(N,T,P) = ﬁ H(z,a,s,m,T?), (5)

a=1
(a,m)=1
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ol

gs = armodm 1<s<m
ac = gmodm 1<e<m
_ Nm—(ac—yq)
= me
H(z,a,s,m,T) = HqS(a-l—bmsmT)
0<b<Lz

La condition ¢ < m pouvant étre supprimée, on a :

6mﬂl(m)ﬂg(m)
r(P) = 3 . (6)
p(m)w
COROLLAIRE 2.— Les notations étant celles du théoréme 2, m étant

égal a 3, 4 ou 6, q et r prenant en conséquence les valeurs1 etm—1, on a:

N - 1
M(N,T,P):H(Nq,r,mT)H( m+f+ ,m q,m—r,m,T)
m —_—
(7)
La limite r(P) donnée par (6) prend ici les valeurs suivantes :
m |3 | 4] 6
135 | 80 | 234 (8)
r(P) ry"]
1672 | 9x2 | 25 n2

THEOREME 3.— n et N étant entiers > 1, la suite P étant définie par

la relation k(nm1)
T nm —_ w"‘
k21=P(T) = — >

on a .

M(N,T,P) = II II II ¢(cB, 5,m,T) (9)

(a, m) 1 ,3|(nm+1) (c b)
ot les paramétres b, h et s sont définis par :

Bta=h=N/a
Bla=h=N/(a+m)
b=nm+1

abs = rmodm
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o(p) = TUIMEE D 3 5 2 (10)
a=13>2
o b3 = nm + 1
d=(b0)
k=a siBla

k=a+m stB|a.

COROLLAIRE 3.— N étant entier > 1, n étant > 2, la suite P étant
définie par la relation

Tkn -1
k >1 = Pk(T) = W ,
on a ;
N
MVTP) =[] I knsa(® (11)
din k=1
d<n (kvd):l
_6n2i(n)Q(n) _ 6H(n)
R(P) = (n=1)72 = (n—1)L(n)r? (12)
ol @
Q4(n) = L, avec d = PGCD [k, n
in kd ( k)

et ou L(n) et H(n) sont définis dans le théoréme cité dans l’introduction,
et donc r(P) = limite donnée dans [5].

5. Résultats préliminaires

LEMME 1.— Pour z > 1 et pour tous entiers naturels m et n, on a :
3mz?Qq(mn)e(d
Y pkm) = BN | 41084, (13)
k<z
(kn)=1

avec d = (m,n).
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Résultats utilisés

Ce lemme a été démontré par Mertens (théoréme 3.7 dans [7]) dans le cas
m = n = 1, par J.-P. Bézivin ([5], lemme 5) lorsque n > 1, par J.-P. Jones
et P. Kiss ([6], lemmes 6, 7, 8) lorsque m et n sont premiers entre eux.

Démonstration dans le cas ou (m,n) > 1

On procéde par récurrence sur le PGCD (m,n) et on utilise le lemme 8
de l’article de J.-P. Jones et P. Kiss [6]. On pose :

A(m,n,z) = Z o(km)
k<z
(k,n)=1

3mz? Q1 (mn)p(d)

B(m,n,z) = oy

+ O(z log )

avec d = (m,n).
Le lemme cité affirme que si d = 1, alors A(m, n,z) = B(m,n,x).

On suppose la relation démontrée pour (m,n) < d. Soit p un facteur
premier de d. On pose d = ép%, m = ap®™ et n = bpﬁ ol p ne divise pas le
produit §ab. Les nombres premiers avec b se partagent en nombres premiers
avec n et en nombres divisibles par p et premiers avec b :

A(m,b,z) = Z e(km) + Z ¢(kpm) = A(m,n,z) + A(pm, b, E)
k<z kp<lz P
(kmn)=1 (k,b)=1

A(m b, :c (m,b,:c)
p

A(m,n,w):B(m,b,m)—-B(pm,, ) et Q(mn) = Qq(mb) = Q3 (pmb)

T
p

3mz? Q1 (mn)p(6)

1
A(m,n,z) = T (1 - ;) + O(z logz).

Le résultat découle alors de 1’égalité

£- (59 ()
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LEMME 2.— Pour z > 1 et pour tous entiers naturels m et n premaiers
entre euz, on a :

3m2z2 Q{(m
> o(km+n) = —W—%(%;_) + 0(z log(z)). (14)
0<k<Lle
Démonstration

C(m,n,:c):z (km +n) = Z Z ud km+n)
k<z

k<z d|km+n

=¥ u(d)s d”)

d<mz+n
avec

S(d,z) Z (km +mn) et p(d) = fonction de Mébius.

k<z
d|(km+n)

On note que si (d,m) > 1, alors la condition (m,n) = 1 implique que
d {(km + n) et donc S(d,z) = 0. D’ou :

Clmma= Y HASE)

d
d<mz+n
(dm)=1

Apres des calculs sans grand intérét, on vérifie que si (d,m) =1, on a:

2

me 3me ma?
- _ < <
¥ > < 8(d,z) < 4 + (m + 2n)z
soit .
3 4
ls(d,w)~—";z <Mz, avecM:———m;_ n,

2
E—M ~ MzL(m,n,z) < C(m,n,z)
ma?K(m,n, )

C(m,n,z) < 5

+ MzL(m,n,z)
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avec

d
K(m,n,z) = Z % et L(m,n,z)= Z luii ) .
d<mz+n d<mz+n
(dym)=1 (dm)=1

Compte tenu de la relation

()@

p premier p
on obtient :
u _ 1
K(m,n,z) = Z ( >_ H (1-p 2)+O(;)
(d;m)=1 ptm
p premier
6 —an—1 1
=z Il 0= +o(3)
pim
p premier
_ 6mQy(m) 1
T W e(m) O<w> '
La conclusion résulte de :
mz+n 1
1< L(m,n,z) < Z ] <1+ log(mz + n)
d=1

m:czK(m,n,w) 3m2z? Q;(m)

2 T T em) 0(z)
2
C(m,n,z) — w < MzL(m,n,z) = O(zlogz).
LEMME 3.— a, b, ¢, m et s étant des entiers naturels tels que :
(1) (3’ m) =1,
(2) (am) = 1,

(3) ac = smodm,

(4) tous les diviseurs premiers de b divisent m ;
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w €tant la racine Exp(27i/m) de l'unité, ¢(n.s, m,T) étant le polynome

II ( ( 1l1l"' ))
1<k<nm

(knm)=1
k=smodm

on a ./
d(ab, s,m,T) = w* (¥, (TPwc). (15)

Démonstration

Compte tenu des conditions (1) et (4), la condition d’étre premier avec
abm est, pour les k qui sont congrus & s modulo m équivalente & (k, a) = 1.
D’autre part, on peut supposer que s satisfaita 1 < s <m:

st D)= 1 (70 (1))

keE

E:(k]lgkgabm, (k,a) =1, kEsmodm)
E=(k=s+maz+y)|0<z<b-1,0<y<a-1, (s +my, a) =1)

a—1 b-1 . )
¢(ab,s,m,T) = H H (T — Exp (M) Exp ( 27;“’ ))
y=0 z=0

abm
(s+my,a)=1
_ al:f T — Exp 27i(s + my)
iy am '
(s+my,a)=1

Soit d et g tels que dm =1 + agq

pl(s+my,a)=p| (d(s+my)), a) = p|(ds+y+yag, a)=p|(ds+v)
pl(ds+y,a)=>p|(ds+y+aqy, a) = p|(ds +dmy, a) = p| (s + my)
donc

(s+my,a)=1 & (ds+y,a)=1.

On pose y = u — ds et donc (s + my, a) =1 & (y,a) =1

a—1+ds )
d(abs,m,T) = [ (Tb Exp <2m(s s mu mds)))
u=ds

(u,a)=1
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3(1 — md) qs

=-—, g¢gs=gqgac=c(dm—1)= —cmodm
am m
Exp (Zm's(l - md)) — Exp (27ric) o
am m
a—1+ds .
2wiu
_ b _ ¢
¢(ab, s,m,T) = H <T w Exp( a )) :
u=ds
(uw,a)=1

Par changement d’indice © — v = umoda et 1 < v < a, on obtient

o(ab,s,m,T) = H (Tb — w° Exp (27::1))) — ww(a)d?a(wa_c) .

LEMME 4.— m et r étant premiers entre euz, w é€tant la racine
Exp(27i/y) de l’unité, pour tout entier n on a la relation :

T —w' = ﬁ ¢<g, s, m, T) , (16)
d=1

din
(d,m)=1

ou le paramétre s est défini par la congruence ds = r modm.

Démonstration

Ceci est une conséquence du lemme 3. Il existe des entiers a et b, uniques,
satisfaisant aux conditions (2) et (4) du lemme 3 et tels que n = ab. Les
diviseurs de n qui sont premiers avec m sont alors les diviseurs de a. Dés
lors, le paramétre ¢ qui intervient dans la relation (15) pour l'indice a/d est
défini par la congruence s = ac/d mod m, c’est-a-dire ac = ds = r mod m.
1l ne dépend donc pas du diviseur d. Il suffit ensuite d’appliquer la relation

classique 7% — 1 = [[ #4(T) ot d parcourt I’ensemble des diviseurs de a.

LEMME 5.— m et s étant premiers entre euz, le degré du polynéme
é(n,s,m,T) est égal & p(nm)/p(m).

Démonstration

Il existe des entiers a et b, uniques, satisfaisant aux conditions (2) et (4)
du lemme 3 et tels que n = ab. Le degré du polynéme ¢(n,s,m,T) est,
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compte tenu de la relation (15), égal & by(a). Les diviseurs premiers de bm
sont exactement ceux de m et on a donc ¢(bm) = byp(m). Dot :

¢(nm) = ¢(abm) = p(bm)p(a) = bp(m)p(a) = p(m) x deg(p(n, s, m,T)).

LEMME 6. — s et 53 €tant deuz entiers premiers avec m, les polyndémes
#(n1,81,m,T) et ¢(na,s3,m,T) sont soit premiers entre euz, soit iden-
tiques. L’identité a lieu si et seulement si ny = ny et s; = sy modm.

Démonstration

Si ¢(n1, $1,m,2) = ¢(n2, s3,m, 2), alors z est racine primitive mn;-iéme
et mny-ieme de ’unité, et donc ny = ny = n. Dans ce cas Exp(27i81 /) =
z™ = Exp(27i82/;) et donc s; = symodm, d’ou l'identité des deux
polynémes s’ils ne sont pas premiers entre eux.

6. Principe de la démonstration des théorémes

P étant la suite (Pk(T)), on écrit chaque polynéme sous forme de produit
de polynémes ¢(g,s,m,T) en utilisant le lemme 4. Le PPCM M(N,T,P)
est le produit des polynémes ¢(q, s, m,T) distincts qui apparaissent dans
ces produits car, d’aprés le lemme 6, ces polynémes sont premiers entre eux
ou identiques.

On détermine le degré de M(N,T,P) en utilisant le lemme 5. Une
estimation de la valeur asymptotique de ce degré lorsque N tend vers I'infini

est obtenue par application des lemmes 1 ou 2. On en déduit la valeur de la
limite r(P).

7. Démonstration du théoréeme 1

Construction de M(N,T,P)

Tk _ ot — I ¢>(%,s,m,T)
gk
(d,m)=1

ou le paramétre s est défini modulo m par la congruence ds = r mod m.
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Les polyndmes associés a (k,d) et (k’,d’) sont premiers entre eux sauf
s’ils sont identiques, ce qui se produit si et seulement si k'/d' = k/d et
s’ = smodm, ou s et s’ sont définis par d's’ = ds = rmod m.

Afin de faire apparaitre les couples (k,d) associés & un méme polyndme,
on fait intervenir la fraction irréductible ¢/b qui est égale a k/d. Les indices
k et d sont donc définis par k = ca et d = ba, o c et b sont premiers
entre eux. Le produit ca parcourt I’ensemble 1 & N. Le produit ba parcourt
I’ensemble des diviseurs de can qui sont premiers avec m. Ceci se traduit
par les conditions b | n, (b,m) =1 et (a,m) = 1.

Les polynomes identiques sont définis pour un méme couple (c,d) et pour
des coefficients a et a’ tels que ba = ba’ mod m. Le paramétre a est donc
défini modulo m.

En résumé, on obtient tous les polyndmes, et on les obtient une seule fois,
en posant k = ca, d = ba avec les conditions b | n, (bym) =1, (¢,b) = 1
1<a<m,1<ca<N.Doulexpression (1).

Limite r(P)

degré M(N,T,P) = Z Z Z M

a<m bjn  ¢<N/a (m)
(am)=1 (bm)=1 (be)=1

D’aprés le lemme 1 :

cmn 3mnaN2 Qq(mn)p(d)
Z ‘P( b ) - n2bad +O(Nlog V),
c<N/a
(eb)=1
avec mn
d = PGCD (Tb) = PGCD (’b—‘b) , car(bym)=1.
ImnN*Q
degré M(N,T,P) = mn—l(m") > o5 Z "(d) +0(Nlog N),
a<m
(a,m)=1 (bm) 1
ad=(2
oud = (b ,b) .

3mnN2 Q) (mn)Qa(m)Q3(n, m)

degré M(N,T,P) = T o(m)

+O(NlogN),
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avec

Qa(n,m) = LACI R PGCD(k, %) .

La conclusion résulte de cette estimation de degré M(N,T,P) et de

, nN?
degré II(N,T,P) = Z nk = — T O(N).
1<n<N

8. Démonstration du corollaire 1

Pour n = 1, la relation (1) se simplifie car I'indice b du second produit
prend uniquement la valeur 1, la condition sur ¢ d’étre premier avec b est
toujours vérifiée, et le parameétre s ne dépend que de a.

Quant & la relation (4), elle n’est que la traduction de (2) et de la
remarque que Q3(1,m) = 1.

9. Démonstration du théoréme 2

Construction de M(N,T,P)

Td(km+q) — ,wf’ — H¢(J) 8, m’ Td),

avec ) )
1<ieti|nm+gqet(i,m)=1
J est défini par ij = km + ¢
s est défini, modulo m, par is = rmodm.

La condition (i, m) = 1 est toujours satisfaite car (g, m) = Ll et i | (nm + q).
Le parameétre s, défini par gs = ijs = jrmodm et 1 < s < m, est associé a
J indépendamment de n car (g, m) = 1.

Si deux polynomes qb(j,s,m,Td) et ¢(j', s',m,T%) ont une racine com-
mune z, alors 2% est racine commune de é(7,8,m,T) et de ¢(5', 8", m, T).
D’aprés le lemme 6, ces polynémes sont alors identiques et 7 = j/, s =

s'mod m. Le PPCM M(N, T, P) est donc le produit des polynémes distincts
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#(j, 8, m, T%) qui apparaissent dans le développement des (Td(km+q) —w")
pour 1<k <N

M(N,T,P) = [] 6(j, s, m, T%),
i

avec .
{ s est défini, modulo m, par ¢s = jr mod m;

il existe k tel que L <k < Netj|(km+gq).

Les diviseurs j d’un nombre de la forme (km + g) sont premiers avec m.
Réciproquement, si j est un entier premier avec m, il est indice acceptable
dans ce produit si son plus petit multiple de la forme (km + g) est tel que
1<k<N.

Soit donc j > 1 et premier avec m. Cet entier s’écrit a + bm ou a et b
sont entiers, 1 < a < m, et (a, m) = 1. Il existe c unique tel que 1 < c < m,
et ac = gmod m. Le plus petit multiple de j qui soit de la forme km + ¢
avec k > 1 est ¢(a + bm). La seule condition est c(a + bm) < Nm + q. Le
parameétre s est défini modulo m par la congruence gs = j» = armod m.

D’ot D’expression de M(N,T,P) :

M(N,T,P) = [[ 6(a+bm, s, m, T%),
ab

avec
1<a<met(a,m)=1

¢ est défini par 1 < ¢ < m, ac = gmodm
0<betcla+bm)< Nm+gq
s est défini, modulo m, par ¢s = ar modm,

résultat qui se traduit immédiatement par la relation (5).
Limite r(P)

Dans D’expression (5) de M(N,T,P), le paramétre a est premier avec
m et il est donc de méme des paramétres (a + bm) qui interviennent
dans H(z,a,s,m,T). Une application immédiate du lemme 3 est que si
(n,m) = (s,m) = 1 alors le degré de ¢(n,s,m,T) est p(n). On déduit que :

(a,m)=1 = degié ¢(a +bm, s, m,T) = ¢(a+ bm)

= degré H(z,a,s,m,T) = Z e(a+bm).
0<b<z
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On applique le lemme 2. Compte tenu de ’expression (5), on obtient :

) _ i 3dm233291(m)
degré M(N,T,P) = ; o m) + 0(zlog(z))
(am)=1
avec
1<c<m, ac=qmodm
{ _Nm+q—ac
B me ’
] 3dN2m2Qi(m) <~ 1
degré M(N,T,P) = O(N log(N)) + o) 2:1 -
(am)=1

ou c est défini par 1 < ¢ < m, ac = gmodm.

a et c sont univoquement associés et tous deux parcourent ’ensemble des
nombres premiers avec m et inférieurs ou égaux a m

— 1 — 1
> 2= > = = Ma(m)
a=1 c=1
(a,m)=1 (e;m)=1
3dm?2Q; (m)Qy(m) N2

degré M(N,T,P) = O(N log(N)) .

w2p(m)

La conclusion résulte de cette estimation de degré M(N,T,P) et de

dmN?
degré II(N,T,P) = Z d(km +q) = m2 + O(N).
0<k<N

Supprimer la condition ¢ < m revient a une translation de l’indice % dans
la suite P et, donc, est sans incidence sur la valeur asymptotique du degré
de M(N,T,P) ou de (N, T, P).

10. Démonstration du corollaire 2

On se place dans le cas ou m = 3, 4 ou 6. Les nombres premiers avec m
et inférieurs & m sont 1 et m — 1. Les parameétres q, , a et ¢ du théoréme
2 prennent donc les valeurs :

a=q = <¢=1 s=r z=N
N-m+g+1

a=m—-q = c¢c=m—-1 s=m-7r z= —
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11. Démonstration du théoréme 3
Construction de M(N,T,P)

Tk(nm-l—l) —w" _ H ¢(qa s, m, T)

ky _
Q) = o Tl s.mT)

ol les paramétres g, s, ¢ et s’ sont définis par :

k 1

q:——(%_—) d|k(nm+1) (d,m)=1 ds=rmodm
k

q,:El' d|k (dm)=1 d's’=rmodm.

Dans chacun des produits, un méme polynéme ¢ n’apparait qu’une fois.
Si un polynéme ¢(q’,s’,m,T) apparait au dénominateur, il est associé a
un entier d' et il apparait au numérateur, comme polynéme ¢(q,s, m,T)
associé & d = d'(nm + 1) car pour cette valeur de d,ona g =¢, (d,m) =1
et s = s’ modm

QT* =[] ¢(g,8mT)
q€E(k)

k(nm +1)

E(k):(q'q]k(nm-{-l),d: ,(d,m):l,(nm+1)’(d>

s étant défini par 1 <s<m, ds =rmodm.

M(N,T,P) =[] ¢(g, 8, m,T) ot les couples (g, s) sont telsque 1 < s <m
et tels qu’il existe d et k satisfaisant a

{1§k§N, dg=k(nm+1), (dm)=1 (7.1)

(nm+1){d, ds=rmodm.

Ces conditions (7.1) étant satisfaites, il existe un et un seul quadruplet
(z,a,b,c) défini par :

{z:(d,k), k=cz, d=0bz (7.2)

=zmodm, 1<a<m.
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Ce quadruplet vérifie les relations :

1<a<m, (a,m)=1, a=zmodm
bl(nm+1), (nm+1){bzx (7.3)
(bye)=1, 1<cx<N.

Réciproquement, si (z,a,b,c) satisfait & (7.3), les éléments g, s, k et d
sont alors définis par (7.4) et ils satisfont aux conditions (7.3) :

abs=rmodm, 1<s<m

{ bg =c(nm +1 (7.4)

)s
k=czx, d=bz

Reste la question de l’unicité de ’occurence d’un couple (g,s). Deux
couples (b,c) et (b',c’) distincts définissent des valeurs g et ¢’ distinctes.
Pour un méme couple (b, c), et donc pour q fixé, des valeurs a et a’ distinctes
définissent des valeurs s et s’ distinctes. On obtient donc une et une seule
fois tous les couples valides (g, s) en prenant tous les triplets (a,b,c) pour
lesquels il existe un « tel que le quadruplet (a, b, c, z) satisfasse aux relations
(7.3) et en leur adjoignant un et un seul de ces éléments z. Notons que
(7.3) = b < nm. Soit donc un triplet (a,b,c) satisfaisant aux conditions
(7.5) extraites des conditions (7.3) et complétées par b < nm

{1§a§m, (a,m) =1 (7.5)

b|(nm+1), b<nm, (bc)=1.
Les conditions (7.3) seront satisfaites dés lors que (nm + 1) {bz et 1 < cz <
N.
On définit 3 par b3 = nm + 1. La condition que (nm + 1) ne divise pas
bz est équivalente & 3t z. Dou :

Bta =z =a convient

Bla=B1(a+m)car (a,m) =1 =z = a+ m convient.

Les couples (g,s) qui satisfont aux conditions (7.1) sont ceux qui sont
définis par (7.4), par les triplets (a,b,c) qui vérifient(7.5), par la valeur de
z qui vient d’étre obtenue, et par la condition (7.6) qui en découle :

B étant défini par b3 = (nm + 1)
siB{aalorsac< N (7.6)
sifBlaalorsc(a+m)<N.
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En résumé, le PPCM M (N, T, P) est le produit des ¢(g, s, m, T) tels que
bg = ¢(nm + 1) et abs = r mod m, les parametres a, b et c satisfaisant aux
relations (7.5) et (7.6).

Limite »(P)

Degré M(N, P,P) Z Z Z L ii:’)l)

1<a<m B8>2 1<c<h
(a,m)=1 B|(nm+1) (c,b)=1

ol les paramétres b et h sont définis par :

Bia=h=N/a
{6}a:¢h:N/(a+m)
b3=nm+1.

Avec ces définitions : d’apreés le lemme 1 :

Z o( cﬂm 36mh2 Q1 (Bmb)e(d)
B w2dp(m)

+ O(hlogh),
1<c<h
(e.b)=1

oud = (Bm,b) = (8,b) car (b,m) =1,
b8 =nm+1= (b3, m)=1= Q(Bmb) = Q;(m)Q(nm + 1)

{h:N/a ou N/(m + a) = Of(hlogh) = O(NlogN).

1<a<m

D’oti I’expression du degré de M (N, T, P) :

2
degré M(N,T,P) = M + O(Nlog N)
avec
62 (m) 2y (nm + 1) Be(d)
Zz 3 = 797
(n, m) ngp(m)‘;rz ; 5Z>2 k2d
B|(nm+1)
ou

k=a sifBfa

{bﬂ:nm+1 d=(b7p)
k=a+m si B a.
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La condition résulte de cette estimation de degré M(N,T,P) et de

nmN?2
degré I(N,T,P)= >  kam= 5— TO(N).
1<k<N

12. Démonstration du corollaire 3

Le corollaire est le théoréme 3 pour m = 1, avec le changement de
paramétre n — n — 1. On note que le paramétre a prend uniquement la
valeur a = 1, que 3 est diviseur de n et qu’il ne divise pas a = 1, qu’en
conséquence h est alors égal & N, que le para.métre b est défini par b3 = n,
que s =1 = 1, et enfin que ¢(k,1,1,T) = ¢ (T) pour tout entier k. D’on
Pexpression (11) du PPCM.

Quant a la relation (12), elle n’est que ’application de la relation (10)

aucas m — 1 et n — n — 1, On note que le paramétre a ne prend que la
valeur a = 1. D’ou :

r(P) = 69; - ?;2") Sy 2 k2d , (10)

a=18>2

ou

B3=n, d=(08), Bta=k=1.

On fait le changement d’indice 3 — k = m/8 pour obtenir la relation
(12). Enfin, pour établir ’identité avec la relation obtenue par J.-P. Bezivin
dans [5], il suffit de noter que si d est le PGCD des entiers z et y, alors

p(d)e(zy) = de(z)p(y)-

13. Remarques et questions ouvertes

Dans cette partie, on se propose de présenter le lien entre ’étude faite et
le probleme du PPCM de suites récurrentes binaires.

Soient a et b deux entiers relatifs, premiers entre eux, et les racines « et
B de I’équation ¢? = at + b. On suppose que a3 n’est pas nul, et que o/
n’est pas racine de 'unité. Soit U une suite d’éléments u(n) de Z* telle que
u(n + 2) = au(n + 1) + bu(n).
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Ces entiers s’crivent u(n) = c(a™ — wB") = cQ(a™, 8") ou Q(X,Y) =
X — wY est le polynéme homogéne associé & P(T) = T — w.

Notons que si w est une racine imaginaire de I’unité, alors w est égal a
+i, +j ou £j2 et a et 8 appartiennent 3 Z[w).

La connaissance du PPCM des polynémes P(T), ..., P(T") renseigne
en partie sur le PPCM des nombres u(1),..., u(n). On peut penser que la
spécialisation 7' — /8 modifie peu la situation et donc que le rapport entre
les degrés du PPCM et du produit des n premiers polynémes d’une part,
et le rapport entre les logarithmes du PPCM et du produit des n premiers
éléments de U d’autre part, convergeront en méme temps et vers la méme
limite (si elle existe) lorsque n tend vers Dinfini.

Notons qu’une modification finie de U est sans incidence pour ce pro-
bléme, et qu’on peut donc décaler les indices. Le terme w est donc défini a
un facteur o® /,Bk prés. Avec cette convention quant a la définition de w, et
compte tenu de 1’étude ici faite et de ’hypothése avancée quant au paral-
léle entre les suites de polynémes et les suites arithmétiques, les questions
suivantes se posent immédiatement.

1) Si w n’est pas racine de l'unité, a-t-on »(U) =17

Cette question est, & la connaissance de ’auteur, ouverte.

2) Siw = +1, a-t-on »(U) = 6/7%?

Réponse : oui (voir [1], [2], [3])

U est la suite de Fibonacci définie par :

a — g"
a—-08 "

u(n) =

3) Si w = —1, a-t-on #(U) = 8/x27
Réponse : oui (voir [5])

U est la suite de Lucas définie par :
u(n) = a™ + 8"

4) Si w = =i, +j, +j2, a-t-on pour r(U) les valeurs obtenues dans le

corollaire 17
80 135 234

9r2 ' 1672’ 2572

Dans un article en cours de rédaction, l’auteur a pu montrer que,
pour ces valeurs de w, pour o et 3 premiers entre eux dans Z[w]

- 167 -



Edgard Bavencoffe

et, pour les suites P étudiées dans cette note, la suite U définie
par u(k) = cP(e, () (ot c est un facteur tel que u(k) € Z*) vérifie
r(U) = r(P).

Ceci est en particulier vrai pour la suite U définie par u(n) =
c(a™ — wB™). Sous réserve d’une étude plus approfondie, il semble
que ceci puisse étre étendu i d’autres valeurs de w.

Notons que des suites P et U associées par u(n) = P,(z) peuvent étre
telles que 7(U) = r(P) sans que le logarithme de M (N, U) soit équivalent
au degré de M(N, T, P). Un exemple est donné par u(n) = ¢n(+1). L’étude
de la suite ¢,(z), pour ¢ € Z* et différent de +1, se heurte aux mémes
difficultés que celle de la suite o™ — wB™ lorsque w n’est pas racine de
I’unité.

Enfin, on peut signaler qu’il ne semble pas qu’il existe une étude du
probleme polynomial général et, en particulier, des suites définies par
pk(T) = P(T*). De méme, 1’étude de ce probléme dans le cas de plusieurs
variables permettrait d’aborder ’étude du PPCM de suites récurrentes de
longueur supérieure a 2.
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