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Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 1, 1990

Sur la convergence forte des moyennes
des opérateurs affines positifs

HassaN OukiLi(*)

RESUME. — Soient (Ti; 1 < i < k) k opérateurs affines positifs sur un
Banach de Riesz Réflexif B, tels que :

Vi;1<i<k, supllA(n,Ty)|| < +oo et supl|lA(n, T:)(0)]| < +o0
n n

ou A(n,T):%‘- :n;lon, VneN. Alors,
n;—-1 ng—1

1 m
a) pour tout f € B, ——— E E ™ 0---0T, ks converge
ny...ng

miq=0 my=0
fortement vers un point fixe de B, quand n1,...,n; — 4o (indépen-

damment).
b) Pensemble Fix(T}) + (I — T1)B est dense dans B.

On montre de méme la version continue de ce résultat.

ABSTRACT. — Let (T;; 1 < i < k) k positive affine operators in Reflexif
Banach Lattice B, such that :

Vi;1<i<k, sup|lA(n,Ti)[| <+oo and sup||A(n, T;)(0)|| < +oo
n n

where A(n,T): -11; "lrm WneN. Then,

m=0
1 ny—1 ng—1
m
a) for all f € B, ——— Z Z " o--- 0Ty ks converges
ny...ng
mq1=0 m=0
strongly to a fixed point in B, when nj,...,n; — +oo (indepen-

dently).
b) the set Fix(T1) + (I — T1)B is dense in B.

We prove the continuous parameter of this result.

() Département de Mathématiques, Faculté des Sciences de Fes, B.P. 1796, Atlas Fes

Maroc
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I. Introduction

Soit B un Banach de Riesz (Banach réticulé tel que |z| < |y| entraine
llz)l < llvll); BT désigne son céne positif et T un opérateur affine sur B (i.e.
T =S + a, S est un opérateur linéaire et a un élément fixé de B). Tous les
opérateurs affines seront supposés continus, dans ce cas, on a :

1T =15l = sup [ISF]l.
lifll<1

L’opérateur T est dit positif (resp. & moyennes bornées) si TB* C Bt
(resp. sup ||A(n, T)|| < +o0),
n

n—1
avec : A(n,T):%ZTm, VneN*.
=0

On montre, que tout opérateur linéaire positif est continu (voir Schaefer
(7).

Une famille I' = (T(t), t > 0) d’opérateurs affines définis sur B, est un
semi-groupe si :

T(t+s)=T{)oT(s) Vt,s>0.

Le semi-groupe I' est fortement continu (resp. fortement mesurable), si :
pour tout f élément de B, I’application :

t — T(t)f est continue (resp. mesurable);
on peut, dans ce cas, définir 'opérateur affine, noté A(a,T) par :
1 (e
A(e,T)f = E/ T(t)fdt, YVa>0,V feB.
0
Le semi-groupe I' est & moyennes bornées, si :

sup [|A(a, T)|| < +00.
a>0

Nous montrons, dans ce travail que, si (T3, 1 < ¢ < k) sont k opérateurs
affines positifs, & moyennes bornées sur B Banach de Riesz Réflexif et tels
que :

sup [A(n, T;)(0)|| < +oo, Vi, 1<i<k;
n
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Sur la convergence forte des moyennes des opérateurs affines positifs

alors, pour tout f € B,

1 ny—1 nE—1

nl—n; Z Z T{nko-'-OTl:nkf

m1=0 mp=0

converge fortement vers un point fixe de B quand nj,...,n; tendent
vers +00. le méme résultat sera démontré pour k semi-groupes fortement
mesurables d’opérateurs affines positifs.

I1. Théorémes tauberiens

Notation 2.1.— Soit k un entier strictement positif.
Pour u = (uy,...,ux) et v =(v1,...,v}) deux éléments de R’fl’,, on note :

k
jul = r[u, ¢ wev= L,
i=1

v < u (resp. v < u) signifie que v; < u; (resp. v; < u;) Vi, 1 < ¢ < k;
1=(1,...,1); (u+1)¥ = Hle(u,' +1)¥; u — oo (resp. u — 0) signifie que
u; — +oo (resp. u; - 0) Vi, 1 <i<k.

La technique utilisée dans la démonstration du théoréme 2.2 ci-dessous,

est inspirée de Karamatae (voir, Titchmarsh [8]).

THEOREME 2.2.— Soit (a(u) u € N¥) une famille d’éléments positifs
d’un Banach de Riesz B (resp. famille bornée d’éléments d’un Banach B
quelconque) telle que :

1) la série Z e—)"”a(v) existe pour tout \ € Rﬁ_ strictement positif.
veENF

2) lirl{l_fggte Al Z e Va(v) eziste.
Alors : 11m forte — Z a(v) eziste.
v<u

Démonstration. — On suppose, pour simplifier les calculs que k = 2. Soit
g la fonction définie sur l'intervalle [0, 1] par :

0 SiOS:cSl/e
g(z)=41

sinon,
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. . .. 1
posons pour u; entier strictement positif, A; = —; alors :
Ug

2
|'11_| Z a(v) = |A] Z Hg (e_’\‘”‘) e_)“'"‘a(v) .
v<u v=(v1,v2) 1=1

Par hypothése, soit :
(1) b= ,{l_.mo IA| zv: e~ a(v).

Nous allons montrer que :

@ Jm Y fIa(e—*-'"f)e—*""*a<v>=b[/01g(m)dz]2.

v=(v1,v) i=1

D’apres (1) :

B ()] )] -

v=(v1,v2)
_ b
T (n+1)(m+1)

pour tous n et m entiers naturels; ’égalité (2) est donc vérifiée, lorsque ¢
est remplacée par un polyndme.

~ Soit € > 0, il existe alors, une fonction h, continue sur l'intervalle [0, 1],
telle que :

1 €
g<h et /(;(h(x)—g(x))dxﬁg

(prendre par exemple, b une fonction affine sur Iintervalle [e™! — §, e71]
et égale & g ailleurs, § > 0 convenable).

Il existe donc un polynéme R, tel que |h(z) — R(z)| < €/3,Vz € [0, 1];
le polynome @ = R + €/3 vérifie donc :
1
g<Q et /0 (Q(z) — g(z)) dz < e.
Le méme procédé, donne un polynéme P tel que :

1
P<g et /‘;(g(x)—P(m)) dz <e.
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Sur la convergence forte des moyennes des opérateurs affines positifs

Cas out B est un Banach de Riesz et a(u) > 0.

Soient :

o= Y ﬁp(e-*ivf)e-*w-’a(v)-b[/Olp(x)dx]z

v=(v1,v7) =1

Yy =)l Z ﬁ g (e_’\‘v‘) e N%g(v) — b

=(U1 ,1)2) i=1

et Zy=p Y HQ(e”’\'”*) —*«wa(v)_b[/ Q(z)dxr.

v=(v1,v2) i=1

Alors Xy <Y, < Z,,VA>0.
Du fait que d’une part /P_mo 1 XAl = }_ﬁr—h 1Zxll =0,

et que d’autre part ||Y)|| < || X|| + [|Zx]| (car B est de Riesz),
nous en déduisons )l‘l_nh I¥YAll = 0.

Cas oi1 la famille (a(u), u € N?) est bornée dans un Banach B.

Soit M = sup{|la(u)|l, v € N2}. Pour € > 0, soient h et R comme
précédemment ; il est facile de voir que :

[h()h(y) - R@RW| < K'3, Vz,yel0,1]

ou K' = sup (h)+ sup |R(z)|.
0<z< 0<z<

Posons :

I)\|Z[H (7o) emiu - HR( ‘"')e_’\“”'] a(v)
|A|Z[H( '"‘)e_’\"”‘ Hh( -v-)e-*-'vf]a(v)

i=1

et J=

alors, d’une part I < MK’ (€/3) et 'on déduit que h vérifie 'égalité (2);
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d’autre part :
+o0o p+o00
J = Ml/\|/ / h(e~212) [h(e_’\zz) - g(e_)‘zz)} e~ (Mz+d2z) gz 4,
0 0
+o00 p+o0
+ M|\ / / g(e”\zz) [h(e"\lz) - g(e_)“z)] e~ Mztdez) 4o 4,
0 0
+o0
< MMy /1/)\ [h(e-’\”’) - g(e_’\zz)] e~ 2% dg +
2

+00
+ MM\ / [h(e"’\”") - g(e”\lx)] e M%dg ;
Uh

-z

avec le changement de variables Z = ¢ , on trouve :

et 2
J§2M/ h(:z:)dxnge,
0

ce qui acheve la démonstration du théoréme O

THEOREME 2.3.— Soit (a(u) u € NF) une famille d’un espace de
Banach B, telle que :

sup Za(v) <M (M>0);
ueNk U | | v<u
alors :
(3) =)l Z e 1)v ~————7a(v) eziste
et |[Ax| SM,VAreRF, A>0.
Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur la dimen-
sion k.
Si k =1; posons s(n) = Y 1 _oz(m),V n €N, alors la série définie par :

_z(m) om+1l s(m) n+l s(n)
Z (/\+1)m+1 =A Z A+1)mt2 m+1 + A+t n41

est normalement convergente et 'on a de plus :
Dafrcss
(A + 1)n+1
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Sur la convergence forte des moyennes des opérateurs affines positifs

Supposons que la propriété soit vraie pour k — 1; soit (a(u) u € N¥)
comme dans ’énoncé du théoréme; alors, pour chaque entier naturel n, la
famille (a(n,w) w € Nk"l) est & moyennes bornées, plus précisément :

Z a(nvw)

w<y

sup

<(2n+1)M,
veNk—l "UI

donc :

B(n,a) = |a| E (aainl)'li)-'_l existe et ||B(n,a)|| < (2n+1)M,
eNk -1
pour tout @ € R¥~1 a > 0 et tout n € N.
Nous allons montrer qu’en fait :

n-1

Z B(m,a)

m=0

(4) sup—l- <M, VaeRF1 a>0.
n N

En effet, posons Z(n,v) = ! a(m,v), Vv e NF~1 VneN;

m—O

d’une part, nous avons :

ey _Z(n,v)
X Bim e = ol 3 2

d’autre part :
Z Z(n,w) Z a(m,w)|| <nfv|M, VveNFT,
w<v (m,w)<(n,v)

il suffit donc d’appliquer I’hypothése de récurrence pour avoir (4)

Nous venons donc de montrer que la suite (B(n, a), n > 0) est telle que :

n-1

> B(m,a)

m=0

sup — <M, VaeRk_l,a>0;
n n

ce qui permet de conclure, d’aprés le 1°7cas : k = 1, que :

oo

0(7’ a) vy Z

n=0

B(n,a)

Gt existe et ||C(y,0)|| < M,

pour tout réel v > 0 et tout a« € R¥~1, a > 0. Ce qu’il fallait démontrer O
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Remarques 2.4

a) En posant dans (3) A\, = €®**, ¥V n, 1 < n < k, nous obtenons :

k

v

H( )lalz “*Ya(v), a=(ai,...,ag)>0,

donc lim Ay = lim |a| Z e~ *Ya(v) deés que I'une d’entre elles existe.
A—=0 a—0

b) Soit (an, n > 1) la suite définie par : a, = n(—1)", sa somme partielle
Sn =Y m—o am est telle que Sap, = n, S2nys = —n —1, donc :

<1l et Sn diverge,
n

pourtant :
(o o]
. n(—1)
lim A E
A0 (A+1)ntl 0
n=0
COROLLAIRE 2.5.— Sotent (T;, 1 < 1 < k) k opérateurs affines, &

moyennes bornées sur un Banach Réflexif B et tels que :

(5) sup |A(n, T)(O)]| < +00, Vi, 1<i<k.
neN

Alors, pour tout f élément de B, V(\;,T; ; 1 <i < k) f converge fortement
vers un point fize de B, quand Aq,..., A, tendent vers 0; avec :

) TV 0.--0T%
V()‘i,Ti§ 1S’Sk) I’\l Z (/\+1)v+1 .

Démeonstration. — Pour k = 1, soit T = T7; d’aprés la formule (5) et le
théoréme 2.3, nous avons :

sup [VIMT)f|| < +o V f€B,
A>0

ce qui entralne : sup |[V(A,T)|| < 400
A>0
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Sur la convergence forte des moyennes des opérateurs affines positifs
un calcul simple nous montre que :

lim [TV, T)f = VLTS = fim IV, T)S = VL T)f| =0.

Comme la famille (V(A,T)f, A > 0) est bornée dans le Banach réflexif
B, il en existe donc une suite (V(An,T)f, n > 0) qui converge faiblement
et par conséquent (d’apres le théoréme de Dotson [3]), V(A,T)f converge
fortement vers un point fixe de B quand A tend vers 0.

Les cas k = 2, ne présente aucune restriction, découle de l’'inégalité
suivante :

IV(A1,T1) o V(A2, T2)f = fill S IV(A1, T1) 0 V(A2, T2)f — V(A1, ) fall
+IV(A, Tu) f2 — Al
Vifi,;aeBetVA, A2>0.

Ezemple 2.6. — SiT = S +a, (a # 0), et S opérateur linéaire sur B tel
que :

ISl <1 alors sup|A(n,T)(0)| < +oo.
n

Gréace a 'opérateur de A. Brunel [1], H. Heinich [6] a donné une autre
démonstration au résultat 1) du corollaire 2.7 ci-dessous, dans le cas d’un
seul opérateur linéaire positif.

COROLLAIRE 2.7.— Soient (T;, 1 < i1 < k) k opérateurs affines d
moyennes bornées sur un Banach réflezif B; pour tout f élément de B,
A(n;,T; : 1 <1 < k) f converge fortement vers un point fize de B, quand
n1,...,n tendent vers +oo indépendamment, dans ’un des cas suivants :

1) chaque (T;, 1 <t < k) est positif et B est un Banach de Riesz,

2) chaque (T;, 1 < i < k) est d puissances bornées.

Dans les deuz cas, Uensemble Fix Ty + (I — T1)B est dense dans B.

Démonstration. — Notons T = T, alors T = S+a ou S est un opérateur
linéaire et a élément fixé de B.

2) est évident. Le corollaire 2.5 et le théoréme 2.2 montrent que pour
tout f € B, A(n;, T, 1 < i < k) f converge fortement, quand
ni,...,nk tendent vers +oo. Les relations : T" f = S f4 T~ 1q, ™(-f) =
—T"f + 2T la et T"(f 4+ g) = T"f + T"g ~ T"la, Vf, g € B,
Vn € N* nous donnent, d'une part, la convergence de A(n,T)f, pour
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tout f € B, donc 1) s’en déduit facilement; d’autre part : Fix T = Fix S+
et (I —-T)B = (I - S)B, avec b = limp—,00 A(n,T)a, ce qui entraine :

I'adhérence de FixT + (I — T')B est égale &
I'adhérence de FixS® (I - S)B+b—a=B.

Pour S, opérateur linéaire vérifiant le théoréme ergodique en moyenne,
nous avons toujours : Fix S @ (I — S)B = B (voir Y. Yosida [9]).

Le corollaire 2.7 est une généralisation d’un travail fait par R. Emilion [5].

Remarques 2.8
a) L’exemple suivant est dii & I. Assani :
sur R2, soit T 'opérateur non positif, défini par :

(0 4)r e = (0T

T est donc & moyennes bornées et pourtant, (1" z) /n ne converge pas.

b) Tout opérateur linéaire positif, & moyennes bornées sur un espace
normé de dimension finie est a puissances bornées
(i.e. supy, [|[T"|| < +00) voir Schaefer [7].

¢) Y. Derriennic et M Lin [2], ont construit sur £}(N), un opérateur
linéaire positif T, tel que sup,, ||A(n,T)|l1 < 3 et sup, ||[T"||1 = +oo.

II1. Cas continu

La démonstration du théoréme 3.1 ci-dessous est identique & celle du
théoréme 2.1. Dans la suite, on notera (]0, +oo[)* par G(k).

THEOREME 3.1. — Soit f une fonction mesurable positive (resp. bornée)
de G(k), dans un Banach de Riesz B (resp. Banach B quelconque), telle
que :

1) eV f(v) dv eziste, pour tout A € G(k).
G(k)
2) lim JA| e M f(v)dv eziste dans B.
A—=0 G(k)

(resp. A—o0)
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up
Alors : Jim Tl / / f(v)dv eziste et égale ¢ la limite de
(resp. u—s0) 0

la condition 2).

THEOREME 3.2.— Soit f une fonction continue de G(k) dans un
Banach B, & moyennes bornées i.e :

/ / f(v)dv

ot M est un réel > 0. Alors :

(6) sup
u>0

VO, £) = /G “ M) do esiste et VO, )] < M,

pour tout A € G(k).

Démonstration. — Par récurrence sur la dimension k. k =1 : pour tout
A réel strictement positif, posons :

1
fat)= [ fa)ds;
1/A
une intégration par parties nous donne :
A A
1) / e f(s)ds = eMfL(A) + A / e fa(s)ds, YA>0.
1/4 1/A
D’apres (6), nous avons :

“e_’\sz(s) nge_’\s—l—%e_’\s, VA, A, s>0;

ce qui montre (7), que lintégrale [;* e ~23f(s)ds existe, pour tout A > 0.
D’autre part :

”/\ /00 e"’\"f(s) ds
0

Supposons que ’hypothése de récurrence soit vraie pour k — 1 et soit f la
fonction donnée par 1’énoncé du théoréme; alors : V Ul,...,ug > 0,

u1 Uk _1 Up
/ / [/ f(vl,...,vk_l,vk)dvk] dop ... dvg_q
0 0 0

< Muy,.

oo — AM [®
<AM / se”Mds+ Tm 222 e Mds= M.
0 A—too A 0

1. Uk
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Fixons le réel up > 0 et soit h la fonction définie sur G(k — 1) par :
uk
h(v1,...,vk-1) =/0 f(v1,.. . vk-1,2)dz;

c’est une fonction continue sur G(k — 1), donc d’aprés I’hypothése de
récurrence : V a € G(k — 1),

V(a,h) = / e *Yh(vy,...,vp_1)dv existeet |V(a,h)|| < Muy;
G(k—1)
ou encore, par le théoréme de Fubini :

0 G(k-1)

Vu,>0etVaeGk-1);

< Muy,

la conclusion devient donc conséquence du 1* cas: k=10

Le lemme 3.3 ci-dessous, nous permet de supposer dans la suite que les
semi-groupes sont fortement continus.

LEMME 3.3.— Soit ' = (T(t), t > 0) un semi-groupe, fortement
mesurable d’opérateurs affines continus & valeurs dans un espace de Banach
B; alors le semi-groupe I’ est fortement continu sur lintervalle ouvert

10, +oo .

Démonstration. — Si Vit > 0, T(t) = S(t) + a(t), avec S(t) opérateur
linéaire continu sur B et a(t) € B; alors (S(t), t > 0) est un semi-
groupe fortement mesurable sur B, donc d’aprés le lemme VIIT 1.3 [4],
il est fortement continu sur ]0, +oo|.

COROLLAIRE 3.4.— Soient (Tj(t;),t; > 0, 1 < i < k) k semi-
groupes fortement continus d’opérateurs affines et & moyennes bornées sur
un Banach réflexif B et tels que :

®) sup [|4(a, T)(O)]| < +00, Vi, 1<i<k.
a>0

Alors, pour tout f € B : V(), f) converge fortement vers un point fize de
B, quand X tend vers 0; avec :

+oo 400
V(A f) = I)\I/O /0 e—’\'”T(vl) 0:-0 T(vg)fdvy...dvg.

pour tout X € R_’g_, A>0.
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Démonstration. — Nous traitons le cas unidimensionnel : k¥ = 1; pour
k quelconque > 2, la démonstration est semblable & celle du corollaire 2.5.
D’abord, I'hypothése (8) et le théoréme 3.2 entrainent que, pout tout f € B,
Popérateur affine V(J, -) ot :

+o00
VA f) = /\/ e M. T(t)fdf existe VA > 0et sup [lV(a, H)ll < 4+o0.
0 a>0

Donc, d’apres le principe de la borne uniforme et du fait que pour tout
t > 0, T(t) est affine, nous déduisons :

(9) su% lV(a, )| £ M < +oo.
a>

Pour terminer, il reste & montrer que, pour tout s > 0 :
lim [TV, ) =V, -l = 0.

En effet, soient A et s deux réels strictement positifs et f € B; puisque T(s)
est un opérateur affine continu, nous avons :

T)VNH-V(Af) =
[t =M N e oMt
—/\/0 T(s +1)f dt A/o T(4)f dt

s [T [ -x o

= e /0 e~ MT(t)f dt )\/0 e T(t)fdt—/\/o e~ MT(4)f dt
v [As O e s [T

_,\(e 1)/0 e~ MT()f dt — Ae /0 e~MT(t) f dt

= (e"s - 1) V(A f) — Aet /0 ) e MT(t) f dt

ce qui entraine, d’apres (9) et du fait que Ae*® Iy e~ MT(¢) dt” tend vers

0 quand A - 0:
lim IT(s)V(A, ) = V(A - )| = 0;

le théoréme de Dotson [3] est enfin applicable pour la famille (V (), f ), A>
0) qui est bornée dans le Banach réflexif B.
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COROLLAIRE 3.5. — Sotent (T;(t;), t; >0; 1 <1 < k) k semi-groupes
fortement continus d’opérateurs affines positifs et ¢ moyennes bornées sur
un Banach de Riesz réflexif B, tels que :

sup || A(a, T;)(0)]| < 400 ;
a>0
alors, pour tout f € B :

1 3 o
—/ / Ti(t1) o--- o Tp(tg)fdty ... dt
al...0E Jo 0

converge fortement vers un point fize de B, quand ay,...,a; tendent vers
+o00.
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