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Annales Faculté des Sciences de Toulouse

Uniformisation des variétés abéliennes

JEAN FRESNEL(Y) ET MARIUS VAN DER PuT(?

RESUME. — Soit Z une variété abélienne sur un corps valué complet k ayant
mauvaise réduction. Alors Z posséde une uniformisation Z ~ G/A dans la
catégorie des schémas formels sur ’anneau de valuation de k (ou bien dans
la catégorie des espaces analytiques rigides sur k). Le groupe algébrique G
est extension d’une variété abélienne ayant bonne réduction par un tore de
rang h et A ~ Z" est un sous-groupe discret de G. On se raméne au cas ol
Z est la Jacobienne d’une courbe algébrique C. La construction de G et A
utilise des faisceaux inversibles sur 2, le revétement universel de C dans la
catégorie des schémas formels sur I’anneau de valuation de k.

ABSTRACT.— An abelian variety Z over a complete valued field k, which
has a bad reduction, can be uniformized in the category of formal schemes
(or rigid analytic spaces) over the valuation ring of k. This means Z ~ G/A
where G is an algebraic group, namely an extension of an abelian variety
with good reduction by a torus of rank h, and where A ~ Z" is a discrete
subgroup of G. In the proof one reduces to the case where Z = the Jacobian
variety of a curve C. The construction of G and A uses line bundles on €2, the
universal covering of C in the category of formal schemes over the valuation
ring of k.

Introduction

Soient k un corps valué, complet (pour une valuation discréte), C
une courbe projective, géométriquement connexe, géométriquement non
singuliére sur k. La construction analytique rigide de l'uniformisation de
la Jacobienne Jac(C) de C est trés proche de la géométrie formelle. On
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explique ici ce que serait cette construction en termes de schéma formel sur
Panneau de valuation k° de k.

Quitte & changer k par une extension finie, on sait qu’il existe un
schéma C, projectif, plat sur k° tel que C ® k ~ C, que C ® k soit réduit,
que chaque composante irréductible de C ® k soit non singuliére et que les
seules singularités soient des points doubles ordinaires (appartenant & deux
composantes); k est le corps résiduel de k.

Soit C le schéma formel, complete de C le long de la fibre spec1a1e CQk.
Le revétement universel @ — C pour la topologie de Zariski de C®F est un
schéma formel, localement de type fini. Le graphe dual de ses composantes
est un arbre qui est le revétement universel du graphe dual des composantes
de C®%. Le groupe I' de ce revétement est un groupe libre & h générateurs
ol h est le nombre de Betti du graphe dual des composantes de C ® k; on
a alors T\ ~ C.

L’idée de base de notre construction est donnée par ce qui suit. Pour
chaque faisceau inversible £ € Pic’(C), il existe un faisceau inversible
(formel) M sur § tel que

(1) v*M =~ M pour tout v € T (T agit sur Q).
(ii) degré(M ® k|z) = 0, pour chaque composante irréductible Z de Q ® k.

En plus il existe une I' -action sur M ® k telle que le quotient T'\M ® k
soit isomorphe a L.

On construit alors un schéma formel A sur k° et un faisceau inversible
(formel) U sur  x A tel que

8
(1) AQFk =~ HJ ac(E,) ou 61,62, . ,6, sont les composantes irréductibles
i=1

de C ® k de genre strictement positif.

(2) pour chaque "point” a de A (ou plutét de A ® k) le faisceau inversible

U, sur Q possede les propriétés (i) et (ii), ci-dessus.

(3) U est universel pour les propriétés (i) et (ii).

Cette propriété universelle de I/ impliquera que A = AQ®k est une variété
abélienne sur k avec bonne réduction; plus précisément A sera le complété
formel d’un schéma abélien A’ sur k° qui a une bonne réduction A’ @ k.

Pour chaque ¥ € T le faisceau inversible v*U @ U~ sur  x A est
isomorphe a ¢;04 ol g2 : & x A — A est la projection et ou [0, ® k] €
PicO(A)t Soit T le tore algébrique déployé sur k de dimension h admettant un
groupe de caractéres X (T) isomorphe & I'55. Alors 'application 7 : X(T) —
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Pic’(A) défini par 7([7]) = [0, ®k] (ol [7] est 'image de v dans ') induit
une extension de groupes algébriques {1} = T — G — A — {1}.

A partir d’une structure de schéma formel T avec T ® k ~ T°" on peut
associer & G une structure de schéma formel G avec Gk ~ G*™. Le faisceau
U se remonte alors en un faisceau inversible (formel) V sur 2 X G et on peut
définir sur ¥V ® k une I' -action a de fagon que pour tout g € G,V, soit un
faisceau inversible sur 2 avec les propriétés (i), (ii) ci-dessus et « induit sur
Vy @ k une I -action; en plus (V, a) est universel pour ces propriétés.

Un quotient par I donne un faisceau inversible sur C x G donc sur
C x G dont les fibres en chaque point de G sont de degré zéro. La
propriété universelle de Jac(C') montre qu'il existe un morphisme analytique
f: G — Jac(C). On montre que f est localement un isomorphisme pour les
structures analytiques, que kerf = A ~ I'y; est un sous-groupe discret et
que G/A =~ Jac(C). Cela veut dire que f : G — Jac(C) est 'uniformisation
de la Jacobienne de C. Il est a remarquer que f : G — Jac(C) n’est pas un
morphisme de variétés algébriques bien que G et Jac(C) soient des variétés
algébriques; en effet sinon on aurait f(T) = {1}! L’uniformisation d’une
variété abélienne Z sur k se déduit de 'uniformisation d’une Jacobienne
d’une courbe C choisie de fagon que 'on ait un morphisme surjectif
Jac(C) — Z.

La démonstration qui est présentée ci-aprés utilise la géométrie analy-
tique rigide (formelle). Pour des raisons de simplification des démonstrations
nous supposons que le corps de base k est valué complet algébriquement clos.
Cela permettrait de montrer le théoréme fondamental (6.2) pour un corps
valué complet quelconque, quitte 3 faire une extension finie.

A notre connaissance il est deux endroits ou I'on a une démonstration
de 'uniformisation des variétés abéliennes. D’abord dans les cinq pages de
M. Raynaud [Ra] éditées en 1970 pour le congrés international de Nice; le
principe de la démonstration repose sur l'existence d’un modeéle de Néron
pour les variétés abéliennes sur un corps de valuation discréte. Ensuite il
y a la démonstration S. Bosch et W. Liitkebohmert [Bo, Lu,2] de 1984,
basée sur des techniques de géométrie analytique rigide. Le lecteur verra
sans peine que notre preuve utilise ici des idées sensiblement différentes.

1. Groupes de faisceaux inversibles formels

1.1 Faisceaux inversibles formels

Soient k un corps valué complet, k son corps résiduel, Z un k -espace
analytique formel, i.e. un k -espace analytique rigide muni d’une structure
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formelle définie par un recouvrement pur (ou formel), ([Ge, vd P}, [Fr,vdP, 1],
[Bo,2]), 7 : Z — Z la réduction associée, Z est un k -schéma réduit
localement de type fini. Un sous-ensemble de Z est appelé ouvert formel
s'il est de la forme r~1(U) ot U est ouvert de Z (pour la topologie de
Zariski); il y a sur r~1(U) une structure formelle induite.

Un faisceau formel cohérent sur Z est un r,0% -module sur Z qui est
localement de présentation finie (0% est le sous-faisceau de Oz des fonctions
dont la norme spectrale est bornée par 1). Un faisceau inversible formel £ sur
Z est un r,0% -module sur Z qui est localement isomorphe A r, 0Y%. On note
par LQk le faisceau inversible sur Z (comme espace analytique) associé a L
(si L(r~1(U)) = e-0%(r~Y(U)) on aura LOK(r~(U)) =e-Oz(r7}(V)) et
L(U) = e®1:05(U), ainsi L est un faisceau inversible sur Z (i.e. localement
isomorphe a O).

1.2 Le revétement analytique universel d’une courbe C; son
graphe

1.2.1 Soient (toujours) k un corps valué, complet, algébriquement clos,

C une courbe projective, connexe, non singuliére sur k. Alors C posséde

une réduction (analytique) r: C — C qui a les propriétés suivantes.

1) La variété algébrique C est réduite (c’est toujours le cas pour une
réduction analytique).

2) Les composantes irréductibles de C sont non-singuliéres.

3) Les seules singularités de C sont des points doubles ordinaires (par
lesquels passent deux composantes irréductibles).

4) Deux composantes irréductibles se coupent en au plus un point.

C’est une conséquence de lexistence d’une réduction stable (ou pré-

~ stable) de C ([vdP, 3], [Bo, Lu,1]).

1.2.2 Soit A* le graphe dual des composantes irréductibles de C,
i.e. que les arétes A} sont les points doubles de C, les sommets A} sont les
composantes irréductibles de C et I’aréte qui relie deux sommets correspond
au point d’intersection des composantes irréductibles.

Il suit de 1.2.1 que le graphe A* est connexe et combinatoire (i.e. toute
aréte a deux sommets et par deux sommets passe au plus une aréte).

On oriente (arbitrairement) les arétes de A*, si bien qu'on les écrit
sous la forme (a,b) ol a,b € Aj. On définit le Z -module des fonctions
alternées sur AT, noté A}Z, comme étant les applications de A} dans Z
telles que f(a,b) = —f(b,a). On note A{Z le Z -module des fonctions
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de A} dans Z et d* : A}Z — A§Z ’homomorphisme de Z -module
défini par (d*f)(a) = Z(a,b)eA; f(a,b). Alors on a kerd ~ Z* oti h est le
nombre de Betti de A*, kerd s’appelle le module des courants de A*; on a
imd* = {g € AJZ| ZaeA; g(a) = 0}, ici imd* est un facteur direct de AjZ,
de rang (cardAg) — 1. Si Tr(A*) est un arbre maximal de A* (i.e. un sous-
graphe maximal sans circuit), on a h = card(aretes de A*—Tr(A*)). De plus
le groupe T' := m;(A*) est un groupe libre (non abélien) & h générateurs.
1.2.3 1l existe un revétement analytique universel u : @ — C, Q
a une structure formelle et (donc) une réduction analytique R : Q — Q
telle que u : @ — C soit un morphisme formel (C est muni de la structure
formelle définie en 1.2.1), on a donc le diagramme commutatif suivant

Q% C

Rl L
Q% C

T

% : Q — C est le revétement universel de C (pour la topologie de Zariski).
Par ailleurs ' := 71 (A*) est le groupe du revétement analytique u : @ — C,
ainsi I' \ Q ~ C; de méme I est le groupe du revétement u:Q — C eton
a '\ Q ~ C. De facon un peu plus précise le revétement universel A de
A* est un arbre (infini), il a pour groupe I' := 7 (A*); on a I' \ A ~ A*;
A permet de construire € qui donne par relévement la construction de
([vdP, 3] prop. 1.5, page 35, [Ge, vdP], p. 149).

1.2.4 Tout comme en 1.2.2 on définit Ay, A1, ANeZ,AZ,d : NZ — AoZ.
Dans ce cas on a tmd = A¢Z.

1.3 Le Groupe A

Soient toujours C la courbe sur k définie en (1.2.1), u : & — C son
revétement analytique universel, r : C — C la réduction analytique de
C, R:Q — Qlaréduction analytique de @, %@ :Q — C le revétement
algébrique avec UoR = rou. Soit I' le groupe du revétement u : Q@ — C
(aussi@: Q@ — C).

Soient £ un faisceau inversible formel sur Q,£ := £ ® k. Soient Z une
composante irréductible de Q,Zd(Z) le faisceau cohérent d’idéaux radiciel
sur Q) tel que V(Zd(Z)) = Z; alors la notation L|z désigne le faisceau
L ® Og/Td(Z) sur Q et sur Z, on l'appelle la restriction de £ & Z.

1.3.1 Le groupe A

Soit A ’ensemble des classes d’isomorphie de faisceaux inversibles formels
L sur § satisfaisant aux propriétés i) et ii) suivantes :
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i) pour tout v € T, il existe un isomorphisme de v*L sur £,
ii) pour toute composante irréductible Z de © on a degré (Z| z)=0

Si L est un faisceau inversible formel sur Q satisfaisant i) et ii), on
désigne par [£] sa classe d’isomorphie. On définit sur A une loi interne
par [L4] - [£2] = [£1 ® L2). 11 est alors facile de vérifier que cela munit A
d’une structure de groupe commutatif.

1.3.2 La variété abélienne A sur &
Soient Cy,Cl,...,C, les composantes irréductibles de C de genre stric-
tement positif, Jac(C;) la variété abélienne sur k, Jacobienne de C; et 4 :=
S
HJ ac(C;). Ainsi 4 est aussi une variété abélienne sur k.
i=1
1.3.3 L’homomorphisme «

Soient Zy,2,,...,2, des composantes irréductibles de Q telles que @
induise un isomorphisme de Z; sur C; pour 1 < i < s.

Soit £ un faisceau inversible formel Q qui satisfait i) et ii) de 1.3.1,
alors L]z, peut étre considéré comme un faisceau inversible sur C; de
degré 0; donc la classe d’isomorphie de L)z, notée [Zl z;] est un élément
de Jac(C;). Cela permet de définir une application a : A — A par
a([C]) = ([ZI Z‘])1<i<s' Clairement a est un homomorphisme de groupe.

1.3.4 LEMME .— L’homomorphisme a: A — A est surjectif et on a
ker(a) = {[{] € A | L ~ Og}.

Démonstration. — ) Soit [L] € kera, on a donc £jz ~ Oz pour toute
composante irréductible Z de Q. Soit la suite exacte sur

~Z5 T[4 [T -0
d

zZ

ou H est le produit étendu & toutes les composantes irréductibles, H est le

z d
produit étendu & tous les points doubles; a est 'application diagonale et
est défini par (fz)z — (fz' = fz+)asi {d} = Z'NZ” et si d est orienté de Z”
vers Z' dans le graphe dual de 2. On a alors la suite exacte de cohomologie

0 B@,0) [[E°@.Z12)5 [[H @ Zla) — .
z d

~12-
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Le graphe dual de Q est un arbre, on conclut que B est surjectif et que
H°(Q,Z) = ke ol e engendre la fibre de L en tout point de 2. On a donc

B) Soit & = (&1,&,---,&s) € A. 1l existe un diviseur D; de degré 0 sur
C;; dont le support est dans C;, qui ne rencontre pas les points doubles de
C; et enfin tel que [Oa(Di)] =¢;,pour 1 <i<s.

3
Soient p € Usupport (D;) ¢ CetU(p) un ouvert affine de C et
=1
satisfaisant les propriétés 1) et 2) suivantes.

1) U(p)n (U support de D;) = {p}.
=1 .
2) 1l existe t(p) € O% (r‘l (U(p))) dont I'image t(p) dans Oz(U(p)) a un
unique zéro en p avec la multiplicité 1.
Soient n(p) la multiplicité de ) ; D; en p et M le faisceau inversible

formel sur C défini comme suit :

i) Mjs=R,0%.e,005=C — (U support de D;)
i=1
i) Mg = R.0OY e,
iii) sur les intersections correspondantes, les recollements sont donnés par
ep = t(p)n(p)'e, epi - (t(pi)n(p‘)-t(pj)_n(pj))epj
On a alors ([ﬂla])lsiss =¢.
Soit £ := u*M, alors on a bien [£] € A et a([L]) =¢. B
1.4 L’espace homogéne B sur A

1.4.1 L’espace homogéne B sur A
Soit B ’ensemble des classes d’isomorphie de faisceaux inversibles formels
L sur Q satisfaisant aux propriétés i) et ii) suivantes :

i) pour tout v € T, il existe un isomorphisme de v*£ sur £..

i) pour toute composante irréductible Z de Q on a degré(L,z) = genrede Z.

Clairement B est un A -ensemble homogéne sur lequel A opeére fidélement

par [L] * [M] := [L ® M]ou[L] € A,[M] € B.
1.4.2 L’espace algébrique homogéne B sur la variété abélienne A.

Soient C1,Cs,...C, les composantes irréductibles de C de genre stric-
tement positif, g; = genrede C;, Pic%(C;) la variété de Picard des “classes

- 13-
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de faisceaux inversibles de degré g; sur C;.” Clairement Pic%(C;) est une
variété algébrique homogene sur Jac(C;).

3
Soit B = HPicy‘ (C;), c’est donc une variété algébrique homogene sur
i=1
A (défini en 1.3.2).
1.4.3 L’homomorphisme b

Soient Z;,Z,...,Z, définis comme en 1.3.3, £ un faisceau inversible
formel sur Q qui satisfait i) et ii) de 1.4.1, alors Zl 7, peut étre considéré
comme un faisceau inversible sur C; de degré g;; donc la classe d’isomorphie
de Lz, notée [Lz,] est un élément de Pic%(C;).

Cela permet de définir une application b : B — B par b([L]) =
(I£,z:))1<i<s- Clairement on a b([£L ® M]) = a([£]) * b([M]) si [£] € A
et [M] € B.

144 LEMME .— L’epplication b : B — B est surjective. Soient
[£4],[£2] € B, alors on a b([L1]) = b([L2]) si et seulement 31 L, ®Z;1 ~ Og.

Démonstration.— C’est une conséquence immédiate de 1.3.4.
1.5 Le groupe G

1.5.1 La T -action sur un faisceau inversible formel

Soient I' le groupe du revétement analytique u : @ — C, £ un
faisceau inversible formel sur . Alors on dit que la famille (’6(7))761"
d’isomorphismes B(y) : Y*L @ k — L ® k est une I' -action sur L, si les
propriétés 1) et ii) suivantes sont satisfaites :

i) il existe (a(7))yer une famille d’isomorphismes a(y) : ¥y*£= L avec

a(m) o vi(a(r2)) = a(v2m) pour tout 71,72 € T
ii) il existe un homomorphisme c : I' — k* avec B(v) = c¢(v)a(y) pour tout

v€T.

Remarque 1.— Soient a, a' deux familles d’isomorphismes satisfaisant i);
alors il existe un homomorphisme d : T' — k%* tel que a(y) = d(y)o/(y) pour
tout v € T (en quelque sorte, la définition de S est presque indépendante
de a).

Remarque 2.— Si [£] € A, il existe alors une famille (a(7y)) er satisfai-
sant 1), parce que I’ est un groupe libre de type fini.

Remarque 3.— Une I' -action générale 8 sur £ ® k posséde la forme
B(7) = e(y¥)a(y) avec « satisfaisant 1.5.1 i), c(vy) € Oa(2)* et {y — c(7)}

- 14 -
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est un élément de H'(T', Of,). Dans le cas ot Og(Q)* = k* la condition 1.5.1
ii) est automatiquement satisfaite.

1.5.2 Le groupe G

Soit G I’ensemble des classes d’isomorphie des couples (£, ) avec les
propriétés suivantes : £ est un faisceau inversible formel sur Q avec degré
Z| z = 0 pour toute composante irréductible de ©, B est une I' -action sur
L (définie selon 1.5.1); enfin un isomorphisme de (L1, 1) sur (L3, ;) est
la donnée d’un isomorphisme § : L1 — Lo tel que § @1, : L1 @k = L3 Q@ k
soit compatible avec les I -actions respectives. On notera [(E, ﬂ)] la classe
d’isomorphie de (£, B).

On a une loi de groupe commutatif sur G définie par [(Ly, $1)].[(L2, B2)] :=
(L1 ® L2, b1 ® B2)].

1.5.3 L’homomorphisme =

L’application m : G — A définie par «[(L,3)] = [L] est un homomor-
phisme de groupe qui est surjectif de par la remarque 2 de 1.5.1; par ailleurs
on a

ker(m) = {[R,.(’)?,, B]| otr B parcourt toutes les T-actions de R*(’)?,}

. Il suit de cela et de 1.5.1 que ker(7)= Hom(T', k*).
Soit T le tore (déployé) sur k dont le groupe des caracteres est I'yp ; alors
on a T'(k) ~ ker(m); ce qui donne la suite exacte de groupes

{1} - T(k) - G— A - {1}.

1.5.4 L’homomorphisme ¢

1.5.4.1 Le quotient T'\ (£,8)® k

Le quotient T'\ (£,8) ® k est le faisceau inversible sur C' donné par
U— ((ﬁ@ k)(u=Y(U )))r ou U est un ouvert admissible de C et ot ’action
de I' sur (L ®k) (u}(U)) est prescrite par 8.

Par définition le sous-groupe G® de G est constitué des classes [(L, §)]
avec B(7) = a(y)e(y) et ¢ : T' — k. Si [(£,8)] € G° le quotient

M =T\ (L, B) est un faisceau inversible formel sur C et on a degréﬂ| z=0
pour toute composante irréductible Z de C.

1.5.4.2  PROPOSITION (et DEFINITION) . — Soit [(£, 8)] € G. Alors le
quotient '\(L, B)®Fk est un faisceaw inversible sur C de degré 0. Cela permet
de définir un homomorphisme ¢ : G — Jac(C) par ¢[(£,B8)] = T\ (L, 8) ®@ k.

- 15—
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Démonstration. — o) Soient £ un faisceau inversible formel sur Q, «
une famille d’isomorphismes a(y) : y*£ — L satisfaisant i) de 1.5.1. Alors
'\ (£,a) ® k est un faisceau inversible sur C de degré Y degré(Lz) ou Z
parcourt un systéme de représentants des composantes irréductibles de C.

Soient M := T \ (£,8) (c’est un faisceau inversible formel sur C),
M=MQeE. Alorson a

X(C,MQ@k)=X(C,M)et X(C,0¢) = X(C, Og),

ou X désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré.

Soit n : C' — T la normalisation de C, on a alors les suites exactes
0 05— 0z - F -0

0-M->MQnOc = F =0
On a donc X(C,n,05) — X(C,0g) = X(C, M @ n.05) — X(C, M).

Soient Cy,Cy,...,C; les composantes irréductibles de C, on a donc
X(C,n.0z) =3 _(1-9((Cy),

Comme X(C,0z)=X(C,0c) =1-g(C)
et
X(C,M) =X(C,M®k) =1—g(C)+ deg(M @ k),
cela montre bien a).

B) Soit ¢ € Hom(T', k*). Alors le faisceau inversible (R.0%,¢) ® k sur C
est de degré 0.

L’application d : Hom(T', k*) — Z définiepar d(c) = degré((R.0Y,¢c)® k)

est un homomorphisme. Comme k* est divisible, cela implique que im(d) =
{0}. Ce qui montre B)

7) Soit [(£,B)] € G, alors on a degré(T'\ (£,8) ® k) = 0.

En effet par 1.5.1 on a (£, ) = (£, a) @ (R0, c), il suit donc de a) et
B) que v) est satisfait, et donc aussi 1.5.4.2. 1§
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1.5.5. THEOREME .— Soit ¢ : G — Jac(C) ’homomorphisme défini
selon 1.5.4.2. Alors q est surjectif et ker(q) ~ gy 0t ' est toujours le groupe
du revétement u : Q — C.

Démonstration. — a) L’homomorphisme ¢ est surjectif.

Soit G' O G le groupe des classes d’isomorphie [(£,B)] ou L est un
faisceau inversible formel sur 2, 8 est comme dans 1.5.1 (i.e. on ne suppose
plus degréL|z = 0). On a donc canoniquement G'/G ~ A}Z (1.2.2).

On va montrer que I’homomorphisme ¢’ : G' — Pic(C) défini par
q' ([(L:, ,H)]) = [I‘ \(£,8)® k] est surjectif.
Comme Pic’(C) est divisible, cela va montrer que

(1) ¢: G — Pic®(C) est surjectif (on peut utiliser a) et B) de la démonstra-
tion de 1.5.4.1).

(2) L’application canonique H'(C,r,0%)%s H!(C,0%) = Pic(C) est un
isomorphisme parce que les composantes de C sont réguliéres et les points
singuliers sont des points doubles ordinaires ([Fr, vdP 2], proposition 9,
p. 59, corollaire 1, p. 79, [He, vdP)).

(3) L’homomorphisme H'(C,r,0%k*)2s HY(C,r,0%) est surjectif. Cela
résulte de la suite exacte

0 - r.OFk* - 1,0 >T—0

ou Z, = 0 si p est régulier et T, ~ Z sinon.

(4) La suite exacte
0— H'(C,r. 0% HY(T,r. 0%k HY(T,K) — 0
résulte de la suite exacte
0—-r,0f - r,O0Fk* - K -0

ou K est le faisceau de fibre [k*| ~ k*/k0*.

Soient maintenant L € Pic(C), L, avec ay(L1) = L, L, avec az(Le) =
Ly et C: T — k* un homomorphisme tel que I'image de C par H'(T', k*) —
HY(T, |k*|) soit égale & ag(Ls).

Alors il résulte que L ~ (L3 ®@ k) ® (T'\ (Rc03,¢) ® k) ott L3 est élément
de H'(C,r.0%). Ensuite u*L3 se trouve évidemment dans G' et donc
¢' : @' — Pic(C) est surjectif.
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B3) On a kerg ~ T'yy.

En particulier de (1) et (3) on a le diagramme commutatif suivant

!

G— G 4 + Pic(C)
pN r et
0—7T(C)— HYC,r.0%k*)% HY(C,r,08) — 0

1l résulte que kerq' ~ Z(C), et la suite exacte 0 — kerqg — ker¢"% G'/G. Par
ailleurs on a Z(C) ~ A}Zet G' /G = AYZ.

L’application § vérifie §([L, B)(Z) = degré Z| 7. Ensuite on peut montrer
qu’apres identification de kerg' & A}Z que é n’est autre que d* : ATZ — AJZ
(1.2.2). Soit (g,), € Z(C), son image canonique dans H*(C,r,O%k*) défini
par p'~! un faisceau inversible formel £ sur Q; de plus & (gp), correspond
g € AYZ défini par §(Z,2Z') = vp(A71gp|Z" You{p} = Z N Z', v, est la va-
luation en p sur Z', A € k* est tel que A™'g, soit de valeur absolue 1 sur
I'image réciproque par r d’un ouvert dense de Z' et (A~1g,|Z') désigne la
fonction rationnelle induite sur Z'. Alors on a d*(§)(Z) = deg L|z. Cela
montre que § = d* et ainsi que kerq ~ kerd* ~ T'y3. |

2. Le groupe analytique formel A

2.1 L’espace analytique formel F
2.1.1 Les ouverts affinoides C;

Soient toujours r : C — C la réduction analytique de la courbe C
(définie en 1.2.1), 61 , 52, ..., C , les composantes irréductibles de C de genre
strictement positif; on note g; le genre de —6i (onag=g1+g2+...+g,+h
ou g est le genre de C, h est le rang de [y, voir 1.2.3). Soient 6: I’affine
obtenu en 8tant & C; les points doubles de C (sur C)), Ci :== 7‘—1(6:), c’est
donc un ouvert affinoide de C dont la réduction canonique coincide avec r.

2.1.2 L’espace analytique formel F

Soit Y une variété algébrique (resp. un espace analytique), d > 1 un
entier, on note Y(# le quotient de Y'¢ par le groupe symétrique Sg qui agit
sur Y¢ par permutation des “coordonnées”.

La propriété universelle de la variété Pic(C,) (des classes de faisceaux
inversibles de degré ¢; sur C;) montre qu'’il existe un morphisme (surjectif)

—x(90) — — xl90)
Mt C: — Pic%(C,;); tout élément de C: s’identifie 2 un diviseur

~ 18 —
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D = z,+xz2+...+z,, dont I'image par p; est la classe du faisceau inversible

0z,(D).

Soit F,- Pouvert de —C—:(m constitué des diviseurs D = z; + T2+ ...+ 74,
de 6.‘ avec r; € 6:, qui sont non spéciaux, ainsi que D —d pour tout point
double d de C se trouvant sur C;. Alors la restriction de u; & F; est une
immersion ouverte ([Mi, 2], theorem 5.1, p.182).

Soientf::fl XFZ X ... X—F—S, poi= (U1, .-, ps), 1€

S
p:F — HPicg‘(Ei); alors la restriction de g a F est une immersion
i=1
ouverte de F' dans B.

-1
Soient F; := (r(g")) (F;) € €19 muni de la structure formelle induite

(r(-"") ;L) E(yi) est la réduction induite par r), et F':= Fy X F3 X...X Fy

muni de la structure formelle produit.
2.2 Le faisceau inversible formel £ sur C x F

Soit A’ le fermé analytique de C' x C{* x...x C9* constitué des éléments
”e . .
(Z,%11,+,T1gy, %21, T2ggs++-,Ts1,---,Tsg,) tels qu’il existe 7,j avec
z = z;j; alors A’ est un fermé de codimension 1.

Comme C x C{* x ... x C9* — C x C§gl) X ... x C¥) est fini surjectif,

I'image A de A’ est aussi un fermé analytique de codimension 1.

_*(ya )

—_ — (1)
On définit de méme le fermé (de Zariski) A de C' x C, U x...xC
qui est bien I'image de A par ’application induite par r.

k]

Soit J le faisceau cohérent d’idéaux (radiciels) de Ocx p des fonctions qui
s’annulent sur ANC x F. Soit J° := T NOY, r, alors J7° @ k est le faisceau
cohérent d’idéaux de Oz 7 des fonctions qui s’annulent sur ANC x F.

Comme F est régulier, ainsi que 6; u..u E’: , le faisceau J est inversible,
il suit que J° est un faisceau inversible formel sur C x F.

On définit alors £ par £ :=(J°)"! sur C x F.
2.3. Soient X = C x F, p, : X — F la projection sur la deuxiéme
composante, ¢ € F, X, := X xp Spm(k) (ot Spm k — F est défini par z),
on a X; ~ C. Alors £ induit sur X, un faisceau inversible formel, noté £,
et défini par £, := L ®og, .. k% (ot O%, 7 — kO est défini par z).

PROPOSITION (et DEFINITION) .— : Soit, z € F qui provient d’un point
(:tn,xlz,...,xlgl,l‘zl,...,ngz,...,d)sl,...,.’E‘,g,) € Ciql X ... X Cg’
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Alors le faisceau inversible £, ®k s’identifie au faisceau inversible Oc(D)
ot D est le diviseur Tt +Tig + T+ T2, +. st Tt Ty,
de C; de méme L, @ k s’identifie au faisceau m'uer.szble (’)-(D) ot D est

le diviseur r(z11) +... + r(21,9,) +7(T2gs) + .o+ 7(2s,) + ...+ 1(2s9s) de
C. Il suit de cela que u*L, est un élément de B (1.4.1); a.insi z — [u*L,]
définit une application s : F — B.

Cela induit le diagramme commutatsf

8

F — B
I b
F % B

Enfin s est une bijection de F sur b™! (u(?))

Démonstration. — Montrons que s est surjectif. Soit M € B avec
Mz] € ,u,(F )- On peut supposer que M5 ~ Oz,(¢n + qiz + .- + Gig;)

ou ¢;; € C et en plus i1 + giz + - - - + gig; est un diviseur non-spécial sur
Z;; on a ainsi dimpH° (Z;,M|3z,) = 1 dlm—Hl(Z,,Mlzl) =0.

On considére la suite exacte de faisceau sur Q

0 MM 2] M —0
zZ d

ou H est un produit pris sur les composantes irréductibles de Q, et H est
zZ d
un produit pris sur les points doubles de §2; en plus on a

(];[ Myz)(W) = IZI(}mZ(z nw))
et (1;[7\'4"|d)(W) = l'd[(md({d} n W)).

Le morphisme a est clair, 8 est défini par B((az)z) = (az, — az,)a ou
{d} = Z4 N Z!, et ol V'aréte d du graphe est orienté de Z; vers Z;.

On déduit de cela la suite exacte de cohomologie

0~ HO@3) ~ 122 #0) - 124, Ml

- Hl(sz M) - HHI(Z M,Z) - 0.
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Sachant que dim;HO(Z,mlz) = 1, que dimgH(Z, ﬂlz) = 0, que
HY%(Z, HIZ) — H(d, M|d) est surjectif (utiliser la définition de F;, 2.1.2)
et que le graphe de  est un arbre, il résulte que [ est surjectif et que
dimgker(8) = 1. Ainsi dimpH°(Q, M) = 1 et dimzH'(Q, M) = 0.

La technique des bases normales ([Bo, 1], [Ge, vdP]) peut étre utilisée ici
parce que y*M ~ M pour tout v € T, cela montre que H* (5, M)=0et
que H 0(5, M) = k°.e est un k° -module libre de rang 1. Pour une I" -action

quelconque sur M on a y*(e) = ¢(y)e ot ¢(y) € k°*, on peut donc choisir
Paction de ' de fagon que y*(e) =e.

Soit donc F le R,O%-module défini par la suite exacte
0> ROy e M—F =0

De ce que v*R, 0% - e ~ R,OY - ¢, il suit que v*F ~ F; cela montre aussi
que le support de F est discret.

Comme 0 — Og-e— M= F 50 est exact, on déduit que F, est un
k°-module libre fini et que rangoF, = dim;c—fp.

Facilement on a support ?IZ" ={¢i1, %1, -, g, }-

Soit p € Q, alors on a

(1) Y dimi(T\F @ k), = rangeFp = dimpF,
geC
r(g)=pmodl’

Posons D' = Z rang;o (I'\F)4.¢ que 'on peut considérer comme un point

geC
de F.
Comme la suite 0 — R,0%.e = u*Lp — F — 0 on a donc M ~ u*Lpr.
Cela prouve que s est surjectif. Comme D' = Zdimk ( M, ) .g, ol
C.OC)q

geC
e est “l'unique” base des sections globales de M (Z o veut dire qu’on
q

somme sur un systeme de représentants de Q modulo I'), il suit que s est
injectif. B
2.4 Le lemme clef

LEMME (clef) .— Soit V un espace analytique formel réduit, M un
faisceau inversible formel sur Q x V qui posséde les propriétés suivantes :
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1) v*M ~ M pour tout v € T (T agit sur la premiére composante de 2 X V.

2) Soit ps : @ XV — V la seconde projection, on note pour v € V, M, le
faisceau inversible formel sur Q induit par ce morphisme (voir 2.8). On
suppose que tout v € V, M, € B.

3) Avec les mémes notations, on suppose que pour tout ve V, —M; € u(ﬁ)
(voir 2.1.2).

Par 2.3, pour tout v € V, il existe un unique h(v) € F tel que
M, ~ s(h(v)). Alors Uapplication h: V — F est un morphisme analytique
formel. De plus il existe un faisceau inversible formel R sur V tel que

(1 x h)*u*L ~ M ® psR (L est le faisceau inversible formel sur C x F
défini en 2.2.)

Démonstration.— o) Montrons que h est un morphisme analytique for-
mel.

Comme le probléme est local (formel), on peut supposer que V est
affinoide formel.

Soit Z une composante irréductible de Q, N := —Ml 2 Considérant la
projection ¢ : Z xV — V, par 3), on a pour tout vevV, djm;Ho(Z, N) =1
et H'(Z,N) = 0. Il suit que R'q.N = 0 et que g est un faisceau

inversible sur V ([Mi, 1], théoréme 4.2, p. 108). Considérant l’action de T,
on peut donc recouvrir V par un nombre fini d’affinoides formels, de fagon
que pour tout Z, . soit trivial sur chacun.

On suppose donc maintenant que g, N est trivial sur V. Comme dans la
démonstration de 2.3, on considére la suite exacte de faisceaux sur  x V

0= M~ [[ Mz = [[Mlaxy — 0
zZ d

Pour des raisons analogues 3 ce qui préceéde, on peut (quitte & remplacer V
par un recouvrement affinoide formel) supposer que M|, 37 est un faisceau
inversible trivial, pour tout point double d.

On a donc la suite exacte de cohomologie

0 HQxV,M) = [[H(Z*xV, M%)
Z
= [[E (% V, Mlyy) — B @xV,M) =0
d
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Les HY(Z x V, M|, ), H(d x V,M|, ) sont des Og(V) -modules
Ebrfi de rang 1 et P’application canonique H°(Z x V, Hl ) — H(d %
V, M|, ) est un isomorphisme. En utilisant le méme argument qu’en 2.3,

on montre alors que HY(Q@xV, M) = 0 et que H'(QxV, M) est un OV(V)
-module libre de rang 1.

Tenant compte de l’acti_on I, la technique des bases_ normales permet
alors de montrer que H*(2 x V,M) = 0 et que H'(Q x V, M) est un
0%(V) -module libre de rang 1, disons engendré par e.

On peut définir une I' -action (a(7y))y du faisceau inversible formel M
de fagon que e soit invariant par cette action; cela montre alors que I'\ M
est un faisceau inversible formel sur C' X V qui posséde une section globale
(non nulle) toujours notée e. Le faisceau (I'\ M), est inversible, associé 3
un diviseur dont le support est dans UC; et dont la restriction & C; est de
degré g,.

On a donc degré(T\M), @ k = g1 +g2+... + g, = g—h (2.1.1) et
(C\M;l5, € mi(F,). ‘

Alors la propriété universelle de la variété algébrique Pic? *(C) (resp.
Pic?(C;)) montre qu’il existe un morphisme analytique f : V — Picd™*{C)
(resp. un morphisme algébrique

f:V- ﬁPicg‘(ai) ) avec

=1

f(v) = (C\M ® k)], F(v) = ((T\M);] 5, ))s-

Soit w : CU™H) — PicI=(C) le morphisme canonique (qui sur F coincide
avec D — (L ® k)p.) On sait que W = w(C9~") est un fermé algébrique
de Pic?"*(C), en plus il existe un ouvert (algébrique) dense contenant
F qui sur W définit un isomorphisme avec son image. Ainsi w induit un
isomorphisme ¢ : F' — w(F') et w(F) est un affinoide de W (isomorphe &
F). Par 2.3, pour tout v € V, il existe h(v) € F tel que M, ~ s(h(v));
comme on a f(V) C i(F), il suit que » =:~! o f est analytique. Par ailleurs
'isomorphisme M, =~ u*L(,) et 2.3 montrent que h est un morphisme
formel.

B) Soit & un faisceau inversible formel sur Q x V avec les propriétés
sutvantes

1) y*€ ~ & pour tout y €T
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2) Pour chaque v € V, le faisceau £, sur Q est isomorphe d R, OY,.

Alors il eziste un faisceau inversible formel &' sur V tel que € ~ p3€&'
(ot py : 2 XV — V est la seconde projection).

Pour montrer cela, il faut trouver un recouvrement admissible affinoide
(formel) {W;} tel que Elaxw, ~ R« ngwi i.e. quitte & “diminuer” V, nous
allons vérifier que £ ~ R,Ogxy (ol R:OxV o QxVestla réduction).

Supposons d’abord V affinoide formel. Soit D = Z{l_lz; (¢ =g +

g2 + ...+ gs) un élément de F' (2.1.2) tel que tous les T; € C soient tous
distincts. Soient G le faisceau inversible formel sur C' tel que G k = O¢(D)
et F le faisceau inversible formel défini par la suite exacte

(1) 0—-r0L—>G—F—0
Alors on a F, = 0 si ¢ ¢ {z1,22,...,24} et F, ~ k° sinon. La

démonstration de 2.3 assure que

(2) HY(Qu*G6Rk)~k et HY(Qu*G6®k)=0 et aussi que
HY(Q,u*G) ~ k° et HY(Q,u*G) = 0.

Alors (1) et (2) donnent facilement par la suite exacte de cohomologie que
(3) 0— HQ,R.O0%)SHY(Q,u*G)SHY(Q,u* F)SHY(Q,R.0%) — 0

ou 1ma = 0.

On considére maintenant la suite exacte sur Q x V.
(4) 0= €= £® (up1)'G — €8 (upr)"F = 0

(oup1 : @ xV — Q est la premiére projection).

Soient H = £®(up )*G, H = H®k, Z une composante irréductible de O
et @ = —77' zxv- Les hypotheses sur € et G montrent que dimzH %z, Q2-)=1
et H'(Z,Q-) = 0. Il suit de la méthode de démonstration de la partie a),
qu’apres avoir “diminuer” V, le

(5) Le O}(V) -module H (2 x V,'H) est libre de rang 1, engendré disons
pareet H{(Q x V,H) = 0.

De (3) on a la suite exacte

(6) 0— HYQxV,E)SH QX V,F® (up1)*G)
LHNQ X V,E® (upy)*F)
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Il suit de (3) que pour chaque v € V, on a b, = 0; comme V est réduit on
conclut que b = 0 et donc que a est un isomorphisme. Par (5) le O}(V)
-module H°(Q x V, £) est libre de rang 1 engendré par €’ avec a(e') = e. La
spécialisation en chaque v montre que e/, engendre &,; ainsi ¢’ engendre £
et on a bien &£ ~ ;{*ngv.

v) Comme (1 x h)*u*L ® M~ satisfait les hypotheses de 3), il existe
un faisceau inversible formel R sur Q®V avec (1xh)*u*LOM™ ~p3R. 1

2.5 L’espace analytique formel A

Soient M € B, s[M] : F — A lapplication définie par s[M](z) =
[u*L, ® M™1]. Soit s[M] : F — A lapplication définie comme suit : si
y € F avec u(y) = ([F1],...,[Fs,]) alors

sIM|(y) == (A ® M|_Z11]""’[’7:3 ® MI_ZI,]) ou Zy,Z,...,2Z, est un
systéme de représentants des composantes irréductibles de C de genre
strictement positif (2.1.1). Alors on a le diagramme commutatif suivant

avec s[M] et s[M)] injectifs et 1ms[M] = ¢~ (ims[M])
Py
(1) Ll
F ™M 3z

t
Soient [Mi],[Mz],...,[M/] € B tels que | Ju(F).b(M[']) = 4, s; =
=1 )
sMil,s; = s[M;], Ai = ims;. Alors on munit A; de la structure
analytique formelle induite par la bijection s; : F' — A;.
Il s’agit maintenant de montrer que A; N A; est un ouvert formel de
A; (resp. Aj) et que le recollement se fait par un isomorphisme analytique

(formel).
Soient F; := Si_l(A,' n A]'), F; = .Sj—l(A,' N A]‘), gij + Fi — F; la
bijection induite par le diagramme commutatif ci-aprés
F 25 4
U U
F, — A;n Aj
lgz’j ll
F; — A;NA;
n .. n
F ’ Aj
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Il faut donc prouver que g;; est un isomorphisme analytique (formel).

D’abord 4; N 4; = a‘l(imgi N im;j), donc F; (resp. Fj) est ouvert
formel de F, ce qui montre que A; N A; est ouvert formel de A; (resp. A4;).
Appliquons le lemme clef 2.4 au faisceau inversible formel u*LQ M @M j»
il suit que F;g—"’iF j <> F _est un morphisme analytique formel; le méme
procédé montre que F jl)F,- «— F est aussi un morphisme analytique
formel. Ainsi g;; : F; — F; est bien un isomorphisme formel.

Il résulte de cela que le recouvrement {4;, As,...,A;} de A, muni des
morphismes de recollement g;; définit sur A une structure d’espace ana-
lytique formel, que la réduction analytique (pour cette structure formelle)
n’est autre que a : A — A et que dans le diagramme (1) le morphisme s;
(resp. Et) est une immersion analytique ouverte formelle (resp. une immer-
sion ouverte).

2.6 Le groupe analytique formel A

2.6.1 Une premiére propriété universelle pour A

Soit V un espace analytique, réduit, formel, M un faisceau inversible
formel sur Q2 x V tel que

1) Y*M ~ M pour tout v € T' (T opére sur la premiére composante de
QxV)

2) pour tout v € V,ona[M, €A

Alors Uapplication ¢ : V — A induite par v — [M,] est un morphisme
analytique formel.

Démonstration. — D’abord {v € VK—M;[Zl yeon ,H;IZ.) € A,} est un ou-
vert de Zariski V; de V (on peut utiliser [Mi, 1], theorem 4.2, p 108); ainsi
son image réciproque V; est un ouvert formel de V. Il suffit donc de montrer
que ¢ : V; — A; est un morphisme analytique formel. Soit p: Q@ x V — Q
la premiére projection, alors M ® p*M; satisfait le lemme clef 2.4, ce qui
montre que ¢ : V; — A; est un morphisme analytique formel. |

Remarque.— Le résultat 2.6.1 veut aussi dire que A est un espace de
module grossier (“coarse moduli-space”) qui “paramétrise” les faisceaux
inversibles formels M sur  satisfaisant ¥*M ~ M pour tout v € T et
degré M|z = 0 pour toute composante irréductible Z de Q.

On verra en 4.1 que A est un espace de module fin (“fine moduli-space”).
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2.6.2 La loi de groupe A (1.3.1) est une loi de groupe analytique
formelle et a: A — A respecte ces lois.

Démonstration.— Il s’agit donc de montrer que la multiplication m :
Ax A — A est un morphisme analytique formel. Bien entendu le diagramme

commutatif m
AxA — A

axa l a
AxA 5 4
montre que m est formel.

Considérons la restriction de m a A; x A; et le faisceau inversible formel
¢ (w*L) ® (v L) @ M1 ® q3/\41Tl sur @ x A; x 4; ou q1(w, fi, f;) =
(w, £i), g2(w, fi, fj) = (w, f;) et gz(w, fi, fj) = w. Alors 2.6.1 appliqué a ce
faisceau montre bien que m : A; X A; — A est un morphisme analytique
formel.

Un procédé analogue montre que ’application, inverse d’un élément est
un automorphisme analytique formel de A. |}

3. Les groupes analytiques (formels) G, G°

3.1 Le faisceau inversible formel F[M] sur Q x A[M]

Soient L le faisceau inversible formel sur C' x F' défini en 2.2, (u x 1)*L
sur X F muni de la I" -action naturelle, [M] € B, a une I' -action sur
M satisfaisant 1.5.1, i), s[M] : F — A[M] la bijection définie en 2.5 et
FM] =1 xsM]I ™) ((ux 1)*LQpIM™1) (o p; : QX F — Qest la
premiére projection), enfin aaq est la I' -action induite sur F[M] par celle
de (u x 1)*L et a.

Pout tout a € A[M], on a [F[M],] = a et on peut normaliser F[M] en
un point wy € Q de fagon que F[M]y, soit trivial sur A[M].

Soient M;, M; € B, F[M;] (resp. F[M;]) la restriction de F[M;] (resp.
FIM;]) a 2 x (A[M;] N A[M;]) avec toujours F[M;]w, (resp. F[M;lw,)
trivial. Une utilisation judicieuse du lemme clef 2.4 montre qu’il existe
un faisceau inversible formel R;; sur A[M;] N A[M;] tel que FIM,] ~
FIM,) ® p§Rij (oh pa = 9 x (AIMi] N AIM,]) — ALM] N ALM] est
la deuxiéme projection). Comme F[M;]yw, et F[M jlwe sont triviaux sur
A[M;] N A[M;] il suit que R;j est trivial. Ainsi il existe un isomorphisme
pij 2 FIMi] — FM;].
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En général le diagramme, ci-aprés n’est pas commutatif
o FIM] E o F M)
aM'.(‘y)T TQM,'(“/)
Fim] = FiMy)
on a

am; () 0 @i = emi,m; ()Y (0i5) © ami (71);

M, m; (1) € O 4(Q x (AIM] N AIM;])) = O (AIM] 0 A[M;]).

L’élément caq;,m;(7y) ne dépend pas du chdix de l'isomorphisme ¢;; et
cmim; T o Top = X(T) = OY(A[M;]NA[M;]) est un homomorphisme.

3.2 Une structure formelle sur 7,T°

Soient toujours T' o~ G’,’n,k le tore (déployé) de dimension h, X(T) ~
Z" le groupe des caractéres de T (i.e. X(T) = Hom(T,Gm)). Soient
X1, Xe,..., X une base de X(T), w € k avec 0 < |r| < 1 et
Too s = 1t € T| 1"+ < (0] < |nl™, pour 1< i < h),
alors {Tn, ny,...nal(N1,. .., n0) € Z"} définit un recouvrement formel de T
et ainsi donc une structure analytique formelle de T'; bien entendu cette
structure n’est pas canonique, elle dépend du choix de X, &%,..., Xy et 7.

On note T° le tore affinoide de dimension A, il est donc isomorphe &
Spm(k < ti,ta,...,th,t70, 850, 851 >), et c’est aussi le sous-groupe
affinoide de T' défini par T° := {t € T| |Xi(t)] = L pour 1 < < h}.

3.3 Le faisceau inversible formel F'[M] sur @ x T x A[M)]

Soient p: @ x T x A[M] - Q x A[M], F'|M] := p* F[M]; on définit sur
F'[M] ® k une T' -action notée B par Bam(7) := [v].am(y) ol ar est la
" -action sur F'[M] induite par celle de F[M] (en 3.1) et [v] est I’élément

image de v dans 'y = X(T'), vu comme fonction analytique inversible sur
T, donc sur T x A[M)], donc sur @ x T' x A[M].

3.4 L’espace analytique formel G,G°
Soient M;, Ms,...,M; € B, définis en 2.5, F; := F'[M;], B =
Bm,, Ai:=A[M;], oi:TxA— Glapplication (t,a) — [fz{(t,a)’ﬁi(t,a)]

ol Bi(t,a) est la I' -action sur ff(t, a) induite par £;. Alors le diagramme
suivant est commutatif

TXA,‘ Ziy G

n s

A = 4
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et o; est injectif. En effet B¢ q) = [7](t)(@i)s o0 @; := anm; et (a;), est la
' -action induite par a; sur F[M;],).

Soit G; : G; = imo;, on le munit de la structure analytique formelle
induite par celle de T' x A;. Il s’agit maintenant de montrer que G; N G;
est un ouvert formel de G; (resp. G;) et que le recollement se fait par un
isomorphisme analytique. Cela se lit sur le diagramme commutatif suivant

T x A,' i, G,’

U U
TX(A,'ﬂAj) — G,‘ﬂGj

lhij ll
TX(A,'ﬂAj) — G,’ﬂGj

N n

T x Aj %4, G]‘

Il suit de 3.1 que hyj(t,a) = (fij(a)t,a) ot fij : A; N Aj — TO est le
morphisme tel que [y] o fi; = ¢;;(y) pour tout v € T, avec ¢;; = CM; M;
(3.1).

Cela définit sur G une structure d’espace analytique formel (qui n’est pas
canonique).

Si on pose G} := 0;(T° x A;), cela définit de la méme maniere sur G°
(1.5.4.1) une structure d’espace analytique formel (parce que fij(a) € T%)
et qui est canonique; de plus G° < G est une immersion ouverte (formelle).

3.5 Les groupes analytique formels G, G°

3.5.1 Il s’agit de montrer que la multiplication m : G x G — G (définie en
1.5.2) est un morphisme analytique formel.

Montrons que m : G; x G; — G est un morphisme analytique formel.
On sait qu’il existe un recouvrement formel {Wi}i de A; x A;j tel que
m(W;) C Ap(l) (par 2.6.2). Soit ((t,‘,a,'),(tj,a,j)) € (T x A;) x (T x Aj)
avec (a;,a;) € Wy, alors il suit de la définition de 0i,05,0,1) (3.4) qu’il
existe dijl (S T0 tel que m(a,‘(t,-,a,-),cfj(tj,aj))'z ap(l)(t,-tjd,-j,,aiaj), pour
tout ((ti,ai),(¢j,05)) € (T x Ai) x (T x Aj)et (a;,a;) € W, alors il
suit de la définition de 0,0;,0,1 (3.4) qu'il existe diji € T° tel que
m(ai(t,',ai),aj(tj,aj)) = ap(l)(titjdijl,aiaj), pour tout ((t,-,ai),(tj,aj)) €
(T X A,) X (T X AJ) et (ag,aj) ew,.

Cela montre bien que m est un morphisme analytique formel; la méme
méthode montre que I’application inverse d’un élément est un isomorphisme
analytique formel.
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Comme d;j; € T?, le sous-groupe G° est aussi un sous-groupe analytique
formel.

3.5.2 En particulier les morphismes suivants sont formels 7 : G — A4,

T:G" - A4 i:T < G i:T° < G° Alors on a le diagramme
commutatif induit par les réductions

1) — 1 4 ¢ I

L 1

1)y — T L G =

— 0
la
0

—_ —

—0 —0 - —
ou T =~ G:’ o G est un groupe algébrique sur k (A est une variété

abélienne), les morphismes z.', 7 sont algébriques et les suites horizontales
sont exactes.

3.5.3 Les homomorphismes ¢;; : X(T) — O%(4; N 4;) (3.1, 3.4) définissent
un homomorphisme 7 : X(T) — H'(A,0%); ce méme homomorphisme
(par les ¢;;) définit Pextension G° de A par T°.

4. La propriété universelle de A4,G,G°

4.1 Le faisceau universel formel &/ sur Q x A

Notation. Soient V un k -espace analytique formel réduit, py: QxV —
V la deuxiéme projection. Sur ’ensemble des faisceaux inversibles formels
sur  x V, la notation M; = M, désigne la relation d’équivalence entre
M et M4 définie par le fait qu'il existe un faisceau inversible formel R sur
V tel que M; ~ M, ® p5R.

THEOREME .— Sotent Q, A définis par 1.2.9, 2.5. Alors il existe sur
Q x A un faisceau inversible formel U qui posséde les propriétés suivantes

1) Pour tout v € I on a v*U = U(T agit sur la premiére composante de
/ P
QAxA)

(2) Pour touta € A, on a [Us] = a.

(8) Soient V un k -espace analytique formel, £ un faisceau inversible formel
sur X V qui posséde les propriétés sutvantes

1) Pour touty €T, on a y*E = €.
i) Pour toutv € V et pour chaque composante irréductible Z de Q, on a

degré Sle{;} =0.
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Alors il existe un unique morphisme formel f : V — A tel que (1x f)*U =
M.

(4) L’application q : G — Jac(C) (définie en 1.5.4.2) est un morphisme
analytique. Soit K le faisceau inversible (universel) sur C x Jac(C) avec
[Ky] = y, pour tout y € Jac(C), et normalisé en un point u(wo), avec
wo € R (1.e. Ky(wo) = Ogacc). Alors on a (u x ¢)*KL ~ (1 x 7)* Uk, et
done Y*(Lxm)*UQk ~ (1 xm)*UQk. En plus on a v*[(1 X7r) Ulaxge] ~
(1 x m)*Ulaxgeo]-

(5) L’application T — R avec v*U @ U™! =~ piR induit lapplication
i X(T) — HY(4,0%).

Remarque. — La propriété (3) veut dire que (U, x A) représente le
foncteur V. — P(V) ou P(V) est ’ensemble des faisceaux inversibles formels
sur 2 X V satisfaisant (i) et (ii), cet ensemble étant quotienté par la relation
d’équivalence “x”.

Démonstration. — On suit les notations de 3.1, on pose F; := F[M;], pi; :
lex(A'.nAj):-)]:inx(AinAj) Pisomomorphisme défini en 3.1, il suit de cela
que @y; 0 pj1 0 ;; donne un isomorphisme de F;lox(4;n Ajna4;)- Facilement
©1i © pj1 0 @;; correspond & un élément &;;; € OY(A; N A; N A4;) et ainsi
{&iji}iji € H*({Ai}, 0%). Si l'on peut montrer que le 2-cocycle {£;;1}:j1 est
trivial, cela permettra de changer ¢;; en %;; de fagon que 9y; 0 1pj; 0 ;5 soit
Iidentité sur A; N 4; N Ay, et par suite les F; se recolleront en un faisceau
inversible formel U sur § x A.

Soit K le faisceau inversible universel sur C x Jac C avec [Ky] = y pour
tout y € Jac C et Ky(w,) trivial (sur Jac C).

Soient toujours m : G — A la surjection F}' := (1 X n)*F;, on a

= (1 x 0;)*F]' (F] est défini par 3.3, 3.4), on peut donc reporter
sur " ® k la T’ -action 3; de F ® k. Ainsi T'\E" @ k est un faisceau
inversible sur C x G; avec degré ((I'\F}' @ k)y) = 0 pour tout g € G;. La
propriété universelle de K ([Bo, Lu, 2], prop. 1.1, p.258) assure qu’il existe
un morphisme analytique G; — Jac C, qui n’est autre que 'application ¢
et tel que (1 x ¢)*K ~ I'\F/ ® k. Cela montre que q : G — Jac C est un
morphisme analytique et que les faisceaux inversibles F!' ® k sur 2 x G; se
recollent en le faisceau inversible (u x ¢)*K.

Cela veut dire que le 2-cocycle {&;ji}iji est trivial comme élément de
H2({Q x Gi}i,0fxg)- Soient donc fij € Of,.c(Q x (Gi N G,)) avec
fizfifui = &iji. Comme &) ne dépend pas de Q on a la méme relation
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en remplagant f;; par g;; := fij(wo,-) € O(GiNG;). Comme G; ~ T x 4;,
on a la suite exacte

(1) = 0%(4;) = O%(G;) — X(T) — (0), ot X(T) est toujours le groupe
des caractéres de T. Si on note par §;; 'image de g;; dans X(T') on a donc
Xij + Xji+ Xii = 0 puisque g;;95191: € O%(AiNA; N Ap); on peut remplacer
gij par h,‘j € OZ(A,‘QAJ') de fagon a obtenir hi]‘hjzhu = 6,’]’: pour tout 7, 7, l.

Soient \;; € k* avec || = ||hijllaina;, alors on a Xjj.\jih € k%%,
comme le faisceau constant sur A (qui est irréductible) de fibre k%* est
flasque, on peut trouver u;; € k* avec |uij| = ||hij|laina; et pijpjpn = 1.

Alors ui_jl hij € OY(A; N A;) et trivialise le 2-cocycle {&iji}iji-

Ainsi on a bien un faisceau inversible formel & sur {2 x A qui recolle les F;
(sur @ x A;). De v*F; ~ F; on déduit que v*U = U et [(F;).] = a pour tout
a € A; implique [U,] = a pour tout a € A. Ensuite (3) se déduit aisément
du lemme clef 2.4.

On a bien (1 x m)*U @ k ~ (u X ¢)*K qui est le recollement des "' @ k
avec les I’ -actions B; (la T’ -action de (u x ¢)*K étant induite par u);
cela implique d’abord que v*(1 x #)*U ® k ~ (1 x 7)*U ® k, pour tout
v € T. La définition des §; (3.3, 3.4) montre bien que Si() est un isomor-
phisme de v*%"|gxgo sur %"laxge (04 GY = oi(T° x 4;)). Ainsi on a
7*[(1 X W)*UIngo] o~ (1 X W)*ulﬂxgo]. B

4.2 Le faisceau inversible formel V sur Q x G

COROLLAIRE .— Soient G muni de la structure analytique formelle
définie en 8.4, U défini en 4.1, V := (1 x 7)*U, (a(7))y la famille
d’isomorphismes a(y) : YV @ k — V @ k définie selon 3.8 (et avec
a(m) o ¥i(a(y2)) = a(y2m1) pour tout y1,7v2 € T'). Alors (V, ) satisfait
les propriétés sutvantes :

(1) Pour tout g € G et pour toute composante irréductible Z de Q, on a
degré(V ® kIZx{Z}) =0.

(2) Pour tout g € G, on a [Vg,ay] = g.

(8) Soient V un k -espace analytique formel, réduit, £ un faisceau inversible
formel sur Q X V' avec les propriétés et données suivantes :

(i) pour toute composante irréductible Z de Q et pour tout v € Vona

degré £ Q@ kle{_J} =0.
(i) pour tout vy € T, il eziste un faisceau inversible formel O, sur V avec
YEQET PO,y 0l pr: XV =V est la projection,
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(113) Il eziste une famille d’isomorphismes ((8(7))y avec 8(7) : O, @kSO,,.

Il eziste une famille d’isomorphismes. Bly))., définie par le diagramme
commutatif suivant

TERk — (E®K) ®p;(O, k)
B(Y) \ ll ® p36(7)
(EQk)RPIOy =EQ K

S1 ces propriétés (1), (4), (i41) sont satisfaites, il eziste un morphisme unique

f:V = G avec (1® f)*(V,a) ~ (€, B

4.3 Le faisceau inversible formel W sur C x G°

COROLLAIRE . — Soient G¥ le sousigroupe analytique formel de G défini
en 1.5.4.2, par 4.1 on sait quela T -action o sur VQk est ausst une I -action
sur Vlaxge  (V et a sont définis en 4.2). Alors W := T'\(V|gxgo, ) est
un faisceau inversible formel sur C x G® qui posséde les propriétés suivantes.

— — - =0
(1) Pour chaque composante irréductible C; de C et chaque g € G , on a
degré(W ® kla-x{Z}) =0.
(2) Sotent V un k -espace analytique formel, réduit, £ un faisceau inversible
formel sur C x V tel que degré £ ® klax{i} =0, pour tout v e V, alors il
eziste un morphisme formel unique f : V — G tel que € ~ (1 x f)*W.

4.4 La suite exacte (1)— A — G-5Jac(C) — (1)

t
PROPOSITION .— Sotent ¢ > 0 et G¢ := LJcr,-(Te x A;) avec
i=1

Te:={teT|(1+¢e)" <|X@®)| < (1+e¢), pour 1 < i < h}, selon les
notations de 8.2 (1 + ¢ € |k*|).
1) Soit & > 0 avec G* N A = {1}. Alors la restriction q : G' — Jac(C) est

une immersion ouverte.
2) Soit §: G/A — Jac(C) Visomorphisme de groupe induit par q (1.5.5).
Alors q est un isomorphisme analytique.

Démonstration. — Comme G° — G/A (pour G* N A = {1}) est par
définition de la structure de G/A une immersion ouverte, il suffit donc de
montrer 2).

Clairement ¢ : G/A — Jac(C) est un morphisme analytique, par [Gr,
Ge] il reste & montrer que g est localement bi-analytique. Comme ¢ est un
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isomorphisme de groupe il suffit de trouver un affinoide W de Jac(C) avec -

1 € W et un morphisme 3 : W — ¢~ }(W) réciproque de q.

Soient z1,z2,...,24 € C tels que ;1,;2,...,59 soient distincts et
ne correspondent pas a des points doubles de C et tels que I'image de
(z1,22,-.-,2¢') (¢’ = g1+ ...+ gs,9:i défini en 2.1) soit élément de F.

On peut choisir en z; un paramétre local ¢; de facon que les propriétés
suivantes soient satisfaites :

g
{z € C| |ti(z)] < 1} C r~(a;), 'application (y1,...,¥g) = [Z yi—z wi]

i=1 i=1

induit une immersion analytique ouverte de V = Spm k < t1,...,ty > (le
polydisque) dans Jac(C).
Soit K le faisceau inversible sur C' x Jac(C) (avec [K,] = 2z pour

z € Jac(C)), sa restriction & C x V' est de la forme £@F ol £ est un faisceau
inversible formel tel que degré(€ ® klz {F}) = 0 pour chaque composante
irréductible _C_'-,- de C et pour chaque & € V. Par 4.3 il existe un morphisme

formel f : V — G° C G/A, facilement on vérifie que f est un inverse local
deg. &

5. La variété abélienne A,
le groupe algébrique G

5.1 L’algébricité de A

THEOREME .— Le groupe analytigue A défini en 2.6 est une variété
abélienne.

Démonstration.— o) Un faisceau ample sur A. Soit P “la” polarisation
principale de JacC. D’aprés [Re, vdP], il existe un faisceau inversible formel
£ sur A tel ¢*P ~ n*(€ @ k). On veut montrer que £ est “la” polarisation

£

principale sur A = HJ a.c(ai).
=1
Si S est un groupe algébrique (resp. analytique) et M un faisceau
inversible sur S on note (M) le faisceau inversible sur S x S défini par
2(M)=m*MRpIMIQ@psM~oum: S5 xS — S est la multiplication
et p; : S xS — S sont les projections pour : =1, 2.
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Soit i¢ : C — Jac(C) le morphisme canonique défini par ic(z) =
[z — u(wp)] ot wo € Q (est fixé). Comme G est un revétement analytique
de Jac(C) et comme 2 est simplement connexe, on a un unique morphisme
i9:Q — Gavecicou=gqoiq.

C i@ JacC
g [
Q o G
AL
A

On sait que (ic X 1)*6,(P) est le faisceau inversible (universel) K sur
C x Jac(C) avec K{y(wo)}xiac(c) trivial et [Kcox(y)] = y pour tout y €
Jac(C) [M;i, 2]).

On déduit de 4.1 partie (4) et 4.2 que
(1) (AxT) Uk~ (1 xm) (1o x14)*602(EQK)

o~1‘179 = moiq; en plus on a Uqx(y) trivial, (79 X 14)*62(E)ax 1y trivial
et (1g X 1A)*92(£){wo}xA trivial.

Montrons que 7,9 est un morphisme formel. Il existe une structure
formelle sur §2 plus fine que celle initiale et telle que ig devienne un

N

morphisme formel. Soit § la réduction de € relative & cette structure
formelle, alors Ta igduit un morphisme de k-schéma ?Q : ﬁ — Aetona
un morphisme p : @ — Q surjectif. De plus on peut montrer que l'image
réciproque p l({:1:}) d’un point z € Q est soit un point, soit une réunion de

droites P L. Comme A est une variété abélienne on sait alors que ig(p~{z})

est un pomt ([Mi,1], corollary 3.8, p.107). Cela montre bien que Zn induit
une application de £ dans A et donc que ¢g est un morphisme formel (pour
la structure initiale sur Q).

Soit F le faisceau inversible formel sur  x A tel que

(2) U=~ (ia x1)*6,(€) ® F, on a donc Fox (1 trivial, (1 x 7)*F @ k
trivial, et F ® k{y,}xa trivial.

Soit A; un recouvrement formel de A tel que 77!(4;) ~ A; x T.
Alors (1 x m)*F ® klaxa:xT trivial implique F ® k|axa, trivial. Ainsi

F ® k définit un l-cocycle (c;j)ij sur le recouvrement {Q x A;}; avec
cij € OS*)XA(‘Q X (A,' n A]))
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(3) Soient ag € N; Ai et d;; défini par ¢;j(w,a) = cij(w, ag)d;j(w, a).

Comme A est irréductible on déduit facilement que leij(w, a)| =
|eij(w, ao)|, ainsi di; € OF; 4(2 x (4i N 4;)). Comme O{(Q) = k%, on a
dij € O%(AiNAj), de plus d;; est un 1-cocycle. Soit £, le faisceau inversible
formel sur A associé & ce 1-cocycle; par (3) on a donc F @ k ~ p3L ® k ou
p2 : 2 x A — A est la projection.

Soit G = F@p;L71, on a donc G @ k trivial et Ggx 1} trivial.

Alors le lemme ci-aprés montre que G est trivial. Ainsi F ~ p3L,,
or Flwe}xa = L2, ainsi (2) montre que Ly est trivial et ainsi Y ~
(20 x 1)*62(8).

Par construction de U/ on obtient que f = U ® k sur Q x A est encore le
faisceau universel pour un probléme de module analogue & celui de 4.1 et

on a par (3) U ~ (1g x 1)*62(€) ot ig =’{9
Dans € on choisit un fermé connexe (—Z-f qui contient Eo et qui est un

domaine fondamental pour P’action de T' (i.e. ﬁf contient exactement un

systéme de représentants des composantes irréductibles de C, et son graphe
est un arbre). Alors A s’identifie 3 la jacobienne de f

La restriction U lg «7 est le faisceau inversible universel associé a la
— f — —— —
Jacobienne de Q; et il est isomorphe & (if x 1)*62(&) si iy : Q; —» A

est la restriction de i—- a ﬁ .

Soit @ “la” polarisation principale sur A, alors on a (i 1f X 1)*62(Q) ~
(if x 1)*02(8) Cela implique que 6;(€ ® Q1) sur A X A est trivial sur
{a} x A avec a € im(is). Comme im(is) engendre le groupe A4, il suit que
82(£® Q1) est trivial sur chaque {a} x A pour a € A. Comme 6,(£® o1
est symétrique, on a aussi 85(€ ® Q1) trivial sur A x {a} et le théoréme
du balancement ([Mi, 1], corollary 5.2, p.109) montre que 6:(£® Q1) est
trivial. Il suit que EQ Q™! € cho(A) ([Mi, 1] p.118), comme Q est ample
([Mi, 2], p.186) il existe a € A tel que £R Q! ~ t*Q® Q7! ([Mi,1],
prop. 10.1, p. 119), cela montre que £ ~ t*Q, ainsi £ est une polarisation
principale de A.

B) Le groupe analytique A est une variété algébrique projective.

Comme £ est ample sur 4, on a E3n qui est trés ample pour n > 1 ([Mu],
p.163), ainsi H"(Z,E3") =0pouri>1letn >1,lak -algtbre gradude
D = ®.>0H(4, Esn) est engendré par H°(4, £3).

La technique des bases normales ([Bo, 1], [Ge, vdP]) montre que H°(A4, £°")
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est un k° -module libre de type fini et que H°(4, g ") = HO(4, £ @ k.
Soit la k° -algébre graduée B := €Bn>oH°(A &%), on adonc D =BQF.

Le faisceau £ définit un morphisme ¢ : A — Proj(B ® k), la k° -algébre
B définit sur Proj(B ® k) une structure _analytique formelle et ¢ est un
morphisme formel. Il donne en réduction ¢ : A Proj(B® ) k) = Proj(D);
ainsi ¢ est I'isomorphisme défini par le faisceau trés ample £. Cela montre
alors que ¢ est aussi un isomorphisme.

Ainsi A est une variété algébrique projective, donc aussi une variété

abélienne. §

LEMME . — Soit G un faisceau inversible formel sur Q x A tel que G @ k
soit trivial et que Gax{1} soit trivial. Alors G est trivial.

Démonstration. — Dire que G ® k est trivial, c’est aussi dire que G est
dans le noyau de I’homomorphisme canonique H'(Q x A, PO 1) —

HYQ x A,pu0%4) (0l p: O x A = Q x 4 est la réduction). On va
montrer que chaque élément de ce noyau provient d’un faisceau inversible
formel de Q. Et comme G lex{1} est trivial, cela montre que G est trivial.

On considére les deux suites exactes sur  x A :
1-— P*O?I*XA - P*k*O?Z*xA —-K—-1
1= puk*Ogl 4 — P«Oaxa — Z — 0,

K est le faisceau de fibre k*/k%* et Z sur 2 x 4 a le. support D X A ot D

est I’ensemble des points doubles de et Z| D €st le faisceau constant de
fibre Z.

La premiére suite montre aisément que I’homomorphisme
HY(Q x 4, p.0% 4) » H{(Q x 4, p+O%  4) est un isomorphisme.
La seconde suite donne la suite exacte
1— k* - OQXA(Q X A) — HO(Q X A Z) s d HI(Q X A,p*k*OQXA
= HY (2 x 4,0.08,4) — 0
Remplacons © x A par 2, on trouve aussi
15 k" — O05(Q) — H(Q, 2') » H'(Q, p,k*O%*) —» H'(Q, p.0}) — 0

Maintenant les trois premiers termes de ces suites exactes coincident,
alors il existe un faisceau inversible formel £; sur Q avec G ~ PiLy (ou
p1: 2 x A — Q est la projection) et £; ® k trivial. J
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5.2 L’algébricité de G

COROLLAIRE .— Le groupe analytique G défini en 8.5 est un groupe
algébrique et m : G — A est un morphisme algébrique.

Démonstration.—On a U ~ (:Q X 14)*62(&) (voir la démonstration de
5.1) et 7([7]) = (Y*U)QU | wox 4 (voir 4.1), on a aussi 7([7]) = a(y)*ERE?
ot a(y) € A est l'image de [y] par Tup = A C G5 A; par ailleurs
a(7)*€ ® £71 est élément de Pic’(A).

Une vérification immédiate montre que G est le groupe analytique asso-
cié au groupe algébrique extension de A par T correspondant & I’homomor-

phisme 7 : X(T) — Pic®(4). 1

6. Uniformisation des variétés abéliennes

6.1 Extension d’une variété abélienne par un tore

Soient A une variété abélienne avec bonne réduction r : A — A, T le
tore sur k de dimension h, X(T') son groupe des caractéres. On a donc
T = Spec(k[X(T)]) ~ Spec k[Z1, Z2, ..., Zn, 21y .., Z57%).

Soit T° := {t € T| |x(t)] = 1, pour tout x € X(T)} ~ Spm k <
Zl,...,Zh,Zl_l,...,Zh—1 > c’est un sous-groupe affinoide de T (muni de
sa structure analytique). Soient x1,X2,...,Xs une base de X(T), € >0
avec 1+e e[k, To={teT|(1+e) < (t) S1+e, 1<i<h).

On dit qu’'un groupe analytique G est extension de A par T, s’il existe
une suite exacte de morphismes analytiques

(1) = THEEA — (1),

ol ¢ est une immersion fermée et ou m se trivialise sur un recouvre-
ment formel de A. Cela veut dire qu’il existe un recouvrement formel
{U1,Us,...,Up} de A avec des isomorphismes f; : Y (U;)>U; x T qui
possédent les propriétés suivantes

(i) le diagramme suivant est commutatif pour 1 << n
Y (U) & U;xT

wl / Pr1
U;
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(ii) fjof7: (U;nU;)xT — (U;NU;)x T est de la forme (u,t) — (u, &ij(u)t),
o &ij : U; NUj — T° est un morphisme.

On définit alors G° := | £ (Ui x T°), G* = | £7 (Ui x T*) pour
=1 i=1
1+ ¢ € |k*|. Alors G° est un sous-groupe (quasi-compact) de G, il est ainsi
muni d’une structure formelle et on a la suite exacte ([Re, vdP], 1. 6.1)

(1)—)T0—>G0——>A—>(1)

De plus 7 : X(T) — H'(A,0%) défini par x — (x o &j)i; est un
homomorphisme, mieux 7 est & valeurs dans -Pic’(A%"). On peut mon-
trer que les extensions analytiques de A par T sont en bijection avec
Hom(X (T*™), Pic®(A*™)); comme le groupe des caractéres du tore algé-
brique T est le méme que le groupe des caractéres du tore analytique 7"
et comme Pic’(A) ~ Pic’(A%") (c’est GAGA,[Ko]), il suit que les exten-
sions analytiques de A*™ par T*" sont aussi les extensions algébriques de A
par T et en particulier le morphisme 7 est algébrique.

6.2 Le théoréme de Iuniformisation des variétés abéliennes

THEOREME .— Soit Z une variété abélienne. Alors il existe un groupe
algébriqgue G et un morphisme analytique surjectif u : G — Z avec les
propriétés sutvantes :

1) u: G — Z est le revétement analytique universel de Z; doncu:G — Z
est unique ¢ tsomorphisme prés.

2) On a une suite ezacte (algébrique)
1N)->T->G—-A-(1)
ot T est un tore, A une variété abélienne avec bonne réduction (T et A

sont uniques).

8) Il existe ¢ > 0 avec 1 + ¢ € |k*| et tel que ulge : G5 — Z soit une
immersion ouverte.

4) ker u est un sous-groupe discret, libre de rang égal & la dimension de T.

Démonstration.—Si u : G — Z est un revétement analytique, il devient
alors le revétement universel parce que G est simplement connexe (3.3,p-315

de [vdP,4]).

S’il existe une courbe C avec Z = Jac(C), le théoréme n’est autre que
2.5, 2.6, 3.4, 3.5.2, 4.1 (partie 4), 4.4, 5.1.
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Si Z est quelconque il existe une courbe C et un morphisme surjectif
p: Jac C — Z ([Mi, 2], theorem 10.1, p.198); soit Y la composante unité
de kery, alors il existe une isogénie p : Jac(C) — Y x Z ([Mi,1]; prop.
1.2.1, p.122). Il résulte alors des lemmes 1 et 2 ci-aprés que le théoréme est
satisfait pour Z.

LEMME 1 .— Soit ¢ : Y — Z une isogénie entre deuz k -variétés
abéliennes. S1Y satisfait le théoréme 6.2, alors il en est de méme de Z.

Démonstration.— On a donc un groupe algébrique G et u : G — Y un
revétement analytique universel et une suite exacte (1) = 7 — G5A — 0
ou T est un tore et A une variété abélienne, le tout satisfaisant les
conclusions du théoréme. Ainsi v induit un isomorphisme u : G®= u(G°) C
Y, soient Y0 = u(G%) et E = u~((kerp) NY°®) C G® C G. Alors E est un
schéma en groupes finis sur k et fermé dans G, posons Ey = ENT, E; =
n(E), on a aussi E; fermé dans A. Cela induit la suite de groupes algébriques

1-T/E, - G/E — A/E; — (1).

On sait que A/ E; est encore une variété abélienne avec bonne réduction. Le
noyau de X (T) — Og, (E;)* est un sous-groupe H de X(T) (le groupe des
caracteres de T') avec [X(T') : H] = rangde E;. En plus T/E; s’identifie &
Spec(k[H]) par l'injection k[H] — k[X(T)).

Ainsi G/E est extension d’une variété abélienne par un tore. Par ailleurs
u induit un morphisme injectif u; : G/E — Y/(kerp) N Y? qui est un
revétement analytique (universel); donc u; : G/E — Y/(kerp)NY? satisfait
les propriétés du théoréme.

On peut donc supposer maintenant que kergp N Y? = (0). Dans cette
situation on a ker(y o u)/keru =~ kerp, comme kery est fini, on a donc
ker(y o u) qui est discret, libre de rang la dimension de T et pou : G — Z
est bien un revétement analytique. Ce qui montre le lemme. §

LEMME 2 .— SoientY et Z deuz k -variétés abéliennes. SiY X Z satisfait
le théoréme, alors il en est de méme de Y et de Z.

Démonstration. — Soient G un groupe algébrique et u: G - Y X Z un
revétement universel et une suite exacte (1) = T — G54 — 0 ou T est un
tore. Soient p1,p2 les endomorphismes de Y x Z projection respectivement
sur ¥ x {1}7{1} x Z. Alors p; + p2 = 1, P% = Pp1, p% = P2, pip2 =
p2p1 = 0.
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Comme G est le revétement universel de Y x Z, p, et p, se relévent en les
endomorphismes analytiques ¢; et g, de G avec les mémes propriétés que p;
et ps.

Soit ¢ un endomorphisme analytique de G, alors 7 0 p(T) = 0 (c’est
le lemme 3, ci-aprés), ce qui montre que ¢(7T') C 7. Ainsi ¢ induit un
endomorphisme ¢, de T et un endomorphisme ¢, de G/T = A.

Soient 7 : X(T*") — Pic(A*") 'homomorphisme qui définit I’extension
(1) »T—->G— A— (1) (6.1), az € EndA®®, «a; € EndT*". Alors il
existe un endomorphisme a de G*" qui induit a; et as si et seulement
siajoT = Toaf ou af : X(T*) — X(T°") est induit par a; et
aj : Pic®(A%") — Pic®(A°™) est induit par as.

On a End(T*") = End(T) (c’est élémentaire) et End(A°") = End(A)
(c’est GAGA, [Ko]). Il suit donc que End(G°") = End(G), i.e. que les
endomorphismes analytiques de G sont algébriques.

Ainsi ¢ = (u1,v1), g2 = (u2,v2) avec uy,uy € EndT vy,v, € EndA.

Onadonc GGy xG;, Gj=kerqs, Gy=kerqy, T~T xTy,
T1 = keI‘U2, T2 = kerul, A~ Al X Ag, A1 = kervz, A2 = kervl, .
On déduit les suites exactes (1) = Ty —» G; — 4; — (1), i=1,2et u
induit un revétement universel u; : G; — Y resp. u; : Gy — Z qui satisfont
chacun le théoréme. |

LEMME 3 .— Soient A une variété abélienne avec bonne réduction, F
une partie finie (ou compacte) de Pk, p: {PL — F} > A un morphisme
analytique. Alors p(PL — F) est un point.

Démonstration. — Soit V C P} —F un affinoide connexe, alors V posséde
une structure formelle avec une réduction V de fagon que p : V — A soit un
morphisme formel. Alors p: V — 4 a pour image un point ao, parce que
les composantes de V sont des ouverts de Pl ([Mi], corollary 3.8, p.107).

Il s’ensuit que p(P} — F) C r~!(a,). Sachant qu’une fonction analytique
bornée sur P} — F est constante, on déduit que 1’image de p est un point.
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