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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE DE VALEURS
DE LA FONCTION BETA AUX POINTS RATIONNELS

Michel Laurent (1)

(1) Laboratoire de Mathématiques, Université Pierre et Marie Curie, Tour 45-46, 4, place [ussieu
75230 Paris Cédex 05.

Résumé : Désignons par B(a,b) = I'(a) I" (b) / I" (a+b) I'intégrale eulérienne de deuxieme espéce.
Le but de cet article est de donner une mesure de transcendance du nombre B(a,b), lorsque a et b
sont des nombres rationnels non entiers.

Soit N un dénominateur commun aux nombres a et b. Posons alors n =sup(1, ¢(N)/2), ol ¢ dé-
signe la fonction indicatrice d’Euler. L’auteur montre qu’il existe un nombre C > 0, effectivement
calculable en fonction de N, tel que pour tout nombre algébrique £ de hauteur < H (H > e°) et

de degré D, on ait :

IB(a,b) — £ | > exp(~CD"T(log T)"),

ouT=logH+ D logD.
Le principe de la démonstration consiste d’abord a déterminer une certaine variété abélienne de
dimension n, telle que B(a,b) soit une quasi-période de cette variété. Celle-ci est obtenue comme

facteur de la jacobienne de la courbe de Fermat d’équation affine xN + yN

= 1. De plus, cette
variété est de type CM (au sens de Shimura). L’auteur utilise alors des techniques classiques d’ap-

proximation diophantienne spécifiques a cette situation.

Summary : Let us denote by B(a,b) =T (a) I'(b) / T'(a+b) the Euler’s integral of the second kind.
The purpose of this article is to furnish some transcendence measure of the number B(a,b), if a
and b are rational numbers and not integral.

Let N be a common denominator of a and b, and put n = sup(T, ¢(N)/2), where ¢ is the usual

Euler function. The author shows that there exists some number C > 0, effectively computable
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in term of N, so that for every algebraic number £ , with height < H (H > €°) and degree D, we

have :
IB(a,b)— £ | = exp (—CD" T(log T)M),

where T =log H + D log D.

The principle of the proof is to exhibit some abelian variety of dimension n, so that B(a,b) should
be a quasi-period of this variety. That is obtained as a factor of the jacobian variety of the
Fermat’s curve with cartesian equation XN+ yN = 1. Moreover, this variety is of CM type (in the
Shimura’s sense). Then, the author uses classical tools of diophantine analysis, well adapted to

that situation.

I - INTRODUCTION

Pour tous nombres réels x et y positifs, désignons par B(x,y) I'intégrale eulérienne

de deuxieme espece égale a
1
71 (1Y de= T ()T (y) / T (x+y).
0

En 1941, Th. Schneider a montré que si x et y sont rationnels et non entiers, le nombre
B(x,y) est transcendant (cf. [S] ). L’objet de cet article, est de donner une version effective de

ce résultat. De fagon plus précise, nous démontrons le

THEOREME. Soient r, s,N trois entiers naturels, premiers entre eux dans leur ensemble. On suppo-
se que ni r, ni s n'est divisible par N. I/ existe un nombre C > 0, effectivement calculable en fonc-
tion de t, s, N tel que pour tout nombre algébrique B de hauteur < B (B> e%) et de degré < D,

onait :

I B( ) =Bl = exp(—C D" log H(log log H)"),

r s
N'N
oo H= BDD, etou n=sup(l, ¢ (N)/ 2), ¢ désignant la fonction indicatrice d’Euler.

COROLLAIRE. S/ on suppose de plus que r + s n’est pas divisible par N, il existe un nombre
C’ > 0, effectivement calculable en fonction de r, s, N tel que pour tout nombre algébrique 8’ de

hauteur < B (B > ¢°) et de degré < D, on ait :
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ros
IB( NN )/ m =B | > exp(~C’ D" log H(log log H)")

ou H et nsont définis comme précédemment.

L’équation fonctionnelle T'(z + 1) = z ['(z) montre qu’il suffit de prouver le théoréme et son co-
rollaire lorsque 0 <r <N et 0 <s < N. Le corollaire se déduit alors simplement du théoréeme

en remarquant que :

r s 7 (r+s) N—r—s mr . ms N-r N-s
B(W’W)/" =sin /( ) sin — sin — B(—,—)

)’

N N N N N

On pourra en outre supposer que N > 3 et que r + s # N. En effet, dans le cas contraire

r S . 1r r 7 ~ ’ , .
B( W’ —I\T =g/ sin ﬁ— , et le théoreme est alors une conséquence de résultats classiques sur
I’approximation diophantienne du nombre m ( voir par exemple [W], prop. 3-2).
Le principe de la démonstration consiste a associer a tout triplet, (r, s, N) vérifiant les conditions

précédentes, une certaine variété abélienne de dimension n, facteur de la jacobienne IN de la cour-

r s
be de Fermat Fy d’équation affine N+ yN =1, telle que B( —N— , W ) soit une quasi-période de

cette variété. On utilise les techniques spécifiques de transcendance, telles qu’elles ont été dévelop-

pées par Th. Schneider dans [S].

Commengons par donner quelques propriétés des jacobiennes ]N'

2 - JACOBIENNES DES COURBES DE FERMAT

Supposons que N > 3, la jacobienne ] a pour dimension g = (N=1)(N-2) / 2. Pour
tout couple (r,s) d’entiers tels que 0 <r <N, 0 <s < Netr+s% N, notons n, ¢ la forme

différentielle sur Fy égale a :

X1 ys—N dx.

On peut montrer (cf. appendice de [GR]) que N, ¢ est une forme différentielle de premiére ou de

deuxieme espéce et que I’ensemble {nr s} o< est une base de I'espace vectoriel des formes
) r+s

différentielles de premiére espéce.
De plus le groupe des périodes de N, g st engendré par

p(i,k,r,s) = f n = ¢ (eI -¢5B(—, =) /N,
ik NN

ol ¥(j,k) (0 <j <N, 0 < k <N) désigne un certain lacet de FN et ol 'on a posé ¢ =e2mi/N,
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Apres avoir ordonné les couples (r,s) tels que r + s < N, introduisons le vecteur
Pj k (0< j <N, 0< k< N)dont les coordonnées dans €8 sont
)

et notons L le réseau de €8 engendré par les vecteurs Pj k-

LEMME 2.1. Soient r et s deux entiers tels que 0 < r < N, 0 <s <Netr+s# N./ existe
une fonction Hr s méromorphe dans C8 telle que :
i) Pour tout couple d’entiers (j,k) tels que 0 < j < N et 0 < k < N, on a I’égalité

fonctionnelle suivante :
HI',S(Z + p],k) = HI',S(Z) + p(j,k,r,s).

i) La _fonction Hr s est réguliere a I'origine 0 de Cg, ses coefficients de Taylor en 0

appartiennent au corps Q (¢ ), de plus H . S(O) =0.

Preuve. 1l est bien connu que les quasi-périodes du réseau L sont les périodes des formes différen-
tielles sur Fy de premiere ou deuxieme espéce, d’ou I’existence d’une fonction quasi-abélienne

H,_ ., satisfaisant i).
r,s

L’isomorphisme théta entre €8 / L et JN dépend du choix d’un représentant de I'origine de Ino
c’est-a-dire d’un diviseur de FN linéairement équivalent a 0, lequel peut bien siir &tre choisi ration-
nel sur @ (¢ ). La deuxiéme assertion se déduit alors du fait que les formes différentielles n rs

)

sont définies sur @. =

Pour tout élément a de Z / NZ, notons < a > le représentant de a compris entre 0
etN—1.
Dorénavant, nous supposons donnés un couple (r,s) d’entiers tels que 0< r< N, 0< s < N,
r+s # N et pged (r,5,N) = 1. Introduisons le sous ensemble T de (Z / N Z)*, constitué des élé-
ments t de (Z / NZ)* vérifiant :

<tr>+<ts><N.

I 'est facile de voir que les ensembles T et — T forment une partition de (Z / N 2)*.

Pour tout entier h et tout élément u de (Z/ N Z)*, notons

<ur> < >
alhu) = ¢UP (1 - ¢Un) (1 - ¢ us) N , N )N,
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et aprés avoir ordonné T, notons qy, le vecteur de €" (rappelons que n=¢ (N) / 2) dont les coor-

données sont

Il est clair que les vecteurs qap, (h € Z) engendrent un réseau A de €". Le lemme suivant expli-

cite les quasi-périodes associées a ce réseau.

LEMME 2.2. Pour tout u appartenant & (Z] N Z )*, il existe une fonction Ky, méromorphe dans

C" telle que :
i) Pour tout entier h on a ’égalité fonctionnelle

Ku(v + qh) = Ku(v) + q(h,u).

i) La fonction Ky est réguliere a I'origine 0 de C", ses coefficients de Taylor en 0

appariiennent aucorps Q (¢ ) et KU(O) =0.

Preuve. Soient P la projection canonique de €8 dans C" qui au vecteur de coordonnées
[ Zp g ) o+ g <N associe le vecteur de coordonnées (cerenn z <tr>, <ts> ie et

| Iinjection canonique de €™ dans €8 de telle sorte quePol= idc

Il est clair que P(pi k) = Apjtske d’ou il s’ensuit que P(L) = A .

D’autre part, il est possible de montrer que I( A) est un facteur du réseau L, de telie sorte qu’il
existe un entier m non nul tel que mI(A) C L (cf. [GR]). Pour simplifier, notons H,, la fonction
H <ur>, <us> introduite dans le lemme 2.1. Nous allons montrer que si p appartenant a L véri-
fie P(p) = 0, alors p est une période de H,- En effet, il existe des entiers 3K 0<j<N,

0 <k< N) tel que p = Z 4 Pk Soit » = Z 3 K §‘ri+5k. Il est facile de voir, d’une part
. k ) ) . )

que b ik

<ur> <us>

NI N)/N,

Hy@+p)=H (@) + 0 ,0)(1 = §UN(1 - §U9) B(

ou o, désigne le Q automorphisme du corps Q( ¢ ) tel que ou(§' )= ¢ u’ et d’autre part que

P(p) = 0 est équivalent 3 x =0, d’ols la propriété de périodicité.

1
Posons alors K | = — H, o (ml).

Il est clair que K, vérifie I’assertion ii).

Soient j et k deux entiers compris entre 0 et N — 1 tels que rj + sk soit congru a h modulo N,
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de telle sorte que P(pl- k) =ap et que p(j,k, <ur>, <us>)=q(h,u) on a alors :
1
Ku(v + qh) = - Hu(ml(v) + mloP( p’-,k)).
Orp=mlo P(pi k) —mp; appartient a L et P(p) =0, d’ou1 il s’ensuit que

Hu(mI(V) + mp],k + p) = Ku(V) + q(h)u)v

1
K v +ap) = —

ce qui achéve la démonstration.

3 - LEMMES AUXILIAIRES

Il s’agit dans cette partie de donner quelques propriétés algébriques et analytiques des
fonctions abéliennes associées au réseau A, ainsi que de la fonction quasi-abélienne Ku introduite
précédemment. En fait, seul le cas u = 1 sera utilisé par la suite de telle sorte que I’on écrira K au

lieu de Ku'

Comme I(A) est un facteur du réseau L associé a la jacobienne JN 1l existe des fonctions

A1 ’""An’ méromorphes dans €" et A périodiques, telles que :

i) Les fonctions Aq An sont algébriquement indépendantes sur C.

ii) Les fonctions A, ... A_ sont réguliéres a I'origine 0 de €" et les coefficients de
1 n 8! g

Taylor en 0 de ces fonctions appartiennent au corps Q( ¢ ).

Dans la suite €] - C4 désignent des nombres positifs, ne dépendant que de r, de s, et du choix

des fonctions K, Aq - A, précédentes.

LEMME 3.1. Les coefficients de Taylor en 0 des fonction'f KA A [ Correspondant a des déri-
c

vations d’ordre < k ont une hauteur majorée par k 1

kick+ 1,

et un dénominateur commun égal a

Preuve. Voir le lemme 2.4 de [M1]. =

LEMME 3.2. Soit P[X] Xn] un polynéme non nul de degré total < L, la fonction
P[A; (z),...,An(z)] aun zéro en 0d’ordre < L.

Preuve. Voir le lemme 2.2 de [M1].
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@(N)-1
Pour tout élément p = Z ap §h de Z[¢ ], notons lIp I = max ( Iahl ) et intro-
h=0 0<h<g(N)-1

duisons le vecteur p. q de C" égal a Z a,, qy, ainsi que le nombre complexe p * Bégal a
s
N
précédente, de telle sorte que I'on a I’égalité fonctionnelle K(z+p*B)=K(z) +p *B.

r ol . .
(1= ¢NH(1 -¢3) B( K )/ N =§ ap q(h,1), ols qp, et q(h,1) sont définis dans la partie

LEMME 3.3. Sojent T un entier = 1, R un nombre réel = 1. Alors pour tout R’ = 2R et toute
fonction F, entiére dans €, on a :
5 R c,TR?
IFIR,<exp(—c2TR)IFIC3R,+(—R) IaFIR,T,

ou | Fl R désigne le maximum de la valeur absolue de la fonction F dans la boule de centre O et de
rayon R et oa | oF | T R 9ésigne le maximum des nombres |9F(p.q)l, @ décrivant les dérivations

d’ordre < T et p décrivant les éléments de Z [ § |tels que lp | < R.
Preuve. C’est un cas particulier du lemme 7 de [M2]. =
Indiquons enfin quelques lemmes algébriques classiques.

LEMME 3.4. Soient o - ai des nombres algébriques de degré D] Di et de hauteurs < H1 ,...,Hj,
engendrant un corps de nombres de degré < D. Soit P[X1 Xi] un polynéme a coefficients
entiers, de hauteur < H, et de degré <L en X, 1<i<j).Si Pleg ... O‘j] est non nul, on a la

minoration suivante :

j
IPloy o] 1> HI™D 11 (/D) PLi/Bigi+1) 10
i=1

Preuve. Ceci est essentiellement du a Feld’man, voir par exemple lemme 3 de [M.W].

LEMME 3.5. Soient ay ... & comme dans le lemme précédent et Py u [X1 Xi] (1< A<L

1 < p < M), des polynémes a coefficients entiers de hauteur < H et de degré <L, en Xi
a<i<ij).

Si L > MD, /e systéme d'équations

L

g X\ Py, o [@7 - ] =0 1< u< M
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admet une solution (XA)1 < <L nombres entiers, non tous nuls, tels que :

m{lx ( |XA|) <2+ (2X)MD/(L_MD),

X=LH I (1+L)&/2DH) "
i=1

Preuve. |l s’agit d’une version raffinée du lemme de Siegel, voir par exemple le lemme 4 de [MW].

4 - PREUVE DU THEOREME

Posons S = D" log H (log log H)". Pour prouver le théoréme, nous supposons que
s

r
| B(— )-8 1< exp(—vnn S), et nous déduisons de cette inégalité une contradiction si

N'N
v est suffisamment grand par rapport aux nombres réels positifs €€y indépendants de B et de
D, apparaissant au cours de la démonstration.

Pour tout élément p de Z[{ ], notons p* B le nombre p (1—¢ ") (1—¢ %)B/N, de telle sorte que
rs
pxB—pxB=p(1-¢N(1-¢%(B- B(F , N— )) | N soit «petit» en valeur absolue.

A tout polyndome P[X_],XO,...,Xn] , associons la fonction ® , méromorphe dans C" telle que
d (z) =P[B,K(z), Aq (z),...,An(z) ]. De plus si p appartient 2 Z[ ¢ ], posons

= (&) =PBK() +p %~ p * B, Ay(a),.. A, (@]

Introduisons enfin les paramétres suivants :

Lo=[v Sn=1 D"(log log H)"], L=[» Sn=1 pn- log H (log log H)n_]]

T=[v Snpn-i log H (log log H)n_]] ,R=[v D1/2(Iog log H)]/z],
et notons D le degré du nombre algébrique B.
LEMME 4.1. // existe un polynéme P[X_1 ,XO,...,Xn] non nul, de degré < D, en X_1, de degré
S Ly en X o de degré <L en X] Xn, dont les coefficients sont des entiers rationnels de va-
leur absolue < exp (v Sn+l S/D) , tel que 9 Ep (p . q) =0 pour tout dérivation d de €" d’or-
dre < Tet tout élément p de Z[ ¢ |tel que lp | <R.

Preuve. Soit p appartenanta Z [ Jtel que lp I < R. Alors :

A
=, (2+p.q) =PBK() + p+B, Aq(2)..A,(2)] :}A:p(xmx‘] (K(z) +0%B) © Aq(2) 1AL () "
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ol la somme est prise sur tous les n + 2 — uples A = ()\_1 , )\0 )\n) d’entiers tels que
0 <)\_1< DO,0< )\O < Loet0< )‘i S LIS i< n).

Soit 9 une dérivation d’ordre < T. On déduit du lemme 3.1 que le coefficient d’indice 0 du dé-

A A A L
veloppement de Taylor en 0 de la fonction (K(z) + p*f) © A1(z) 1. An(z) N est égal a
Q)\,p,a[ﬁ’ ¢];ou Q)\,p 'a[x1,x2] désigne un polyndme de degré < L en X1, de degré < ¢ (N)

L

3 coeffici i ‘1bo Gr Sn+1
enx,, a coefficients rationnels de hauteur < R (LOLT) < exp(v S/D).

On doit donc résoudre le systéme d’équations
P
Z p(\)B ! Q)\’p,a[ﬁyf ]=0.
A

Le nombre d’équations de ce systéme est
2 2 2
<ST"(R + 1)2n < 4" pSnT+2n pn (log H)" (log log H)™ | tandis que le nombre d’inconnues
2 _ 2 2
p(N) est égal 2 D (L, +1)(L + 1)1 > »30"+4071 p0" b (16g H)" (log log H)"".

Il suffit alors d’utiliser le lemme 3.5, aprés avoir multiplié ces équations par un dénominateur com-
L +L+T

mun <T!c20 )

Soit 6 une fonction théta associée au réseau A telle que 6 (0) # 0 et que 6 K, 6 Aq 0 An

soient des fonctions entiéres dans €" d’ordre < 2. L’existence d’un tel dénominateur 6 est clas-

sique pour les fonctions abéliennes A1 .. An, pour la fonction quasi-abélienne K, voir par exemple

L0+nL

le lemme 2.1 de [M1]. Notons alors ©(z) = 8 (z) etF(z) = © (z) d(z).

LEMME 4.2. Sojent p un élément de Z [§ | tel que lp |l < v2 R et 3 une dérivation de C"
d’ordre < T. On suppose que pour toute dérivation 3’ de C", d’ordre inférieur a I'ordre de d,ona

9’ E.'p (p.q)=0.Alors siv est suffisamment grand, on a :
19F(p .a) = ©(p.q) 3 = ( p.q) | <exp(~»2"s5/2).
Preuve. On a les égalités fonctionnelles
®(z+p.q)=P[BK(z) + p*B A{(2),...A(2)]

Ep (z+ p.q)=P[BK(z) + p* B, A (z),...,An(z)]

Les fonctions K, A1 An sont réguliéres en 0, elles sont donc bornées dans un certain voisinage

de 0. Il est clair que si z appartient a ce voisinage, on a
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L L +L _.12n
I<I>(z+p.q)—'Ep(z+p.q)|<(V2R) 0030 m)iix(lp()\)l)e v 7S

D’autre part, I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction # montre pour z voisin de 0 ona :

~(L +L) Ip 12 L +L) o 12
c4(° Mo <|®(z+p.q)|<c(5° )
On adonc:
4 2 12n
L. »*L +L)R ~p12ng
IF(z+p.q)— ©(z+p.q) Ep(z+p.q)|<(V2R) OC6 ° m)atx(lp()\)l)e

La formule de Cauchy permet de différentier par rapport a z cette inégalité. La substitution de 0 4

z entraine alors I'inégalité recherchée en remarquant que
04O (z+p.q) = (z+p. } =0(p.q)0 = .q).
{et+tsazeroal -olr.aiz,(pa)

LEMME 4.3. Pour toute dérivation d de €" d’ordre < T et tout élément p de Z[¢]tel que
Ilp 1< 2 Ronad =, (p.q)=0.

=y
de €" d'ordre < T et tout élément p’ de Z [¢ ]tel que Il p’ I < R’. D’aprés le lemme 4.1,
R’ > R.

Preuve. Soit R’ le plus grand entier < »2 R tel que @’ (p’.q)=0 pour toute dérivation &’

Supposons que R’ <v»2R. Soitp un élément de Z[{ Jtel que lp =R’ + 1, et @ une dérivation
de €" d’ordre < T telle que 9’ E.'p (p . q) = 0 pour toute dérivation 3’ d’ordre inférieur i I'ordre
de 0.
Le lemme 4.2 montre que

|9F I gy 1 < exp(-»121'5/2).

D’autre part,

(L +L)R2 2
IFI < max (IpA)l)c; © < o 'Ry
64n2c3R’ N (Ip()1) 7 8 )

ou C3 désigne ici la constante intervenant dans le lemme 3.3. On déduit alors de ce lemme 3.3 que
pour v suffisamment grand, |F| 2 < exp(— <9 TR’2). La formule de Cauchy et le lemme 4.2
n“R’

montre ensuite que

13 =) (p.q) 1< 16(p.q) 171 (19F(p . q) I+ 10F(p.q) = © (p.q)0 =, (0 .q) )

) 2 12 )2
+ -
(Ly+L)(R+1) (e~—c]0TR +e_V]2nS/2)<e c;1TR .

N

4
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D’autre part, avec des notations analogues a celles du lemme 4.1, on a :

A
3%,(p.a)= ; P8 Q) , 5lB51

ol Q)\ 0 a[x1,x2] est un polyndme de degré < Lo en xq, de degré < ¢(N) en X7, a coefficients
Y c, T
1

c,L
rationnels de hauteur < R’ | 0(LOLT) < exp(usn-l_1 S/D).

D’aprés le lemme 3.4, ou bien 9 Ep (p .q)=0, oubienona

)2 5n+] —
-c41TR —4nL . —C v S C
e 117 > 132, (p.q)l > (28BD) ~ e 12 >e 13

V5n+1 S

Cette derniére inégalité est impossible pour v suffisamment grand car TR? = TR2>V Sn+2 S/8.

Pour tout élément p de Z [ ] tel que Il p = R’+1 et toute dérivation d de €" d’ordre < Tona

prouvé que azp (p.q)=0.

On en déduit donc que R’ = V2R, ce qui acheve la preuve. m

A
oS LO) le coefficient de X © dans le polyndme P et posons

Q) [Xq -+ Xpl =Py [BX; - X, et <I>)\0(z) =Q)\0[A1(z) e AL(D)].

Notons Py [X_1. X - X 1(0< A

LEMME 4.4. Pour tout entier A, tel que 0< 7\0 <L o’ la fonction ¢>>\ admet un zéro en 0
o
dordre = T.

Preuve. 1l s’agit de montrer que 9 <I>>\ (0) = 0 pour toute dérivation 3 de €" d’ordre < T et tout
o

entier A tel que 0< A < Lo' Raisonnons par récurrence sur I'ordre de 3. On suppose que

0’ <I>A (0) = 0 pour tout indice )\0 et toute dérivation o’ d’ordre inférieur a 'ordre de 0.
0

Pour tout p dans Z[ £ ], on a I'égalité fonctionnelle :
_ A
Z, (2 +p.a) =20 (K(2)+pxp)

Ao

° ¢ )\O(Z)’

d’ou I’on déduit que

I

A
0Z, (p.a) =25 (pxh) °a%, (0).

Ao

A
Le polyndme Z x %9 @, (0) sannule donc pour x = p* Bsi llp I < 2R, Ce polyndme de
A o

o
degré <L < pIn~l D"(log log H)" admet donc au moins v6"D"(Iog log H)"/4" racines dis-

tinctes, pour v suffisamment grand, il s’agit donc du polynéme nul. =
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< L_) sont identiquement

Comme T > L, le lemme 3.2 montre que les polyndmes Q)\ (0< )‘0 o
o}

D —_
o A
nuls, c’est-a-dire que p()\_], Ay o A,) B “T=9 pour tous les entiers A ... A tels que
A_{=0
0< Ay S LO, 0 < ASL (1<i<n). D, étant par hypotheése de degré de §, on en déduit que

—_

le polyndme P est identiquement nul ce qui contredit le lemme 4.1.

Le théoréme est donc démontré.
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